
一, 5 6 年 x o 月 第 1一期

荃
ó

种
ó

辑司A申

复合载荷下圆薄板大挠度问题的精确解
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摘 要

本文构造得到了在均布载荷和中心集中力联合作用下圆板大挠度问题的精确解

的解析式
.

对于固定夹紧边界且 中心挠度为零的特殊情形进行 了具体求解
,

并与文 :

献 1 1] 进行了比较
.

一
、

引 言

在均布载荷和中心集中力联合作用下的圆薄板大挠度问题
,

是仪表工业中受复合载荷作
用的膜盒这一弹性元件的抽象化模型

,

其理论研究至今尚不全面
.

尤其是对于力平衡式仪表

中常见的中心挠度为零的情况
,

即复合载荷作用下圆板 中心挠度为零的问题
,

由于此时以中心

挠度为参数的摄动法` 3]
失效

,

因此该问题的求解一直为人们所关注
.

胡海昌教授于 19 5 4 年提 出用双参数摄动法来求解圆板受复合载荷的问题闭
.

他是先采

用载荷双参数进行摄动求解 ; 后又采用位移双参数摄动
.

文献 【11 在引人载荷分布函数使复

合载荷依单一载荷参数变化后
,

给出了此问题以选取平均挠角作为单一摄动参数的摄动解
.

本文将文献 [ 4] 的方法推广到受复合载荷作用的圆薄板大挠度间题中
,

从而获得了此问

题的精确解的解析式
.

然后
,

利用精确解求解了固定夹紧边界中心挠度为零的特殊情形
,

其结

果可直接用于工程实际
.

并 与文献 〔 l] 摄动解的精度进行了对比
,

发现
: 文献 [ 21 摄动解只

是在载荷不很大的情形
,

才与本文精确解的结果相一致
.

二
、

基 本 方 程

受如图 1 所示的复合载荷作用的圆薄板的 K犷 m和 方程为 :
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于是
,

可得无量纲化的独立的微分方程组 :

{
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和相应的一般边界条件为
:
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,
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这里
: , 为板的挠度

, a 为板的半径
, 寿为板厚

, q 为作用在板上的均布载荷
, 尸 为作用在板中

心的集中载荷
, !

为板的径向坐标
,

N
, ,

屿 分别为中面单位长度的径向和周向力
, E 为杨氏模

量
, v
为泊松比

, 几, 产 为边界常数
.

对于固定夹紧边界
, 几~ 0

[ 2 ]
。

2
邵 ~ —

—1 一 2,
其 余 见文 献

显然
,

当 口 > O
,

夕> 0 时
,

均布载荷与集中载荷方向相反 ;而 吞 < 0 ,

夕> O 时
,

二者方

向一致
.

己 ~ 0 ,

尸笋 0 时
,

板受均布载荷作用 ; 吞 祷 O ,

尸~ 0 时
,

板仅受集中载荷作用 ;后

两种情形的精确解已经求得
.

见文献 [ 5
,

6]
.

与文献 〔4] 类似
,

利用格林函数法可得到对应于 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

3) 式的积分方程
:
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,

的 的形式为
:
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.
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与文献 I们 同理可得
,

对于属 于 A集合中的 甲 (y)
, s 〔刃

,

其积分方程与边值问题是等价

的
.

因此
,

当从积分方程获得属于 A 中的解 甲 (力和 s (汀
,

就可知该解也是满足边值问题为

解 ` 一
-

三
、

迭代函数序列的函数结构

对于积分方程组 ( 2
.

4) 取迭代格式如下
:
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其中
, , 一 1 , 2 ,

… ; 叭 (刃 由 (2
.

5) 式确定
.

_ _
一 、

由 ( 3
.

1) 式
,

用归纳法可以得到
:

结论 1
.

由 (3
.

1) 式所确定的迭代函数序列 {甲
.

(刃 }和 { s
。

(刃 } 对子任意正整数
, ,

其
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:
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,
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由结论 1显然可得 : {甲
。

(刃 }
,

{s
.

(刃 } 在 〔。
, ; ]上连续

,

且取粤 < 。 < , 时
,
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,
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则可得 .
。
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,

必 (刃 在 【0
,
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.

于是
,

有
:

推论 1
.

由 ( 3
.

1) 式得到的迭代函数序列 {甲
。

(刃 }
,

{ s
。

( y ) }在 〔0 ,

11 上连续且属于集合

A
. - -

我们的目的是设法证明上述迭代序列在 〔0
,

·

11 上一致收敛
,

再由结论 1 即可得到满足积

分方程组 (2
.

钓 式的精确解
,

通过证明其解属于 A ,

便可得到解满足原边值问题 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

3 )

式
。

四
、

函数序列的收敛性与精确解
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·
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触
.

结论3
.

当结论 2的条件成立时
,

由迭代格式 ( 3
.

1) 式所获得的 函 数序列 {甲
。
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·
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,
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。

对于 V y 〔 〔 0
,

11 成立
.

即 : 序列 {中
。

( y )} 在 〔0 ,

11 上一致收敛
.

依所定义的范数知 :

!! ~ 0

由于

中 ( y ) ~ il m 中
.

( y )
.

在 [ 0
,

11 上连续
.

其极限函数为
:

甲。

(刃 ~ 尹巾
。

(刃
,

故函数序列 甲
.

(刃 在 0[
,

1] 上一致收敛
.

定义

甲 ( y ) ~ il m 甲
。

勿)
,

( 4
.

7 )

贝吐得
·

甲 ( y ) ~ y ` 。 (夕)
.

( .4 8 )

同理可得
:
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。

( , ) }
,

{s才。 ) } 在 [ o
, l ] 上分别一致收敛于 S。 ) 和 S *

( , ) 且在 10
, 1 1上

连续
.

至此
,

结论 1 得证
. -

推论 2
,

在均布载荷与中心受集中力联合作用下的圆薄板大挠度问题的精确解的解析式

为 :

甲 ( , ) 一 艺 习 A` , , ` I n ’ y
,

S ( , ) 一 艺 习
。 ` , , `恤 ` , ,

( 4
.

9 )
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其中 A厅
,

iB ,是与 , 无关的常数
.

推论 3
.

由积分方程所得到的 ( 4
.

9 )式属于集合 A
.

由于 叫刃 一 、 , +
{
’

冬
,
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,
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,

有
:

J 0 9

推论 4
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,

其中:

寸. o j = 0
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待定系数的确定与中心挠度为零的解

1
.

特定系教的求解
:

将精确解的解析式 (4 9) 代人 (2
.

2) 式 中
,
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`

yt ln i y
一
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,
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其中 i ~ 3 ,

4, ~ , ; 了~ 八 ` 一 1 ,

…
,
.0

上述所有待定常数中
,

只有 A 10 , B : 。
为独立常数

.

由 y 一 1处的边界条件得
:

}叠
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一
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“
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而 ( 2
.

3) 式 中 y ~ 0 处的边界条件能自动满足
.

(5
.

1
.

3 ) 式是一组关于以 A : 。 ,
刀

: 。

为未知量的非线性代数方程组
,

.

可用牛顿迭代法进行求

解如下
:
令

:
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, 。 一 几A ` :
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.

1
.
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。 一 ; 。 、 :

i = . 。

D ~ X ,

+ Y 2 .
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1
.

5 )
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1
.

6 )

牛顿迭代格式如下
:

万
, 。
一 A : 。

+ 夸
: ,

万
: 。
一 B : 。

+ 夸
: ,

( 5 1
.

7 )

其中 A。 , B 。
为迭代前的取值

,

万。 ,

万。
为迭代后的修正值

,

杏
: ,

百: 为修正量且由下式确定 :
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Y (A 0 1 , B ,
) X

, B .。

一 X ( A
10 , B : 。

) Y
.

,

尤
. , .。 ·

Y一
, 。

一 X
, B , 。 ·

Y
,

, .。

X (落
: 。 , B l。

)
·

Y
, , .。

一 Y ( A
: 。 , B : 。

)
·

X
, s : 。 ( 5

.

1
.

8 )

X
, , : 。 一 Y

. , ,。

一 X
, : : 。 ·

Y
, , .。

`且2
七̀
ó
七ó

....r,、 ...L
、

上述迭代直到下列精度
:

}D l < 1 0一 , o ,
·

}f
:

! < 1 0一 , -

I互
:

I < 10一 ,

满足为止
.

从而得到满足边界条件 X `
一

q
, Y ` 0 的解 A : 0, B

: 。 .

其值精确到小数点后第 笋

位一

乞其它有关 t 的计算公式

边缘径向膜力
:

、

S: ( l) 一 习 iB
。 ,

i = l

中心径向膜力
: s ;

( o ) 一 刀 ; 。 ,

( 5
.

2
.

1 )

( 5
.

2
.

2 )

边缘弯曲应力
: s 二 ( l) 一 习 [ (一 21 一 v + l ) A

, 。 一 Z A、 ,
1

,

( 5
.

2
.

3 )

挠 甲 (刃 一 w . 十 艺 艺 习
A ,t (一 l )

`一 i
·

, !
y

`
I n , y

.

( 5
.

2
.

4 )
才= l j = 0 i ! i

` 一 j+ `

由边界条件 牙 ( l) 一

牙 m

0 得
:

二

邵 ( o) 一 艺 艺 A , , (一 l )
` + , ·

j !

i , + 1
( 5

.

2
.

5 )

3
.

中心挠度为导的情形

由基本方程可知
:
在给定了 Q

,

夕和 。 后
,

也即给定了均布载荷和中心集中力后
,

可由上

述方法求解而获得精确解的解答
,

从而得到中心挠度
.

为不失一般性
,

取 歹一 l
,

则在给定的

Q 下
,

由不同的 。 可得到不同的中心挠度值
.

于是
,

在 Q 给定时
,

w 。 ~ w .
(的

.

对于中心挠度 W 。 ~ O的情形
,

力 吞Q相当于解除中间支座后的约束反力
.

此反力随均

布载荷 (外载 )的大小 Q而变化
.

在线性理论中
,

由 W . ~ W ( 0) ~ 0得
:

口 ~
2又十 l

4 (又 + 1 )
~ C O fl s t ( 5

.

3
.

1 )

该式表明
:
在线性理论中

,

板中心支座反力的大小与外载的大小成正比而变化 ;而在非线性理

论中
,

将本文精确解代人条件 w ( 0) ~ 。 中得
:

_ _ 2又 十 1
口 ~ 丙 ~ 下厂 , - , 一丁万

4戈几十 l少

+

丽场恩蕙互蕙
“ ￡

一
刃 1 一 几

` j+ `

( i 一 l )夕
+ , )l

、、f
产It

了r

( 5
.

3
.

2).

、 .、

J
、

l
/

x (一 l ) `
·

j ! + 艺
(一 l ) i j !

i护一 , + 1
f
一
一二—

一 止匕
\ ( i 一 l )

, + , i ` + `

由此可见
,

求和号部分即为非线性理论对线性理论结果的修正
.

由于 A ` , 均与 Q成非线性关

系
,

故该项是随 Q而变化的
.

于是
,

支承反力与外载口的比不再是常数
,

而是随 Q大小而变化

的函数
,

即 。 一 式 Q )
. - -
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若此时对 ( 5
.

1
.

3 )和 ( 5
.

3
.

2 )式联立求解A 1 0,
丑 , 和 丙

,

由于计算 ( 5
.

3
.

2 ) 式较为费时
,

因

此
,

我们采用了具有与实际物理意义相联系的割线法求解
.

一
`

对于某一给定的外载 g伊 ~ 1)
,

首先放松条件 w ( 0) ~ 0 ,

而用 。 Q来代替约束反力
.

于

是
,

输人一个 。 ,

就可由前面的精确求解得到对应的中心挠度值 邵
一

w ( 0)
.

显然
,

有函数

关系 (如图 2 )
、

砰, ~ 梦
二
(司

. 一

由于在大挠度理论中考虑了在线性理论中没有考虑的薄膜力
,

这样
,

板在非线性情形
,

其

承载能力要比线性理论的大
,

因而
,

依非线性理论所求得的反力比依线性理论求得的要小
.

于

是
,

当以小挠度时的 口一
2又十 l

4 (又 + l )
作为初值

,

则可得
: W 。 < o ; 而 召 ~ 0 ,

则得均布载荷作

用下的大挠度解
,

其 W , > 0 ,

以此作为割线法开始的两点
,

就可进行计算
.

记
:

W二 :

~ w 。
(己

:

) < o ,

甲 。 :

一 甲 。
(口

:

) > 0 ,

则得割线法的迭代格式为
:

反 ~ a l

一
已 2

— a i

W m ,

一 W m :

·

W . , -

( 5
.

3
.

3 )

再以此 ; 求解 W . ,

若 w , > 0 ,

则 。 和 w 。
分别取代 己 : 和 w 。 :

; 反之
,

取代 己 :

和 w 叭
.

重

复计算
,

直到 }w司 < 1 0一 ,

为止
.

依此即可求得各 口作用下的 口值和其它量
.

所有计算结

` 二
平

,

}瓦 Q

(
e
)

(瓦
, 附m :

)

甚甚l { 曰 l {{{ l ! 1 1 1 111

,,
_ _

_____ 土
W脚几

}
; :

舀
( d )

图 2
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图 3

(l — 摄动解`” ,

图

2

— 精确解 )

4

1习

Q绍 D

Q二 10 .0

图 5

果精确到小数点后第 , 位
.

对于固定夹紧边界 (几~ 0 , 户 ~ 2
.

8 5 7
, ,

~ .0 3 ) 的情形
,

其计

算结果
、

精度和收敛速度见图 3
,

4
,

5 和表 1 ,

表 2
.

由结果可知
, 压 ~ a( )Q 曲线是随口的增

大而减小的

本文计算结果是在 D PS / 5 8 ( H on ey w lle ) 系统上进行的
.

对于中心挠度为零的情形
,

给定

叮值求解精确解的 C P U 时间每次约为 30 秒钟
。
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、

关于摄动解的精度

在文献{ l ]中
,

对于某一给定的 。 ,

由文献 [ 1 1中的 ( 2
·

13 )
,

( 2
·

16 )
,

( 2
·

2 0 )
,

( 3
·

3 )
,

( 2
.

2 2 )

式 r其中
穿1

一 : /了百
,

; ,

一 翅、
,

便可得到以平均挠角为摄动参数的摄动解求解中心挠
’

、
-

- -
- -

一

A /

度为零的圆板所需的外载荷 Q (均布载荷值 )
.

将本文求得的 a 以一己 代替文献 【2] 公式的 a ,

可得到由摄动解求出的 Q值的大小
.

具体见表 3 中的 口
.

该表列出了摄动解的 Q值与本文 Q

值的相对误差
.

由此可见
,

其相对误差一般是随载荷 Q值的增加而增大 的
.

摄动解的 Q在 1 <

Q ( 19
.

0时
,

一般小于精确解的 Q值 ;在 Q 》 21
.

0时
,

则大于精确解的值
,

且增长的幅度很大
,

因此
,

若以相对误差小于 5并 为标准
,

则摄动解在 Q 成 .8 5 内有效
,

此时
,

摄动参数满足

` 《 0
.

2 5
.

本文是在叶开玩教授的指导下完成的
,

在此表示感谢
.
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