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摘要 近年来, 稀疏优化广泛应用在信号处理、机器学习、图像去噪和计算机视觉等方面, 得到了深

入的研究和快速的发展. 本文考虑含有一般线性等式和不等式约束的广义 l0- 最小化问题. 尽管 l0- 最

小化问题是 NP- 困难的, 但已有多种计算方法可以用来克服这一计算上的困难, 其中一种常用的方法

是, 通过一个凸优化问题来近似求解原问题. 具体地, 用 l1- 范数代替 l0- 范数得到 l0- 最小化问题的

一个凸松弛. 在这类方法中, 研究什么条件可以保证两个问题等价是非常重要的. 基于值域空间性质

(RSP) 的分析方法, 本文提出广义 l0- 最小化问题的 RSP 性质, 并且证明在某些条件下, RSP 性质可

以保证 l0- 最小化问题与它的凸松弛 l1- 最小化问题是等价的. 最后, 本文对所使用的条件给出一些

说明.
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1 引言

近年来, 稀疏优化问题得到了深入的研究和快速的发展, 它的目标是求解欠定线性方程组的稀疏

解. 本文考虑求解一般线性等式和不等式组的稀疏解问题, 它的数学模型如下:

min
x∈Rn

∥x∥0

s.t. Ax = b, Qx > q,
(1.1)

其中 ∥x∥0 是向量 x的 l0-范数,表示 x的非零元素个数, A ∈ Rm1×n, Q ∈ Rm2×n, b ∈ Rm1 且 q ∈ Rm2 .

本文不要求 A和 Q是欠定的,只假设问题 (1.1)是可行的. 之所以称问题 (1.1) “广义”,是因为它包含

以下的重要问题:
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(1)压缩感知 (CS).当 Q = 0, q 6 0 且 A 欠定 (即 m1 < n) 时, 问题 (1.1)退化为基本的压缩感知

问题:

min
x∈Rn

∥x∥0

s.t. Ax = b.
(1.2)

过去十年间, CS 作为一个快速发展的研究领域, 不断有新的应用出现在信号处理 [1, 2]、机器学习 [3]、

无线通信 [4, 5] 和计算机视觉 [6] 等领域中.

(2) 含有非负约束的压缩感知. 当 Q = I, q = 0 且 A 欠定 (即 m1 < n) 时, 问题 (1.1) 退化为如下

含有非负约束的压缩感知问题:

min
x∈Rn

∥x∥0

s.t. Ax = b, x > 0.
(1.3)

尽管相比于压缩感知的基本模型 (1.2),问题 (1.3)仅增加了一个非负约束,但在实际应用中,这是一个

自然且常见的要求. 特别地, 在信号和图像处理涉及多谱数据时, 或在模式识别中涉及非负分解 [7–12]

时, 都需要所处理的向量是非负的.

(3) 1- 字节压缩感知. 不同于 (1.2), 考虑用量化后的测量值来恢复一个稀疏信号, 特别地, 通过测

量值的符号向量实现稀疏恢复的过程称为 1-字节 CS [13, 14]. 1-字节 CS的数学模型就是把 (1.2)中的

约束换成 sign(Ax) = b. 特别地, Zhao 和 Xu [14] 给出了 1- 字节 CS 的一个新的等价转化, 并讨论了 1-

字节基追踪的解的唯一性条件. 文献 [14] 提出的等价转化形式如下:

min
x∈Rn

∥x∥0

s.t. AJ+x > eJ+ , AJ−x 6 −eJ− , AJ0x = 0,
(1.4)

其中 J+ = {i | bi = 1}, J− = {i | bi = −1}, J0 = {i | bi = 0}, AJ 表示矩阵 A 对应指标集为 J 的行组

成的子矩阵. 可以看到, (1.4) 本质上也是求解一个线性系统的稀疏解的问题.

(4) 绝对值方程组 (AVEs) 的稀疏解. 绝对值方程组等价于很多类优化问题, 包括线性互补问题、

双线性规划问题以及混合整数问题 [15–18],在金融、管理领域具有非常广泛的应用. 它的基本数学模型

如下:

Bx− |x| = d, (1.5)

其中 B ∈ Rn×n, d ∈ Rn, |x| ∈ Rn 表示由 x 的每个元素的绝对值所组成的向量. 在一个常用假设: B

的特征值都大于等于 1 的情形下, Ketabchi 和 Moosaei [19] 给出了绝对值方程组 (1.5) 的解集的一个

精确刻画. 基于这一结论, 如果我们已知 (1.5) 的其中一个解是 x∗, 假设 B 的特征值都大于等于 1, 那

么寻找绝对值方程组 (1.5) 的稀疏解的问题 [20] 就可以写成如下的优化问题:

min
x∈Rn

∥x∥0

s.t. (B + I)x− d > 0, (B − I)x− d > 0,

(BTB − I)(x− x∗) = 0, dTB(x− x∗) = 0.

(1.6)

(1.6) 可以写成 (1.1) 的形式, 只需令

A =

BTB − I

dTB

 , b = Ax∗, Q =

B + I

B − I

 , q =

 d

d

 .
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压缩感知问题 (1.2) 已被证明是 NP- 困难的 [21], 求解它的一个常用方法是利用如下的 l1- 最小化

问题近似原问题:

min
x∈Rn

∥x∥1

s.t. Ax = b,
(1.7)

其中 ∥x∥1 =
∑

i |xi|, 称为 x 的 l1- 范数. 由于 l1- 范数是一个凸函数, 问题 (1.7) 可以用凸优化的方法

进行有效的求解. l1- 最小化问题可看作 l0- 最小化问题的凸松弛. 相同的技术也被用在问题 (1.3) 上.

类似地, 在 (1.1) 中, 用 l1- 范数代替 l0- 范数得到一个凸的近似, 从而可以通过求解如下的广义

的 l1- 最小化问题来近似原问题 (1.1):

min
x∈Rn

∥x∥1

s.t. Ax = b, Qx > q.
(1.8)

由于这只是原问题的近似, 因此一个自然的问题随之而来, 那就是, 什么样的条件能保证问题 (1.1)

与 (1.8) 等价? 根据 Zhao 在文献 [22] 中对于问题 (1.2) 与 (1.7) 等价性的定义, 我们给出如下定义:

定义 1 如果问题 (1.1)存在一个最优解等于问题 (1.8)的唯一最优解,那么称问题 (1.1)与 (1.8)

等价;如果问题 (1.1)存在唯一最优解等于问题 (1.8)的唯一最优解,那么称问题 (1.1)与 (1.8)强等价.

在压缩感知中, 大部分精确恢复条件方面的研究都集中在保证问题 (1.2) 与 (1.7) 强等价的条件,

包括互相干性分析 [23, 24]、限制等距性质 (RIP) [25–27] 和零空间性质 (NSP) [28, 29]. Zhao 和 Li [30] 首先

提出了矩阵的值域空间性质 (RSP) 的概念, 并且证明了, 若矩阵的转置具有这一性质, 则重新加权 l1-

算法能成功求解问题 (1.2). 随后,在文献 [22]中, Zhao又提出了一个能保证问题 (1.2)与 (1.7)等价的

新的矩阵性质, 也命名为值域空间性质 (RSP), 但与之前的概念 [30] 并不相同. 同时, 对于问题 (1.3) 及

其凸松弛的等价性, 相应的条件也在理论分析中被广泛的研究, 如限制等距条件 [31]、零空间性质 [32]、

值域空间性质 [11] 等 (参见文献 [33]). 最近, Zhao和 Xu [14] 提出了限制值域空间性质 (RRSP)的概念,

并基于它给出了 1- 字节 CS 的精确恢复条件. 基于 RSP 的分析方法, Zhang 等 [20] 给出了求解绝对值

方程组稀疏解的问题及其凸松弛等价的条件.

本文将讨论保证问题 (1.1) 与 (1.8) 等价的值域空间性质. 根据定义 1, 不论这两个问题等价还是

强等价, 问题 (1.8) 必须存在唯一的最优解. 因此, 第 2 节将讨论问题 (1.8) 的最优解存在唯一的充分

必要条件. 同时, 说明所得结论是文献 [11, 22] 中相关结论的推广. 第 3 节将在 RSP 条件和一个额外

的假设下, 证明问题 (1.1) 与 (1.8) 是等价的, 同时说明在很多类具体问题中这些条件都成立. 结论将

在最后一节中给出.

本文中, 记 [n] := {1, 2, . . . , n}, |J | 为指标集 J 的元素个数. 对任意矩阵 B ∈ Rm×n 以及指标集

J ⊆ [n] 和 S ⊆ [m], BS×J := (Bij){i∈S,j∈J} 表示由矩阵 B 在 J 中的列和在 S 中的行相交所组成的子

矩阵. 特别地, BJ 和 BS 分别表示 B 对应 J 中的列所组成的子矩阵和 B 对应 S 中的行所组成的子

矩阵. I|J| 表示一个 |J | × |J | 的单位矩阵. 类似地, xJ ∈ R|J| 表示由向量 x ∈ Rn 对应指标集 J 中的

元素所组成的向量. 对于任意向量 u, v ∈ Rn, 将 (uT, vT)T 简写为 (u, v). 另外, 记问题 (1.8) 的最优解

集为 X∗.

2 最小 l1- 范数解的唯一性

在讨论唯一性的充分必要条件之前, 首先回顾积极集的定义:
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定义 2 考虑一般的约束优化问题

min
x

f(x)

s.t. gi(x) > 0, i ∈ {1, . . . ,m}; hj(x) = 0, j ∈ {1, . . . , l}.
(2.1)

如果问题 (2.1) 的一个可行点 x̄ 满足 gi(x̄) = 0, 那么这个不等式约束称为在点 x̄ 处的一个积极约束.

集合 I(x̄) = {i | gi(x̄) = 0} 称为在点 x̄ 处的一个积极集.

现在给出问题 (1.8) 的最优解唯一的充分必要条件:

定理 1 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, X∗ = {x∗} 当且仅当矩阵

Ĥ(x∗) =

 AJ+ AJ−

QR0×J+ QR0×J−

 (2.2)

列满秩, 并且存在 ξ ∈ R|R0| 和 η ∈ Rn 使得

(QR0)Tξ + η ∈ R(AT), ξ < 0,

ηi = 1, ∀ i ∈ J+ := {i | x∗
i > 0},

|ηi| < 1, ∀ i ∈ J0 := {i | x∗
i = 0},

ηi = −1, ∀ i ∈ J− := {i | x∗
i < 0},

(2.3)

其中 R0 是在 x∗ 点处的积极集, R(AT) 表示 AT 的值域空间.

注 1 在定理 1中,矩阵 Ĥ(x∗)表示由点 x∗定义的矩阵,具体地,给定一个 x都对应一个矩阵 Ĥ.

同时, 指标集 J+、J0、J− 和 R0 都依赖于 x∗, 所以, 定理 1 中的 RSP 条件是一个非一致的恢复条件.

为了得到一致恢复条件, 需要让 RSP 条件对于所有可能选择的指标集合都成立.

注 2 沿用文献 [22]中的名字, 条件 (2.3)称为 AT 在点 x∗ 处的值域空间性质 (RSP).定理 1 表

明, RSP 条件 (2.3) 只依赖于等式约束以及最优解 x∗ 处的积极约束.

注 3 问题 (1.8) 可以退化为一些已被广泛研究的特殊问题. 当问题 (1.8) 退化为特殊问题时, 定

理 1 与相应的结果是一致的:

(1) 当 Q = 0, q 6 0 且 A 欠定 (m1 < n) 时, 问题 (1.8) 退化为问题 (1.7), 同时, 定理 1 退化为文

献 [22] 中的定理 2.8.

(2) 当 Q = I, q = 0 且 A 欠定 (m1 < n) 时, 问题 (1.8) 退化为{
min
x

∥x∥1 | Ax = b, x > 0
}
,

同时, 定理 1 退化为文献 [11]中的定理 2.6. 事实上, 当 Q = I 且 q = 0时, 容易看到 J− = ∅, R0 = J0,

因此, (QR0)T = IJ0 , 其中 I ∈ Rn×n 表示单位矩阵. 令 η′ = IJ0ξ + η, 其中 ξ 和 η 如定理 1 中的设

置, 即

ξ < 0, ηi = 1, ∀ i ∈ J+, |ηi| < 1, ∀ i ∈ J0.

从而, 根据定理 1, 有 η′ ∈ R(AT) 并且

η′i = 0 + ηi = 1, ∀ i ∈ J+; η′i = ξi + ηi < ηi < 1, ∀ i ∈ J0.
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另一方面, 由 (2.2) 定义的 Ĥ(x∗) 变为  AJ+

IJ0×J+

 .

从而, Ĥ(x∗) 列满秩当且仅当 AJ+ 列满秩. 结合上述推导, 可以看到定理 1 退化为文献 [11] 中的定

理 2.6.

注意到矩阵 Ĥ(x∗) 列满秩意味着 |J+|+ |J−| 6 m1 + |R0|. 又因为 ∥x∗∥0 = |J+|+ |J−|, 故得到以
下推论:

推论 1 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 如果 X∗ = {x∗}, 那么 ∥x∗∥0 6 m1 + |R0|.

接下来先探讨最小 l1- 范数解唯一的必要条件, 随后证明该条件的充分性, 进而得到定理 1. 为了

接下来的证明, 先来看一个简单但重要的结果: X∗ = {x∗} 当且仅当 V (x∗) = {0}, 其中

V (x∗) := {v : Av = 0, Q(v + x∗) > q, ∥v + x∗∥1 6 ∥x∗∥1}.

基于以上事实, 不难得到下面的引理:

引理 1 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, X∗ = {x∗} 当且仅当 (v, γ) = (0, |x∗|) 是下面线性规划
的唯一最优解:

min
v,t

0

s.t. Av = 0, Qv > −Qx∗ + q,

− γ 6 v + x∗ 6 γ, γ > 0,

eTγ 6 ∥x∗∥1,

(2.4)

其中 e ∈ Rn 是一个全 1 的向量.

证明 问题 (2.4) 可解当且仅当问题 (2.4) 可行. 任一可行解 (v, γ) 满足如下可行性条件:

v ∈ V (x∗), |vi + x∗
i | 6 γi, ∀ i ∈ [n],

n∑
i=1

γi 6 ∥x∗∥1.

首先, 由 X∗ = {x∗} 可以得到 V (x∗) = {0}, 从而,

v = 0,
n∑

i=1

|x∗
i | 6

n∑
i=1

γi 6 ∥x∗∥1 =
n∑

i=1

|x∗
i |.

因此, 可以得到
∑n

i=1(γi − |x∗
i |) = 0. 由于 |x∗

i | 6 γi, ∀ i ∈ [n], 故 γi = |x∗
i |, ∀ i ∈ [n], 从而, (v, γ)

= (0, |x∗|). 因此, (0, |x∗|) 是问题 (2.4) 的唯一可行解, 进而是唯一最优解.

其次,若 (v, γ) = (0, |x∗|)是问题 (2.4)的唯一最优解,则 0 ∈ V (x∗). 假设存在一个非零 v′ ∈ V (x∗).

令 γ′ = |v′ + x∗|, 则 (v′, γ′) 是问题 (2.4) 的一个可行解, 即它是问题 (2.4) 的另一个最优解, 这与最优

解的唯一性矛盾. 引理得证.

引入松弛变量, 将 v 用非负的 v′ = Me− v 替代, 其中 M = 2∥x∗∥1 + 1, 问题 (2.4) 等价转换为如
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下线性规划:

min
v′,γ,u(i),δ

0

s.t.



A 0 0 0 0 0

Q 0 I 0 0 0

−I −I 0 I 0 0

I −I 0 0 I 0

0 eT 0 0 0 1





v′

γ

u(1)

u(2)

u(3)

δ


=



AMe

QMe+Qx∗ − q

−Me− x∗

Me+ x∗

∥x∗∥1


,

(v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) > 0,

(2.5)

其中问题 (2.5) 中出现的 I 表示具有适当维数的单位阵. 之所以 v′ > 0, 是因为

|vi| 6 |x∗
i |+ |vi + x∗

i | 6 |x∗
i |+ γi 6 2∥x∗∥1, ∀ i ∈ [n].

通过引理 1 和上述等价转化可以得到如下引理:

引理 2 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 那么 X∗ = {x∗} 当且仅当问题 (2.5) 有唯一最优解

(v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) = (Me, |x∗|, Qx∗ − q, |x∗| − x∗, |x∗|+ x∗, 0).

此外, 根据问题 (2.5) 的线性约束和引理 2 可以得到以下引理:

引理 3 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 如果 X∗ = {x∗}, 那么下面的矩阵列满秩:

G(x∗) =



AJ+ AJ− 0 0

QR0×J+ QR0×J− 0 0

QR1×J+ QR1×J− QR1×J+ −QR1×J−

−I|J+| 0 −I|J+| 0

0 I|J−| 0 −I|J−|

0 0 eTJ+
eTJ−


,

其中 J+ 和 J− 分别表示 x∗ 中正的元素和负的元素所对应的指标集, R0 表示 x∗ 处的积极集, R1

= [m2]\R0, 所有的 0 都是适当维数的全零的子矩阵.

证明 假设矩阵 G(x∗) 不是列满秩的, 那么一定存在 0 ̸= t ∈ Null(G).

构造

ϑ =


ϑ1

ϑ2

ϑ3

ϑ4

 :=


MeJ+

MeJ−

x∗
J+

−x∗
J−

 > 0.
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ϑ 是下面线性方程组的一个解:

G(x∗)ϑ =



AJ+MeJ+ +AJ−MeJ−

QR0×J+MeJ+ +QR0×J−MeJ−

QR1×J+(MeJ+ + x∗
J+

) +QR1×J−(MeJ− + x∗
J−

)

−MeJ+ − x∗
J+

MeJ− + x∗
J−

∥x∗
J+

∥1 + ∥x∗
J−

∥1


.

由于 ϑ > 0 且 QR1x
∗ > qR1 , 所以存在充分小的 ε > 0 满足 ϑ′ = ϑ+ εt > 0 且

QR1
x∗ + ε(QR1×J+

t3 −QR1×J−t4) = QR1×J+
ϑ′
3 −QR1×J−ϑ

′
4 > qR1

.

首先, 根据引理 2, 问题 (2.5) 有一个最优解 (v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) 具有如下形式:

v′J+
= ϑ1, v′J−

= ϑ2, v′J0
= MeJ0 ;

γJ+ = ϑ3, γJ− = ϑ4, γJ0 = 0;

u
(3)
J+

= 2ϑ3, u
(3)
J−

= 0, u
(3)
J0

= 0;

u
(1)
R0

= 0, u
(1)
R1

= QR1×J+
ϑ3 −QR1×J−ϑ4 − qR1

;

u
(2)
J+

= 0, u
(2)
J−

= 2ϑ4, u
(2)
J0

= 0;

δ = 0,

其中

J0 = {i : x∗
i = 0} ∈ Rn−|J+|−|J−|.

其次, 由于 G(x∗)ϑ′ = G(x∗)ϑ, 容易验证具有如下形式的 (v̄′, γ̄, ¯u(1), ¯u(1), ¯u(2), ¯u(3), δ̄) 也是问

题 (2.5) 的一个最优解:

v̄′J+
= ϑ′

1, v̄′J−
= ϑ′

2, v̄′J0
= MeJ0 ;

γ̄J+ = ϑ′
3, γ̄J− = ϑ′

4, γ̄J0 = 0;

ū
(3)
J+

= 2ϑ′
3, ū

(3)
J−

= 0, ū
(3)
J0

= 0;

ū
(1)
R0

= 0, ū
(1)
R1

= QR1×J+ϑ
′
3 −QR1×J−ϑ

′
4 − qR1 > 0;

ū
(2)
J+

= 0, ū
(2)
J−

= 2ϑ′
4, ū

(2)
J0

= 0;

δ̄ = 0.

从而, 用 ϑ 和 ϑ′ 构造了问题 (2.5) 的两个不同的最优解, 与唯一性矛盾. 引理得证.

对引理 3 中的矩阵 G 做以下初等行变换: 首先交换 G 的前 m1 + m2 行和接下来的 |J+| + |J−|
行, 然后将变换后矩阵的前 |J+|+ |J−| 行加到最后一行, 可以得到如下矩阵:
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

0 0 −I|J+| 0

0 0 0 −I|J−|

AJ+ AJ− 0 0

QR0×J+ QR0×J− 0 0

−eTJ+
eTJ−

0 0

0 0 0 0


,

由于初等行变换不改变矩阵的列秩, 所以 G(x∗) 列满秩当且仅当下面的矩阵列满秩:

H(x∗) =


AJ+ AJ−

QR0×J+ QR0×J−

−eTJ+
eTJ−

 . (2.6)

因此, 可以给出 X∗ = {x∗} 的另一个必要条件:

引理 4 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 若 X∗ = {x∗}, 则由 (2.6) 定义的矩阵 H(x∗) 列满秩.

接下来, 将通过线性规划的强对偶理论来证明定理 1 必要性的另一部分. 考虑线性规划

min
x∈Rn

cTx

s.t. Dx = p, x > 0
(2.7)

和它的对偶规划

min
z∈Rm,ω∈Rn

pTz

s.t. DTz + ω = c, ω > 0,

(2.8)

其中 D ∈ Rm×n, p ∈ Rm, c ∈ Rn.

对偶理论中有一个关于互补条件的重要结论 (参见文献 [11,22]): 如果线性规划 (2.7) 及其对偶规

划 (2.8) 都可行, 那么存在一个严格互补解对 (x∗, (z∗, ω∗)), 即 x∗ 和 (z∗, ω∗) 分别满足 (2.7) 和 (2.8)

的约束, 并且满足严格互补条件 (x∗)Tω∗ = 0, x∗ + ω∗ > 0.

写出线性规划 (2.5) 的对偶规划:

max
z(i),r

(AMe)Tz(1) + (QMe+Qx∗ − q)Tz(2)

−(Me+ x∗)Tz(3) + (Me+ x∗)Tz(4) + ∥x∗∥1r

s.t. ATz(1) +QTz(2) − z(3) + z(4) 6 0,

−z(3) − z(4) + re 6 0,

z(2) 6 0, z(3) 6 0,

z(4) 6 0, r 6 0.

(2.9)
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引入松弛变量 ω(i) (i = 1, . . . , 5) 和 ω, (2.9) 可以等价地转化为以下问题:

max
z(i),r,ω(i),ω

(AMe)Tz(1) + (QMe+Qx∗ − q)Tz(2)

−(Me+ x∗)Tz(3) + (Me+ x∗)Tz(4) + ∥x∗∥1r

s.t. ATz(1) +QTz(2) − z(3) + z(4) + ω(1) = 0,

−z(3) − z(4) + re+ ω(5) = 0,

z(2) + ω(2) = 0, z(3) + ω(3) = 0,

z(4) + ω(4) = 0, r + ω = 0,

(ω(1), ω(2), ω(3), ω(4), ω(5), ω) > 0.

(2.10)

将上面的对偶定理应用到线性规划 (2.5) 及其对偶规划 (2.10) 中, 可以得到如下引理:

引理 5 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 若 X∗ = {x∗}, 令 R0 表示 x∗ 处的积极集, 则存在

ξ ∈ R|R0| 和 η ∈ Rn 使得 RSP 条件 (2.3) 在 x∗ 处成立.

证明 根据对偶定理, 问题 (2.5) 及其对偶 (2.10) 的可行性保证了这两个问题存在一个严格互补

解对, 记为 (u′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) 和 (z(1), z(2), z(3), z(4), r, ω(1), ω(2), ω(3), ω(4), ω(5), ω), 它们满足

v′Tω(1) = 0, v′ + ω(1) > 0; γTω(5) = 0, γ + ω(5) > 0; (u(1))Tω(2) = 0, u(1) + ω(2) > 0;

(u(2))Tω(3) = 0, u(2) + ω(3) > 0; (u(3))Tω(4) = 0, u(3) + ω(4) > 0; δω = 0, δ + ω > 0.

根据引理 2,有 (v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) = (Me, |x∗|, Qx∗−q, |x∗|−x∗, |x∗|+x∗, 0). 那么 v′ = Me > 0,

从而 ω(1) = 0. 因此,

ATz(1) +QTz(2) − z(3) + z(4) = 0. (2.11)

因为 u(1) = Qx∗ − q, R0 是 x∗ 处的积极集且 R1 = [m2] \R0, 所以有

u
(1)
R0

= QR0x∗ − qR0 = 0, u
(1)
R1

= QR1x∗ − qR1 > 0,

故当 i ∈ R0 时, ω
(2)
i > 0; 当 i ∈ R1 时, ω

(2)
i = 0. 进而,

z
(2)
i = −ω

(2)
i

< 0, 若 i ∈ R0,

= 0, 若 i ∈ R1.
(2.12)

将 (2.12) 代入 (2.11) 中, 得到

ATz(1) + (QR0)Tz
(2)
R0

− z(3) + z(4) = 0, z
(2)
R0

< 0. (2.13)

注意到 δ = 0, 故 ω > 0, 从而 r = −ω < 0.

考虑以下三种情形:

(1) 如果 i ∈ J+ := {i : x∗
i > 0}, 那么 γi = x∗

i > 0, u
(2)
i = 0, u

(3)
i = 2x∗

i > 0. 从而, ω
(5)
i = 0,

ω
(3)
i > 0, ω

(4)
i = 0, 进而 z

(3)
i = r < 0, z

(4)
i = 0.

(2) 如果 i ∈ J0 := {i : x∗
i = 0}, 那么 γi = u

(2)
i = u

(3)
i = 0. 从而, ω

(j)
i > 0, ∀ j ∈ {3, 4, 5}, 进而

z
(3)
i + z

(4)
i > r, z

(3)
i < 0, z

(4)
i < 0.
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(3) 如果 i ∈ J− := {i : x∗
i < 0}, 那么 γi = −x∗

i > 0, u
(2)
i = −2x∗

i > 0, u
(3)
i = 0. 从而, ω

(5)
i = 0,

ω
(3)
i = 0, ω

(4)
i < 0, 进而 z

(3)
i = 0, z

(4)
i = r < 0.

令 ξ = −
z
(2)
R0

r , η = z(3)−z(4)

r . 利用 (2.13), 可以得到

(QR0)Tξ + η = AT

(
z(1)

r

)
∈ R(AT) 且 ξ < 0.

(i) 如果 i ∈ J+, 那么由 (1) 可知,

ηi =
z
(3)
i − z

(4)
i

r
=

r − 0

r
= 1.

(ii) 如果 i ∈ J0, 那么根据 (2) 和 r < 0 可知, |ηi| < 1, 因为

−1 < −z
(3)
i + z

(4)
i

r
< −z

(3)
i + z

(4)
i

r
+

2z
(3)
i

r
= ηi =

z
(3)
i + z

(4)
i

r
− 2z

(4)
i

r
<

z
(3)
i + z

(4)
i

r
< 1.

(iii) 如果 i ∈ J−, 那么由 (3) 可知,

ηi =
z
(3)
i − z

(4)
i

r
=

0− r

r
= −1.

引理得证.

基于上述引理, 可以完成定理 1 的证明.

定理 1 的证明 首先证明必要性. 由引理 5 可知, RSP 条件 (2.3) 成立, 即存在 ζ ∈ Rm1 和

ξ ∈ R|R0| 使得 eTJ+
= ζTAJ+

− ξTQR0×J+
,

−eTJ−
= ζTAJ− − ξTQR0×J− .

从而, 根据引理 4 可知, 如果 X∗ = {x∗}, 那么由 (2.2) 定义的矩阵 Ĥ(x∗) 列满秩. 进一步地, 结合引

理 5 可以得到必要性成立.

接下来证明充分性. 假设存在 ξ ∈ R|R0| 和 η ∈ Rn 使得 RSP 条件 (2.3) 在 x∗ 处成立, 那么存

在某个 ζ ∈ Rm1 使得 η = ATζ − (QR0)Tξ. 因为 |ηi| < 1, ∀ i ∈ J0, 故存在充分小的正数 ϵ > 0 使得

|ηi|+ ϵ < 1, ∀ i ∈ J0. 因此, 可以构造对偶问题 (2.9) 的一个可行解:

r = −1, z(1) = −ζ, z(2) =

ξ, i ∈ R0,

0, i ∈ R1,

z
(3)
i =


−1, i ∈ J+,
−ηi − 1 + ϵ

2
, i ∈ J0,

0, i ∈ J−,

z
(4)
i =


0, i ∈ J+,
ηi − 1 + ϵ

2
, i ∈ J0,

−1, i ∈ J−.

(2.14)

事实上,

z(3) − z(4) = −η = ATz(1) + (QR0)Tξ + (QR1)T0 = ATz(1) +QTz(2),
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z
(3)
i + z

(4)
i = −1 = r, ∀ i /∈ J0,

z
(3)
i + z

(4)
i = −1 + ϵ > −1 = r, ∀ i ∈ J0,

并且 z(i) 6 0 (i = 2, . . . , 4), r 6 0. 同时, 问题 (2.9) 在该可行解处的目标函数值为 0, 即

(AMe)Tz(1) + (QMe+Qx∗ − q)Tz(2) − (Me+ x∗)Tz(3) + (Me+ x∗)Tz(4) + ∥x∗∥1r

= MeT(ATz(1) +QTz(2) − z(3) + z(4)) + (Qx∗ − q)Tz(2) − (z(3) − z(4))Tx∗ + ∥x∗∥1r

= −ηTx∗ − ∥x∗∥1 = −
∑
i∈J+

x∗
i +

∑
i∈J−

x∗
i − ∥x∗∥1 = 0,

其中第二个等式是因为 ATz(1) +QTz(2) − z(3) + z(4) = 0 且 z
(2)
i = 0, ∀ i ∈ R1. 根据弱对偶定理, 对偶

问题 (2.9) 的最优值小于等于原问题 (2.5) 的最优值. 而问题 (2.5) 的最优值恒等于 0. 因此, 由 (2.14)

构造的点 (y(1), y(2), y(3), y(4), r)是问题 (2.9)的一个最优解. 从而, 不难得到 (2.10)中的松弛变量满足

以下性质:

ω(1) = 0, ω
(5)
i

= 0, i /∈ J0,

> 0, i ∈ J0,
ω
(2)
i

> 0, i ∈ R0,

= 0, i ∈ R1,

ω
(3)
i

= 0, i ∈ J−,

> 0, i /∈ J−,
ω
(4)
i

= 0, i ∈ J+,

> 0, i /∈ J+,
ω > 0.

(2.15)

令 (v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) 是原问题 (2.5) 的任意最优解, 则它和 (z(1), z(2), z(3), z(4), r) 组成 (2.5)

和 (2.10) 的一个最优解对, 满足

v′Tω(1) = 0, γTω(5) = 0, (u(1))Tω(2) = 0, (u(2))Tω(3) = 0, (u(3))Tω(4) = 0, δω = 0.

由 (2.15) 可得

γi = 0, ∀ i ∈ J0; u
(1)
i = 0, ∀ i ∈ R0; u

(2)
i = 0, ∀ i /∈ J−; u

(3)
i = 0, ∀ i /∈ J+; δ = 0. (2.16)

将 (2.16) 代入问题 (2.5) 的约束中, 可以得到以下结果:

Av′ = AMe, (2.17)

QR0v′ = QR0Me, (2.18)

QR1v′ + u
(1)
R1

= QR1Me+QR1x∗ − qR1 , (2.19)

v′J0
= MeJ0 , (2.20)

v′J+
+ γJ+ = MeJ+ + x∗

J+
, v′J−

− γJ− = MeJ− + x∗
J−

, γJ0 = 0. (2.21)

令

d =

 d1

d2

 =

 (v′ −Me)J+

(v′ −Me)J−

 ,

由 (2.17)、(2.18) 和 (2.20), 有

Ĥ(x∗)d =

 AJ+d1 +AJ−d2

QR0×J+d1 +QR0×J−d2

 = 0. (2.22)
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因为矩阵 Ĥ(x∗)列满秩,故 d = 0,即 v′J+
= MeJ+ 且 v′J−

= MeJ− . 再由 (2.20)可知 v′ = Me. 将它代

入 (2.21) 和 (2.19) 中, 有 γ = |x∗|, u(1)
R1

= QR1x∗ − qR1 . 类似地, 根据问题 (2.5) 的约束区域, 可以得到

(v′, γ, u(1), u(2), u(3), δ) 具有引理 2 中问题 (2.5) 的唯一最优解的形式, 从而 X∗ = {x∗}. 定理得证.

3 广义稀疏恢复问题与其凸松弛的等价性

在本节中, 首先给出问题 (1.1) 和 (1.8) 在下面假设下等价的条件; 然后对该假设及保证等价的条

件进行一些探讨.

假设 1 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n, 矩阵 Ĥ(x∗) 由 x∗ 定义为 (2.2) 中的形式. 记 Ĥ(x∗) 的

零空间为 Null(Ĥ). 要么 Null(Ĥ) = {0}, 要么存在非零的 ν = (ν′, ν′′) ∈ Null(Ĥ), 其中 ν′ ∈ R|J+| 且

ν′′ ∈ R|J−| 使得

min
j∈J+∪J−

{ |x∗
j |

|ν̃j |

∣∣∣∣ ν̃j ̸= 0

}
6 min

i∈R1

{
(QR1x∗ − qR1)i

|(QR1 ν̃)i|

∣∣∣∣ (QR1 ν̃)i ̸= 0

}
, (3.1)

其中 ν̃ ∈ Rn 满足 ν̃J+ = ν′ 和 ν̃J− = ν′′, 并且 ν̃ 的其他元素均为零.

3.1 两个问题的等价性

在假设 1 下, 可以证明 RSP 条件 (2.3) 保证问题 (1.1) 和 (1.8) 是等价的.

定理 2 给定 A ∈ Rm1×n 和 Q ∈ Rm2×n. 令 x∗ ∈ Rn 是问题 (1.1) 的最稀疏解, 其他记号均与假

设 1 中的记号一致. 在假设 1 下, 如果存在 ξ ∈ R|R0| 和 η ∈ Rn 使得 RSP 条件 (2.3) 在 x∗ 点处成立,

那么 X∗ = {x∗}.
证明 由定理 1 知, 存在 ξ ∈ R|R0| 和 η ∈ Rn 使得 RSP 条件 (2.3) 成立并且矩阵 Ĥ(x∗) 列满秩

当且仅当 x∗ 是问题 (1.8) 的唯一最优解. 因此, 只需证明在假设 1 下, Ĥ 在最稀疏的解 x∗ 处是列满

秩的, 就可以得到定理 2 的结论.

假设 Ĥ 在 x∗ 处不是列满秩的, 那么 Null(Ĥ) ̸= {0}, 即存在非零 ν ∈ Null(Ĥ). 根据假设 1 中的

记号, 有

AJ+ν
′ +AJ−ν

′′ = 0, QR0×J+ν
′ +QR0×J−ν

′′ = 0.

由于 x∗ 是问题 (1.1) 的最稀疏的解, 故它一定满足 (1.1) 的约束. 利用 R0 和 R1 的定义, 可以得到

Ax∗ = b, QR0x∗ − qR0 = 0, QR1x∗ − qR1 > 0.

选取 ϵ 使得

|ϵ| 6 min
i∈R1

{
(QR1x∗ − qR1)i

|(QR1 ν̃)i|

∣∣∣∣ (QR1 ν̃)i ̸= 0

}
,

则 y = x∗ + ϵν̃ 是问题 (1.1) 的一个可行解.

首先, 容易计算

Ay = A(x∗ + ϵν̃) = AJ+(x
∗
J+

+ ϵν′) +AJ−(x
∗
J−

+ ϵν′′)

= (AJ+x
∗
J+

+AJ−x
∗
J−

) + ϵ(AJ+ν
′ +AJ−ν

′′) = b,

QR0y = QR0(x∗ + ϵν̃) = QR0×J+(x
∗
J+

+ ϵν′) +QR0×J−(x
∗
J−

+ ϵν′′)

= (QR0×J+x
∗
J+

+QR0×J−x
∗
J−

) + ϵ(QR0×J+ν
′ +QR0×J−ν

′′)

= qR0 .

(3.2)
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其次, 因为

−ϵ(QR1 ν̃)i 6 |ϵ(QR1 ν̃)i| 6 (QR1x∗ − qR1)i, ∀ i ∈ R1,

所以有

ϵ(QR1 ν̃)i > −(QR1x∗ − qR1)i, ∀ i ∈ R1,

即 ϵQR1 ν̃ > −(QR1x∗ − qR1) = −QR1x∗ + qR1 . 从而可以得到

QR1y = QR1(x∗ + ϵν̃) = QR1x∗ + ϵQR1 ν̃ > QR1x∗ −QR1x∗ + qR1 = qR1 . (3.3)

结合 (3.2) 和 (3.3), 可得 Ay = b 和 Qy > q, 故 y 满足问题 (1.1) 的约束.

根据假设 1 和 v ̸= 0, 令 j0 表示取到
|x∗

j |
|ṽj | 最小值的指标, 其中 ṽj ̸= 0. 取 ϵ = −x∗

j0

ṽj0
, 那么 yj0 = 0

且 ∥y∥0 < ∥x∗∥0, 这与 x∗ 是问题 (1.1) 的最稀疏的解矛盾.

根据定理 2 可以看到, 在假设 1 下, RSP 条件 (2.3) 保证问题 (1.1) 与 (1.8) 的等价性. 事实上, 在

假设 1 下, 如果 RSP 条件 (2.3) 在问题 (1.1) 的一个最优解 x∗ 处成立, 那么问题 (1.8) 有唯一的最优

解且该最优解就是 x∗. 因此, 在假设 1下, 如果 x∗ 是问题 (1.1)的唯一最优解, 那么问题 (1.8)强等价

于问题 (1.1); 否则, 如果问题 (1.1) 有多个解, RSP 条件 (2.3) 保证问题 (1.8) 等价于问题 (1.1).

3.2 关于假设和 RSP 条件的讨论

本节将探讨定理 2中的条件.假设 1看起来似乎很严格,但事实上它对许多问题都是自然成立的.

下面的讨论给出具体的说明.

首先, 构造例 1 来验证定理 2 中的条件成立, 由于 Ĥ 在某个稀疏解 x∗ 处列满秩, 因此, RSP 条

件 (2.3) 保证问题 (1.1) 和 (1.8) 的等价性.

例 1 考虑问题 (1.1) 和 (1.8) 含有

A =

 1 0 −2 5

0 1 4 −9

 , b =

 1

−1

 , Q =

 1 0 0 1

0 0 1 0

 , q =

 1
2

0

 .

通过直接的计算,不难验证 x∗ = ( 49 , 0, 0,
1
9 )

T 是问题 (1.8)的唯一最优解, 并且问题 (1.1)除 x∗ 以

外还有下面两个最优解:

x(1) = (1,−1, 0, 0)T, x(2) = (0, 0, 2, 1)T.

因此, 问题 (1.1) 与 (1.8) 等价, 但不强等价.

下面验证定理 2中的条件在这个具体问题中是成立的. 换句话讲, 将验证 Null(Ĥ) = {0}, 且 RSP

条件在 x∗ 处成立. 事实上, 在 x∗ 处, J+ = {1, 4}, J− = ∅, J0 = {2, 3}, 并且 x∗
3 > 0 是 x∗ 处的一个积

极约束. 因此, 有

QR0 = ( 0 0 1 0 ), QR1 = ( 1 0 0 1 ).

从而, Ĥ 在 x∗ 处有如下形式:

Ĥ =


1 5

0 −9

0 0

 .
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易看到 Null(Ĥ) = {0}. 此外, 存在

ξ = −1, η =

(
1,

4

9
,
7

9
, 1

)T

, ζ =

(
1,

4

9

)T

,

使得 (QR0)Tξ + η = ATζ ∈ R(AT), 这说明 RSP 条件 (2.3) 在 x∗ 处成立.

例 2 考虑当 Q = I 且 q = 0 时的问题 (1.1) 和 (1.8).

此时, 约束 Qx > q 退化为 x > 0. 从而可以得到

J− = ∅, R0 = {i | x∗
i = 0} = J0, R1 = {i | x∗

i > 0} = J+, QR1x∗ − qR1 = x∗
J+

.

因此, 根据以下计算可以验证假设 1 在此情形下成立:

min
i∈R1

{
(QR1x∗ − qR1)i

|(QR1 ν̃)i|

∣∣∣∣ (QR1 ν̃)i ̸= 0

}
= min

i∈J+

{
x∗
i

|ν̃i|

∣∣∣∣ ν̃i ̸= 0

}
.

由上边的推导和注 1 可以得到, 对于此类问题, 定理 2 退化为文献 [11] 中的定理 2.6.

例 3 考虑绝对值方程组

Bx− τ |x| = d, τ > 0. (3.4)

当 τ = 0 时, (3.4) 退化为线性方程 Bx = d. Zhang 等 [20] 讨论了在下面假设成立时 (3.4) 的 l1- 范数

最小解的唯一性条件, 也证明了在此条件下唯一的最小 l1- 范数解就是绝对值方程组最稀疏的解.

假设 2 假设 B 的特征值都大于等于 τ .

根据文献 [20, 引理 2.4], 在假设 2 成立时, 如果已知 x∗ 是 (3.4) 的一个解, 那么求解 (3.4) 的最稀

疏解和最小 l1- 范数解就是分别求解问题 (1.1) 和 (1.8), 其中

A =

BTB − τ2I

dTB

 , b = Ax∗, Q =

B + τI

B − τI

 , q =

 d

d

 .

接下来将把本文得到的结论应用在问题 (3.4) 上, 可以看到这些结论将会退化为文献 [20] 中的对

应结果. 下面将说明以下两个结果:

(1) 令 x∗ 是问题 (1.8) 的一个最优解, 那么本文的定理 1 将退化为文献 [20] 中的定理 3.4;

(2) 令 x∗ 是问题 (1.1) 的一个最优解, 那么假设 1 成立, 且定理 2 退化为文献 [20] 中的定理 4.1.

首先, 先写出问题 (1.8) 在此特殊情形下的最优解 x∗ 处的积极线性约束. 假设 (B + τI)Rx∗ = dR

和 (B − τI)R
′
x∗ = dR′ , 即 R0 = {i ∈ [2n] : i ∈ R 或 i− n ∈ R′} 是 x∗ 处的积极集, 那么有

− τx∗
R = BRx∗ − dR, τx∗

R′ = BR′
x∗ − dR′ . (3.5)

因为 x∗ 是问题 (1.8) 的一个最优解, 从而它是 (3.4) 的一个解, 即 Bx∗ − τ |x∗| = d. 因此可以得到

BRx∗ − dR = τ |x∗
R|, BR′

x∗ − dR′ = τ |x∗
R′ |. (3.6)

结合 (3.5) 和 (3.6) 可以得到 −τx∗
R = τ |x∗

R| 且 τx∗
R′ = τ |x∗

R′ |. 从而有

R = {i : x∗
i 6 0} = J− ∪ J0, R′ = {i : x∗

i > 0} = J+ ∪ J0.
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其次, 由 (2.2) 定义的矩阵 Ĥ 在 x∗ 处的形式如下:

Ĥ(x∗) =


AJ+ AJ−

(B + τI)(J−∪J0)×J+
(B + τI)(J−∪J0)×J−

(B − τI)(J+∪J0)×J+
(B − τI)(J+∪J0)×J−



=


AJ+ AJ−

(B − τI)(J−∪J0)×J+
(B + τI)(J−∪J0)×J−

(B − τI)(J+∪J0)×J+
(B + τI)(J+∪J0)×J−

 ,

其中第二个等式是因为只有当 i = j 时, (B + τI) 和 B − τI 在 (i, j) 处的元素才与矩阵 B 在 (i, j) 处

的元素不相等, 即若 S ∩ J = ∅, 则 (B + τI)S×J = (B − τI)S×J . 从而, 经过行的初等变换, Ĥ(x∗) 列满

秩当且仅当下面的矩阵列满秩:  AJ+ AJ−

(B − τI)J+ (B + τI)J−

 .

第三, 由于

QR0 =

 (B + τI)R

(B − τI)R
′

 ,

因此有

(QR0)T = (((B + τI)R)T((B − τI)R
′
)T).

若 RSP 条件 (2.3) 在 x∗ 处成立, 则存在 ξ ∈ R|R0| 使得

(QR0)Tξ + η ∈ R(AT) 且 ξ < 0.

将 ξ 分成以下两部分:

ξ =

 ξ′

ξ′′

 ,

其中 ξ′ ∈ R|R|, ξ′′ ∈ R|R′|, 然后将 ξ′ 和 ξ′′ 用零填补其他位置, 分别扩充为 ϑ ∈ Rn 和 ζ ∈ Rn, 可得

(QR0)Tξ + η = ((B + τI)R)Tξ′ + ((B − τI)R
′
)Tξ′′ + η

= (B + τI)Tϑ+ (B − τI)Tζ + η,

其中当 i ∈ R = J− ∪ J0 时, ϑi = ξ′i, 否则 ϑi = 0; 并且当 i ∈ R′ = J+ ∪ J0 时, ζi = ξ′′i , 否则 ζi = 0. 因

此, RSP 条件 (2.3) 变为以下形式:

(B + τI)Tϑ+ (B − τI)Tζ + η ∈ R(AT),

ϑi = 0, ζi < 0, ηi = 1, ∀ i ∈ J+,

ϑi < 0, ζi < 0, |ηi| < 1, ∀ i ∈ J0,

ϑi < 0, ζi = 0, ηi = −1, ∀ i ∈ J−,
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这与文献 [20] 中的结果是相同的. 因此, 应用定理 1, 可以得到文献 [20] 中的定理 3.4.

接下来证明假设 1 对该问题是成立的. 易找出 x∗ 处的非积极集为

(B + τI)J+x∗ > dJ+ 和 (B − τI)J−x∗ > dJ− .

记 α = QR1x
∗ − qR1 . 由于 Bx∗ − τ |x∗| = d, 故 α = (α(1), α(2)), 其中

α(1) = (B + τI)J+x∗ − dJ+ = 2τx∗
J+

, α(2) = (B − τI)J−x∗ − dJ− = −2τx∗
J−

. (3.7)

从而, 对某个 ν = (ν′, ν′′) ∈ Null(Ĥ), 其中 ν′ ∈ R|J+| 且 ν′′ ∈ R|J−|, 根据 Null(Ĥ) 的形式, 有

(B − τI)J+ν
′ + (B + τI)J−ν

′′ = 0.

因此,

QR1 ṽ =

 (B + τI)J+×J+ν
′ + (B + τI)J+×J−ν

′′

(B − τI)J−×J+ν
′ + (B − τI)J−×J−ν

′′


=

 (B + τI)J+×J+ν
′ − (B − τI)J+×J+ν

′

−(B + τI)J−×J−ν
′′ + (B − τI)J−×J−ν

′′

 =

 2τν′

−2τν′′

 . (3.8)

结合 (3.7) 和 (3.8), 可以得到 (3.1) 成立. 事实上,

min
i∈R1

{
αi

|(QR1 ν̃)i|

∣∣∣∣ (QR1 ν̃)i ̸= 0

}
= min

i∈J+,j∈J−

{
x∗
i

|ν′i|
,
−x∗

j

|ν′′j |

∣∣∣∣ ν′i ̸= 0, ν′′j ̸= 0

}
= min

j∈J+∪J−

{ |x∗
j |

|ν̃j |

∣∣∣∣ ν̃j ̸= 0

}
.

因此证明了假设 1在此问题中是成立的. 进而可以得到,在 RSP条件下,绝对值方程组 (3.4)的最小 l1-

范数解就是它的一个最稀疏的解, 这与文献 [20] 中的定理 4.1 一致.

4 结论

本文考虑了在含有等式与不等式的线性约束下的广义 l0- 最小化问题. 该问题包含几个重要的问

题作为特例. 利用 l1-范数替换 l0-范数,可以得到一个容易计算的凸逼近,从而克服 l0-最小化问题的

NP-困难性. 根据 l0-最小化问题和 l1-最小化问题等价与强等价的定义,需要要求凸松弛的最优解是

唯一的. 本文给出了保证凸松弛最优解唯一的充分必要条件, 并且证明了原问题与其凸松弛在某些条

件下是等价的. 当考虑的问题退化到一些重要的特殊情形时, 本文得到的唯一性结果与相应的结论一

致 [11, 22]. 尽管假设 1 在很多问题中都成立, 但它仍值得更多的讨论. 此外, lp- 最小化问题 (p ∈ (0, 1))

受到越来越多的关注, 因此将 RSP 条件推广到非凸松弛 lp- 最小化问题 (p ∈ (0, 1)) 也是一个有意义

的课题.
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Uniqueness conditions for the sparsest solution of linear systems

Min Zhang & Zhenghai Huang

Abstract Sparse optimization has attracted extensive attention and has developed rapidly in recent years with
a range of applications including signal processing, machine learning, image inpainting and computer vision. In
this paper, we consider a general l0-minimization problem with linear constraints. Unfortunately, l0-minimization
problem is NP-hard in general, but several algorithmic approaches, especially l1-minimization which replaces l0-
norm by l1-norm, are applied to overcome the computational bottleneck. Accordingly, as l1-minimization can be
regarded as a heuristic to l0-minimization, it is of great importance to figure out what conditions can guarantee the
equivalence between the two problems. Based on the methodology of the range space property (RSP) analysis, we
propose the corresponding RSP conditions for the concerned problem and use RSP to prove that l0-minimization
problem is equivalent to its heuristic l1-minimization under some conditions. In addition, we point out that these
conditions can be met for many classes of problems.

Keywords sparse optimization, convex heuristic, the range space property (RSP)
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