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摘要 本文推广了二重最优耦合的概念, 得到结果 I: 设 X 和 Y 是 Polish 空间, φ : X × Y → R 可测,

µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ), (i) 如果 φ 是有下界的下半连续函数, 那么 φ 最优耦合 γφ 存在; (ii) 如果 φ 是

有上界的上半连续函数, 那么 φ 上最优耦合 γφ 存在. 结果 II: 设 Gi (i = 1, 2) 是从可测空间 (Ωi,Fi)

到 Polish 空间 (Xi, ρi,B(Xi)) 上的转移概率测度序列, (i) 如果 φ : X1 ×X2 → R 是有下界的下半连
续函数, 则 G1 和 G2 的 φ 最优可测耦合存在; (ii) 如果 φ : X1 ×X2 → R 是有上界的上半连续函数,

则 G1 和 G2 的 φ 上最优可测耦合存在. 本文提出一种带约束的 n 重最优耦合的概念并证明这种最

优耦合的存在性, 由此定义了一种博弈论中的 Nash 均衡的最优合作均衡, 并举例说明这种新均衡优

于 Nash 均衡.

关键词 二重最优耦合 带约束的 n 重最优耦合 Nash 均衡

MSC (2010) 主题分类 60A99, 91A12

1 引言

耦合方法在随机过程、随机场、无穷粒子 Markov 过程、流体动力学极限和扩散过程的第一特征

值的估计等领域都有广泛应用 (参见文献 [1–3]). 尽管这些应用以各种不同的形式出现, 但基本上都

是围绕一个中心问题, 就是 Polish 空间上的概率测度序列 (或概率簇) 的收敛问题. 例如, 随机场中的

Gibbs 态的存在性、离散时间 Markov 链和连续时随机过程的遍历性等问题.

设 (X, ρ,6, ·) 是一个 Polish 空间, 并赋予度量、偏序和乘积运算.

第 2节概述利用 ρ、6、·和 P(X)上的两个概率的耦合,在 P(X)上建立随机度量 ωρ : P(X)×
P(X) → R+、随机偏序 6st 和随机乘积 (卷积) ∗ : P(X)× P(X) → P(X), 以此帮助耦合方法的初

学者认识耦合方法在概率论和基础数学中的重要意义. 特别地, 当 X 是一维 Euclid 空间 R 时, 在建
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立 ωρ 和 6st 时, 自然地导出最优耦合的概念, 以此说明最优耦合的存在性的本质往往是要在概率集

上建立某种数学框架.

第 3 节概述 Monge 提出的质量分布的最优运输问题及其弱问题: Kantorovich 问题最优解的存在

性, 该问题本质上是 P(R2) 上的两个概率测度某种最优耦合的存在性, 因此, 该问题也是产生最优耦

合的源头之一, 由此可知, 最优耦合的存在性在基础数学和应用数学中都有重要意义.

第 4 节的定理 4.1 和 4.2 推广先前类似的结果, 并给出详细的证明, 还对定理的证明的形成做了

概述, 其目的有三. (1) 这两个定理比先前类似的结果更便于应用; (2) 定理 4.2 的证明本质上还是文

献 [4] 中的定理 1.3 证明的思想, 专著 [1] 在证明定理 5.23 时, 对该定理作了简化证明, 但有两处含

糊不清的地方 (笔者之一曾与文献 [1] 的作者讨论过该问题). 因此, 本节的证明既是对文献 [4] 中定

理 1.3证明的简化, 也是对文献 [1]中定理 5.23证明的更正. (3)该定理的证明是作者通过多年的努力

得出的结果,有较高的技巧性, 通过对该定理及其证明的形成的概述, 使之成为一个在数学研究中 “先

退后进”、“从有限认识可数无穷,再认识不可数无穷”研究方法的一个具体案例,为做数学研究的新手

提供参考.

第 5 节提出一种带约束的 n 重最优耦合的概念, 并证明这种最优耦合的存在性.

第 6 节利用第 5 节的结果, 定义一种 Nash 均衡的最优合作均衡, 并证明这种最优合作均衡的存

在性, 给出例子说明这种最优合作均衡往往优于 Nash 均衡.

2 耦合与概率集上的数学结构

设 (X, ρ,B(X)) 是完备度量空间, 并赋予 Borel σ 代数, 用 P(X) 表示 X 上的全体概率. 设

µ ∈ P(X), f 是 X 上的可测函数,下面总用记号 µ(f) :=
∫
fdµ, {µn}n>1 ⊂ P(X), µ ∈ P(X). 如果对

X 上的有界连续函数 f , 都有 limn→∞ µn(f) = µ(f), 则称 {µn}n>1 弱收敛于 µ, 后面总记为 µn → µ

(n → ∞), 在 P(X) 上赋予弱收敛拓扑后 P(X) 成为拓扑空间, 但仍记为 P(X). 本文只讨论这种拓

扑, 因为这种拓扑是最弱的, 所以应用范围最广. 要判别 µn → µ 是否成立, 需要考虑 {µn}n>1 中元素

之间的关系, 而 P(X) 中任何两个概率之间的 “关系” 都包含在它们的耦合之中.

定义 2.1 设 X 和 Y 是两个 Polish 可测空间, X × Y 为乘积 Polish 空间, πX 和 πY 分别是从

X×Y 到 X 和 Y 的投影,设 µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ), K(µ, ν) =: {γ ∈ P(X×Y ) | γπ−1
X = µ, γπ−1

Y = ν},
则称 K(µ, ν) 中的任一元素 γ 为 µ 与 ν 的耦合概率, 而 µ 与 ν 都称为 γ 的边缘概率.

在很多情形下, Y = X.

注意到判别实数序列 {an}n>1 的收敛性主要有两个基本定理. (1) 若 {an}n>1 单调有界, 则

{an}n>1 收敛; (2) 若 {an} 是 Cauchy 序列, 则 {an}n>1 收敛. 这是因为实数空间上有序结构和度

量 (或拓扑) 结构. 常常用 R × R 上的实函数来定义这两种结构, 对 (x, y) ∈ R × R, 定义实映射
s(x, y) = I{x>y}(x, y), 则利用 s, 在 R 上定义序关系 “6” 为 x 6 y ⇔ s(x, y) = 0; 定义实映射

ρ(x, y) = |x− y|,则 ρ(x, y)是 x与 y 的距离或度量. 设 {µn}n>1 ⊂ P(R),自然想在P(R)建立序结构
和度量结构来判别 {µn}n>1 的收敛性. 虽然有几种方式来定义 P(R)上的序结构和度量结构, 但最自

然的方式是类似于定义 R 上的相关结构, 用 P(R)× P(R) 上的实映射来定义 P(R) 上的相关结构.

对任意给定 µ, ν ∈ P(R), 先选一个 “好的” γs ∈ K(µ, ν), 令 ωs(µ, ν) = γs(s). 然后定义 P(R)
的随机序关系 “6st” 为 µ 6st ν ⇔ ωs(µ, ν) = 0. 类似的理由, 可选一个 “好的” γρ ∈ K(µ, ν). 用

ωρ(µ, ν) = γρ(ρ) 表示 µ 与 ν 的距离. 问题是怎样选取 “好的” γs (γρ)? 考虑 γ′s (γ′ρ) ∈ K(µ, ν), 得
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到 ω′
s(µ, ν) ̸= γ′s(s) (ω

′
ρ(µ, ν) ̸= γ′ρ(ρ)), 且满足 ωs(µ, ν) 6 ω′

s(µ, ν) (ωρ(µ, ν) 6 ω′
ρ(µ, ν)). 按 ω′

s(µ, ν) 定

义的随机关系为 “6′
st”, 那么 {µn}n>1 若按 “6′

st” 单调, 则一定按 “6st” 单调. 另外, 若 {µn} 按度量
ω′
ρ(µ, ν) 收敛, 则一定按度量 ωρ(µ, ν) 收敛. 由此启发, γs(γρ) 的选取应该是使 γs(s) (γρ(ρ)) 越小越好,

于是选择 γs 和 γρ 分别为

γs(s) = ωs(µ, ν) = inf{γ(s) | γ ∈ K(µ, ν)},

γρ(ρ) = ωρ(µ, ν) = inf{γ(ρ) | γ ∈ K(µ, ν)}.

当然, γs 和 γρ 的存在性需要证明, 见后面定理 4.1(i).

用 γs(s) 和 γρ(ρ) 分别在 P(R) 上建立偏序结构 “6st” 和度量结构 ωρ (这两个结论也需证明, 本

文略去证明, 可参见文献 [1, 5]) 后, 则 (P0(R), ωρ,6st) 是一个具有偏序的完备度量空间, 且其上的序

列按 ωρ 收敛等价于弱收敛. P0(R) = {µ ∈ P(R) | µ(|x|) <∞}, 且有下面关于 {µn}收敛的判定准则:

(i) 若 {µn}n>1 ⊂ P0(X) 且单调 (即 µn 6st µn+1, n = 1, 2, . . .) 概率有界 (即 ∀ ε > 0, 存在紧集

K, 使 infn>1{µn(K)} > 1− ε), 那么 {µn}n>1 收敛.

(ii) 若 {µn}n>1 是 P0(R) 上的 Cauchy 序列, 则 {µn}n>1 收敛.

设 (X, ρ,6) 是具有闭偏序的 Polish 空间, 上述耦合方法也可在 X 的概率集 P(X) 的子集

P0(X) := {µ ∈ P(X) |
∫
ρ(x, x0)µ(dx) < ∞} 上定义序结构和度量结构并建立在其上的概率测度

序列收敛判别法则 (参见文献 [1, 5]). 由此可知, 耦合方法在概率论得到广泛的应用是很自然的.

若拓扑空间 X 有一种乘法运算 “·”的代数运算,使得 X 具有群 (或半群)的代数结构,且运算 “·”
是可测的, 即 ∀B ∈ B(X), 集合 {(x, y) ∈ X ×X | x · y ∈ B} ∈ B(X)× B(X), 则可利用 “·” 和耦合在
P(X) 建立的一种卷积运算 “∗”, 使得 P(X) 具有代数结构群 (或半群).

设 x ∈ X, A ⊂ X. 记 x−1A = {y ∈ X,x · y ∈ A}, 又设 µ, ν ∈ P(X), 令 γ(dx, dy) = µ(dx)× ν(dy)

是 µ 与 ν 的独立耦合. 定义 µ 与 ν 的卷积运算 “∗” 为

µ ∗ ν(B) =

∫∫
IB(x · y)γ(dx, dy) =

∫
ν(x−1B)µ(dx), ∀B ∈ B(X)),

那么 µ ∗ ν ∈ P(X), 则 “∗” 建立了 P(X) 上的群结构 (或半群结构), 可参见文献 [6].

3 耦合与最优运输问题

前一节简要讨论了耦合方法在概率论的基本理论中的作用和思想起源,本节简要讨论耦合方法在

社会科学和经济学等应用领域的思想起源.

1781 年, 法国数学家 Monge 提出了物质分布的最优运输问题.

设 h0, h1 : R2 → R2 是可测映射, h0 表示某种单位质量 (
∫
h0(x)dx = 1) 在 R2 的初始分布密度.

通过某种方式的运输 (ψ : R2 → R2), 使该种物质的终极分布密度为 h1, 由于 ψ 表示物质的运输, 它应

该满足 ∫
ψ−1(B)

h0(x)dx =

∫
B

h1(y)dy, ∀B ∈ B(R2). (3.1)

用 M 表示使 (3.1) 成立的全体运输, 设 ψ ∈ M , 记 V (ψ) =
∫
∥ψ(x) − x∥2h0(x)dx (∥ · ∥2 是 R2 上的

Euclid 范数), Monge 优化问题就是

inf{V (ψ) | ψ ∈ M }, (3.2)
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即在 M 中寻找 ψ0, 使 V (ψ0) = inf{V (ψ) | ψ ∈ M }, ψ0 称为最优解. 若记 µ(dx) = h0(x)dx, ν(dx)

= h1(x)dx, γψ(dx, dy) = h0(x)I{(x,ψ(x))}(x, y)dxdy (ψ ∈ M ), 则 µ, ν ∈ P(R2), γψ ∈ P(R2 × R2), 且

由 (3.1) 可知, γψ ∈ K(µ, ν), 又记 ρ(x, y) = ∥x− y∥2 (x, y ∈ R2). 此时, (3.2) 可化为

inf{γψ(ρ) | ψ ∈ M }. (3.3)

一般说来, (3.3) 的最优解可能不存在. 1942 年, 苏联数学家 Kantorovich 提出了 Monge 问题弱解的优

化问题

min{γ(ρ) | γ ∈ K(µ, ν)}. (3.4)

与 (3.3) 相比, (3.4) 只是把求极值点的范围从 {γψ ∈ K(µ, ν) | ψ ∈ M } 扩大到 K(µ, ν). 但令人兴奋的

是 (3.4) 的最优解总是存在的. 我们可以通过一个简单的例子来说明两者之间求解的差别. 设

µ(dx) = δ(0,0)(dx), ν(dy) =
1

2
δ(0,1)(dy) +

1

2
δ(1,0)(dy),

即物质的初始分布是将物质全部存放在 (0, 0) 处, 终极分布是在 (0, 1) 和 (1, 0) 处各自存放 1
2 的物

质. 由于对任意运输 ψ : R2 → R2 都不能满足 ν({(0, 1)}) = µ({(0, 0)}) (因为 1
2 = ν({(0, 1)}) < 1

= µ({(0, 0)})),故 (3.3)是在一个空集中求极值点,因此, (3.3)当然不存在最优解. 但我们可在 R2 ×R2

上构造 γ 使

γ({(0, 0), (0, 1)}) = 1

2
, γ({(0, 0), (1, 0)}) = 1

2
.

易见 γ ∈ K(µ, ν), 且 γ 是 (3.4) 的最优解. 究其原因, 是在问题 (3.3) 中, 由于受 (3.1) 的限制, (0, 0) 处

的物质不能被打散运输, 而在问题 (3.4) 中, (0, 0) 处的物质没有 (3.1) 的限制, 因此可将 (0, 0) 处的物

质分成两包, 每包的质量分别为 1
2 , 然后分别送往 (0, 1) 和 (1, 0) 处.

Kantorovich 问题 (3.4) 可以推广. 设 X 和 Y 是两个 Polish 空间. C : X × Y → R 可测, 设

µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ), 问题 (3.4) 推广为

min{γ(C) | γ ∈ K(µ, ν)}. (3.5)

C 称为运输费用函数, (3.5) 的解称为关于费用函数 C 的最优运输.

在问题 (3.5) 中, 如果用效益 (或利润) 函数 u(x, y) 替换 C(x, y), u(x, y) 表示将 x 地的某种商品

销往 y 地所产生的效益 (或利润), 人们希望效益越大越好, 因此出现问题

max{γ(u) | γ ∈ K(µ, ν)}. (3.6)

后面称 (3.6) 为最优销售问题, u 称为效益函数. 问题 (3.6) 的解称为关于效益函数的最优销售. 下一

节将讨论这种最优解的存在性.

4 最优可测耦合的存在性

第 2节要处理 γs 和 γρ 的存在性问题;第 3 节要解决问题 (3.5)和 (3.6)最优解的存在性问题.本

节来统一处理这些问题.
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定义 4.1 设 X 和 Y 是两个 Polish 空间, φ : X × Y → R 可测, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ).

(i) 如果存在 γφ ∈ K(µ, ν) 使得

γφ(φ) = ωφ(µ, ν) := inf{γ(φ) | γ ∈ K(µ, ν)}, (4.1)

则称 γφ 是 (关于 µ 与 ν 的) φ 最优耦合.

(ii) 如果存在 γφ ∈ K(µ, ν) 使得

γφ(φ) = ωφ(µ, ν) := sup{γ(φ) | γ ∈ K(µ, ν)}, (4.2)

则称 γφ 是 (关于 µ 与 ν 的) φ 上最优耦合.

定理 4.1 设 X 和 Y 是 Polish 空间, φ : X × Y → R 可测, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ).

(i) 如果 φ 是有下界的下半连续函数, 那么 φ 最优耦合 γφ 存在;

(ii) 如果 φ 是有上界的上半连续函数, 那么 φ 上最优耦合 γφ 存在.

定理 4.1 是一个很一般的定理, 注意到在第 1 节中, s 是非负下半连续函数, ρ 是非负连续函数.

因此, 由于定理 4.1(i) 中 γs 和 γρ 存在, 第 3 节中运输问题的弱问题的原始问题 (3.4) 中的 ρ 也是非

负连续的, 故由定理 4.1 知, 问题 (3.4) 的最优解存在, 而且定理 4.1 还给出了问题 (3.5) 和 (3.6) 存

在最优解的非常一般的充分条件, 这种最优耦合的存在性, 在理论上起着重要的作用. 例如, 要证明

(P0(X), ωρ)是完备的度量空间,需要 γρ 的存在性来证明 ωρ 满足三角不等式 (参见文献 [1,第 174页

引理 5.3]), 要证明 P0(X) 上的单调且概率有界序列收敛, 也需 γs 的存在性 (参见文献 [5, 第 131–139

页]).此外, 定理 4.1与现有的有关结果相比更便于应用. 它不但把原有对 φ的非负性限制换成了较宽

松的有下界的限制, 而且既可处理最小化问题, 也可处理最大化问题.

虽然定理 4.1 在概率理论中有很多应用, 但在处理随机场、离散时间 Markov 链和跳过程等理论

问题中需要比定理 4.1更加深刻的结果:转移概率测度的最优可测耦合 (有时也称 Markov耦合)的存

在性. 例如, 随机场理论中的 Dobrushin-Shlosman 唯一定理 (参见文献 [1, 第 391 页定理 10.9])、跳过

程最优耦合算子存在定理 (参见文献 [7])、跳过程保序耦合存在定理 (参见文献 [8]) 及较近的 Markov

链保序关系可测耦合定理 (参见文献 [9, 定理 3.3]).

定义 4.2 设 Gi (i = 1, 2) 是从可测空间 (Ωi,Fi) 到 Polish 空间 (Xi,B(Xi)) 上的转移概率测

度, φ : X1 ×X2 → R 可测. 如果存在从 (Ω1 × Ω2,F1 × F2) 到 (X1 ×X2,B(X1 ×X2)) 转移概率测度

G, 使得 ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 有

G(ω1, ω2, ·) ∈ K(G1(ω1, ·), G2(ω2, ·)). (4.3)

(i) 如果 ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 有

G(ω1, ω2, φ) = ωφ(G1(ω1, ·), G2(ω2, ·)), (4.4)

则称 G 是 G1 与 G2 的 φ 最优可测耦合.

(ii) 如果 ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 有

G(ω1, ω2, φ) = ωφ(G1(ω1, ·), G2(ω2, ·)), (4.5)

则称 G 是 G1 与 G2 的 φ 上最优可测耦合.
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定理 4.2 设 Gi (i = 1, 2) 是从可测空间 (Ωi,Fi) 到 Polish 空间 (Xi, ρi,B(Xi)) 上的转移概率

测度序列, 则

(i) 如果 φ : X1 ×X2 → R 是有下界的下半连续函数, 则 G1 与 G2 的 φ 最优可测耦合存在;

(ii) 如果 φ : X1 ×X2 → R 是有上界的上半连续函数, 则 G1 与 G2 的 φ 上最优可测耦合存在.

定理 4.2 是很一般的定理, 目前所碰到的最优 Markov (或可测) 耦合定理的存在定理都是它的特

例. 例如, 2010 年, 文献 [9] 花了很大的篇幅证明文献中的定理 3.3 (转移概率保 “关系” 可测耦合的存

在性) 就是 2000 年文献 [10, 定理 1.1] 的特例, 而该定理又是定理 4.2 的特例. 此外, 同定理 4.1 评注

一样, 定理 4.2比现有类似的结果更便于应用. 虽然如此, 但从下面的最优耦合性的定理 (定理 4.3)可

看出, 定理 4.1 和 4.2 各自的 (i) 和 (ii) 的证明本质上是相同的.

定理 4.3 设 X 和 Y 是两个 Polish 空间, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ).

(i) 设 φ : X × Y → R 可测. 如果 −φ 最优耦合 γ−φ (∈ K(µ, ν)) 存在, 那么 φ 上最优可测耦合 γφ

存在, 且 γφ = γ−φ.

(ii) 设 φ,ψ : X × Y → R 可测, 且存在实数 a > 0 和实数 c, 使 ψ = aφ + c, 如果 φ 最优耦合 (φ

上最优耦合) γφ(γ
φ) 存在, 那么 ψ 最优耦合 (ψ 上最优耦合) γψ(γ

ψ) 存在, 且 γψ = γφ (γψ = γφ).

证明 (i) 如果 γ−φ 存在, 由定义 4.1 知, ∀ γ ∈ K(µ, ν), 有 γ−φ(−φ) 6 γ(−φ), 等价地, γ−φ(φ) >
γ(φ). 由 γ 的任意性知, γφ = γ−φ.

(ii) 由结论 (i), 只需证关于 φ 最优耦合的相关结果成立即可. 如果 γψ 存在, 那么, 对任意的

γ ∈ K(µ, ν), 有 γφ(φ) 6 γ(φ), 由此可知,

γφ(ψ) = γφ(aφ+ c) = aγφ(φ) + c 6 aγ(φ) + c = γ(ψ).

由 γ 的任意性即知, γψ = γφ.

命题 4.1 定理 4.1(i) 与 4.1(ii) 等价.

证明 若定理 4.1(ii)的条件成立,即 φ是有上界的上半连续函数,故 −φ是有下界的下半连续函
数, 由定理 4.3(i) 知, γφ (= γ−φ) 存在, 即证明了 (i)⇒(ii), 类似地可证 (ii)⇒(i).

命题 4.2 定理 4.2(i) 与 4.2(ii) 等价.

证明 注意到定义 4.2 中关于两个转移概率测度的最优耦合的最优性是逐点定义的 (参见 (4.3)

–(4.5)), 那么逐点应用命题 4.1 即知命题 4.2 成立.

注意到定理 4.1 是定理 4.2 的特例, 由此及命题 4.2 知, 为证定理 4.1 和 4.2, 只需证定理 4.2(i) 即

可. 为证定理 4.2, 先给出下面引理.

引理 4.1 在定理 4.2 的假设下, 由于 Xi (i = 1, 2) 是可分的, 对每个 n > 1, Xi 存在可数的可测

划分 ∆
(n)
i = {B(n)

ik }k>1, 使得 diamB
(n)
ik := sup{ρi(xi, yi) | (xi, yi) ∈ B

(n)
ik } < 1

n .

(i) 当 Ω1 = Ω2 = X1 = X2 = X, G1 = G2 = P 且概率核 {P (x, dy) | x ∈ X} 是一致胎紧的, 此时

简化 B
(n)
ik = B

(n)
k (i = 1, 2), 那么存在 mn, 令 B

(n)
0 =

∪
k=mn+1B

(n)
k , 取 x

(n)
k ∈ B

(n)
k , k = 0, 1, . . . ,mn,

那么有

P (x,B
(n)
0 ) <

1

n
, x ∈ X, diamB

(n)
k <

1

n
, k = 1, . . . ,mn.

令 Pn(x, {x(n)k }) = P (x,B
(n)
k ), k = 0, 1, . . . ,mn, 则 {Pn : n > 1} 是支撑为有限的概率核序列, 且

∀x ∈ X, 有 Pn(x, ·) → P (x, ·) (n→ ∞).
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(ii) 在 (i) 的条件下 (但 {P (x, dy) | x ∈ X} 没有一致胎紧性), 取 x
(n)
k ∈ B

(n)
k , k = 1, 2, . . . ; 给定

n > 1, 令 Pn(x, {x(n)k }) = P (x,B
(n)
k ), k = 1, 2, . . . 给定 m > 1, n > 1, 令

P(n,m)(x, {x
(n)
k }) = P (x,B

(n)
k ), k = 1, 2, . . . ,m,

P(n,m)(x, {x
(n)
(m+1)}) = P

(
x,

∪
k=m+1

B
(n)
k

)
,

则 {P(n,m) : n,m > 1} ({Pn : n > 1}) 是支撑为有限 (可数) 集的概率测度序列, 且 ∀x ∈ X, 有

P(n,m)(x, ·) → Pn(x, ·) (m→ ∞) 和 Pn(x, ·) → P (x, ·) (n→ ∞).

(iii) 取 x
(n)
ik ∈ B

(n)
ik , i = 1, 2, k = 1, 2, . . .

(a) 给定 n > 1, 令 G
(n)
i (ωi, {x(n)ik }) = Gi(ωi, B

(n)
ik ), ωi ∈ Ωi, i = 1, 2, k = 1, 2, . . . 给定 m > 1, n

> 1, 令

G
(n,m)
i (ωi, {x(n)ik }) = Gi(ωi, B

(n)
ik ), k = 1, 2, . . . ,m,

Gi(ωi, x
(n)
i(m+1)) = Gi

(
ωi,

∞∪
k=m+1

Bik

)
, ωi ∈ Ωi, k = m+ 1,

则 {G(n,m)
i : n,m > 1} ({G(n)

i : n > 1}) 是支撑为有限 (可数) 集的转移概率测度序列, 且 ∀ωi ∈ Ωi, 有

G
(n,m)
i (ωi, ·) → G

(n)
i (ωi, ·) (m→ ∞), G

(n)
i (ωi, ·) → Gi(ωi, ·) (n→ ∞).

(b) 设 µi ∈ P(Xi), i = 1, 2, µ ∈ K(µ1, µ2). 令

µ
(n)
i ({x(n)ik }) = µi(B

(n)
ik ), k = 1, 2, . . . , i = 1, 2,

µ
(n,m)
i ({x(n)ik }) = µi(B

(n)
ik ), k = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2,

µ
(n,m)
i ({x(n)i(m+1)}) = µi

( ∞∪
k=m+1

B
(n)
ik

)
,

µ(n)({(x(n)1k , x
(n)
2j )}) = µ(B

(n)
1k ×B

(n)
2j ), k, j = 1, 2, . . . ,

µ(n,m)({(x(n)1k , x
(n)
2j )}) = µ(B

(n)
1k ×B

(n)
2j ), k, j = 1, 2, . . . ,m,

µ(n,m)({(x(n)1k , x
(n)
2(m+1))}) = µ

(
B

(n)
1k ×

∞∪
j=m+1

B2j

)
, k = 1, 2, . . . ,m,

µ(n,m)({(x(n)1(m+1), x
(n)
2j )}) = µ

(( ∞∪
k=m+1

B
(n)
1k

)
×B

(n)
2j

)
, j = 1, 2, . . . ,m,

µ(n,m)({(x(n)1(m+1), x
(n)
2(m+1))}) = µ

(( ∞∪
k=m+1

B
(n)
1k

)
×

( ∞∪
j=m+1

B
(n)
2j

))
, j = 1, 2, . . . ,m,

则 µ(n,m) → µ(n) (m→ ∞), µ(n) → µ (n→ ∞), 且 µ(n,m) ∈ K(µ
(n,m)
1 , µ

(n,m)
2 ), µ(n) ∈ K(µ

(n)
1 , µ

(n)
2 ).

证明 可直接验证, 也可参见文献 [10–12].

引理 4.2 设 {Gn}n>1 是从可测空间 (Ω,F ) 到 Polish 空间 X 上的转移测度序列, 假设对每个

ω ∈ Ω, 都有

(i) {Gn(ω, ·)}n>1 是一致胎紧的;

(ii) supn>1Gn(ω, ·) <∞,

则存在从 (Ω,F )到 X 上的转移概率测度 G,对每一个 ω ∈ Ω,存在子列 {n(ω)} ⊂ {n},使得 Gn(ω)(ω, ·)
→ G(ω, ·) (n(ω) → ∞).
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引理 4.2 的证明参见文献 [10].

引理 4.3 设 φ : X1 ×X2 → R 下半连续, 且 0 6 φ 6 1, 则存在有界连续函数族 {φ(n)
m }n>1

m>1 和有

界下半连续函数 φm, 使得 φ
(n)
m ↗ φm (n↗ ∞) 和 φm ↗ φ (m↗ ∞).

证明 对 m > 1, 令 φm = 1
m

∑m−1
k=1 IOmk

(其中 Omk = {φ > k
m} 是开集), 则 φm ↗ φ (m ↗ ∞),

且 φm 是下半连续的. 又由文献 [1, 定理 1.36] 可知, 对 1 6 k 6 m − 1, 存在有界 Lipschitz 连续函数

{φ(n)
mk}n>1, 使得 φ

(n)
mk ↗ IOmk

(n↗ ∞). 令 φ
(n)
m = 1

m

∑m−1
k=1 φ

(n)
mk, 则 φ

(n)
m ↗ φm (n↗ ∞).

引理 4.4 (i) 设 µn, µ ∈ P(X), µn → µ; νn, ν ∈ P(Y ), νn → ν, γn ∈ K(µn, νn), 且 γn → γ

(n→ ∞), 则 γ ∈ K(µ, ν).

(ii) 设 φn : X × Y → R 有界非负下半连续, φ : X × Y → R 非负下半连续, 且 φn ↗ φ (n ↗ ∞).

设 µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ), 如果 γφn 是 φn 最优耦合, 且 γφn → γφ (n→ ∞), 则 γφ 是 φ 最优耦合.

证明 (i) 设 f 是 X 上的有界连续函数, 则 π−1
X f 是 X × Y 上的有界连续函数. 由于 µn(f)

= (γnπ
−1
X )(f) = γn(π

−1
X f), 令 n→ ∞, 则有 µ(f) = γ(π−1

X f) = (γπ−1
X )(f). 由 f 的任意性有 µ = γπ−1

X .

同理有 ν = γπ−1
Y , 即 γ ∈ K(µ, ν).

(ii) 对任意的 γ ∈ K(µ, ν), 由题设知, γφn(φn) 6 γ(φn), 由此及 φn 单调上升, 对固定的 m, 由文

献 [1, 定理 4.5] 知,

γφ(φm) 6 lim
n→∞

γφn(φm) 6 lim
n→∞

γφn(φn) 6 lim
n→∞

γ(φn) = γ(φ).

再令 m→ ∞ 得 γφ(φ) 6 γ(φ). 由 γ 的任意性知, γφ 是 φ 最优耦合.

定理 4.2(i) 的证明 第 1 步 假设 φ 是有界连续函数. 按引理 4.1(iii) 可构造 {G(n,m)
i }n>1

m>1 和

{G(n)
i }n>1,则它们都是转移测度,且 {G(n,m)

i } (i = 1, 2)的支撑为 m+1个点. 于是,根据随机线性规划

最优解的理论可知, {G(n,m)
1 }与 {G(n,m)

2 }的 φ最可测耦合 G(n,m) 存在. 先固定 n,考察 {G(n,m)}m>1.

它满足引理 4.2的条件,于是存在转移测度 G(n),以及对每个 (ω1, ω2) ∈ Ω1×Ω2,存在子列 {m(ω1, ω2)}
⊂ {m}, 使得

G(n,m(ω1,ω2))(ω1, ω2; ·) → G(n)(ω1, ω2; ·), m(ω1, ω2) → ∞. (4.6)

对固定的 (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 应用引理 4.1(iii) 和 4.4(i) 知,

G(n)(ω1, ω2; ·) ∈ K(G
(n)
1 (ω1, ·), G(n)

2 (ω2, ·)),

即 G(n) 是 G
(n)
1 与 G

(n)
2 的可测耦合.设 γ ∈ K(G1(ω1, ·), G2(ω2, ·)),按引理 4.1(iii)(b)构造 {γ(n,m)}n>1

m>1

和 {γ(n)}n>1, 那么有

G(n,m(ω1,ω2))(ω1, ω2;φ) 6 γ(n,m(ω1,ω2))(φ) (由 G(n,m) 的 φ 最优性).

在上式中令 m(ω1, ω2) → ∞, 由 (4.6) 及 φ 的连续性和引理 4.1(iii) 知,

G(n)(ω1, ω2;φ) 6 γ(n)(φ). (4.7)

像处理 {G(n,m)}m>1 一样处理 {G(n)}n>1 知, 存在转移测度 G, 以及对每个 (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 存在

子序列 n(ω1, ω2) ⊂ {n}, 使得

G(n(ω1,ω2))(ω1, ω2, ·) → G(ω1, ω2, ·), n(ω1, ω2) → ∞, (4.8)
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且 G 是 G1 与 G2 的可测耦合. 令 n(ω1, ω2) → ∞, 由 (4.7) 和 (4.8) 知, G(ω1, ω2;φ) 6 γ(φ). 由

γ ∈ K(G1(ω1, ·), G2(ω2, ·))

的任意性知, G 是 G1 与 G2 的 φ 最优可测耦合.

第 2 步 先假设 φ 下半连续, 且 0 6 φ 6 1. 按引理 4.3 构造 {φ(n)
m }n>1

m>1 和 {φm}m>1. 由于 φ
(n)
m

有界连续,由第 1步的证明知, G1 与 G2 的 φ
(n)
m 最优可测耦合 G

(n)
m 存在. 先固定 m,考察 {G(n)

m }n>1.

由引理 4.2 知, 存在转移测度 Gm, 对 ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2, 存在 {n(ω1, ω2)} ⊂ {n}, 使得

G(n(ω1,ω2))
m (ω1, ω2; ·) → Gm(ω1, ω2; ·), n(ω1, ω2) → ∞, m = 1, 2, . . .

由此及引理 4.4(ii) 知, Gm 是 G1 与 G2 的 φm 最优可测耦合. 同处理序列 {G(n)
m }n>1 一样处理序列

{Gm}m>1 可知, G1 与 G2 的 φ 最优可测耦合 Gφ 存在. 由此及引理 4.4 知, 当 φ 为一般的有下界下

半连续函数时, 令 ψn = min{φ, n}, 则 ψn 是有界的下半连续函数, 故 G1 与 G2 的 ψn 最优可测耦合

Gψn
存在, 注意到 ψn ↗ φ (n↗ ∞). 同处理 {G(n)

m }n>1 一样处理 {Gψn
}n>1 可得到 G1 与 G2 的 φ最

优可测耦合 G 存在. 定理证毕.

注 4.1 定理 4.2(i) 来源于陈木法院士在专著 [1] 的第一版提出的一个公开问题 (猜想). 设 Pol-

ish 空间 (X, ρ,B(X)) 上的概率核为 P (x, dy), 他猜想 P (x1, dy1) 和 P (x2, dy2) 的 ρ 最优可测耦合

P (x1, x2, dy1, dy2) 存在, 即 P (x1, x2; ρ) = ωρ(P (x1, ·), P (x2, ·)). 文献 [11] 在假设 {P (x, ·) | x ∈ X} 是
一致胎紧和一致可积的条件下, 利用引理 4.1(i) 构造出具有有限支撑的概率核序列 {Pn}n>1, 然后利

用随机线性规划最优解的可测性证明了对任意 ε > 0, 存在 P 与 P 的 ρ 最优可测耦合 P (ε), 使得

P (ε)(x1, x2; ρ) 6 ωρ(P (x1, ·), P (x2, ·)) + ε,

此结果为解决这个问题迈出了第一步. 随后在文献 [11] 工作的基础上, 文献 [13] 用证明引理 4.2 的方

法 (引理 4.2是文献 [7]正式提出的,它是解决该类问题的有力工具),在一定条件下 (去掉一致可积性),

证明了存在可测耦合使得 P (x1, x2; ρ) = ωρ(P (x1, ·), P (x2, ·)). 文献 [12] 为了去掉 {P (x, ·) | x ∈ X} 是
一致胎紧的假设, 构造出了引理 4.1(ii) 双指标和单指标概率核序列. 该构造看似平凡, 但它却成功地

去掉了要求概率核是一致胎紧的假设, 从而最终解决了陈木法猜想.

下面针对专著 [1] 对定理 5.32 的简化证明中所出现的 B
(n)
0 (参见文献 [1, 第 206 页第 28 行]) 作

些说明, 因为 {Gi(ωi, ·) | ωi ∈ Ωi} 没有一致胎紧性. 因此, 构造 B
(n)
0 时应为

B
(n)
0 =

∞∪
k=mn(ωi)+1

B
(n)
k ,

即 B
(n)
0 与 ωi 有关. 由此需要证明 mn(ωi) 是 Fi 可测的. 即使证明了 mn(ωi) 是可测的, 由于 mn(ωi)

的维数是不定的,因此需要讨论无穷维线性规划的可测性问题 (文献 [1]的简化证明中对所提的两个问

题都没有说明). 此外,文献 [1,第 207页第 4行]对 µ̃n 的构造是不够的,因为只有当 µ̃是 µ1 与 µ2 的

独立耦合时, µ̃n 才能弱收敛到 µ̃, 与证明的要求不符 (证明中要求 µ̃ 是 µ1 与 µ2 的任意的耦合). 本文

引理 4.1(iii)对定理 5.23的简化证明中这两处不妥之处进行了更正. 因此, 从现在来看, 构造双指标序

列来处理这个问题是最有效的 (它也符合人们认识无穷的过程, 有限 → 可数无穷 → 不可数无穷). 由

于 ρ最优可测耦合的存在性不能包括保序 Markov耦合的存在性等问题,文献 [10]提出了 φ最优耦合

和 φ 最优可测耦合的概念, 并证明了这最优耦合的存在性, 此处, φ 是非负下半连续函数, 把 ρ 换成 φ
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给证明最优耦合存在性增加了很多麻烦: (1) ωφ(µ, ν) 不再是概率度量, 因此不能用三角不等式; (2) φ

不是连续的,因此,在取下极限时,出现两头大中间小的情形. 为了克服这个问题,第一作者在文献 [10]

中首次给出了引理 4.1(iii)(b). 另外, 引理 4.3是专门处理 φ的, 对 ρ是不需要的. 到此证明定理 4.2(i)

的思路就清楚了. 该定理证明思想的主线是 “先退后进”. “退”, 从 Gi 退到 G
(n)
i , 再退到 G

(n,m)
i (引

理 4.1(iii)), 又从 φ 退到 ψn, 再退到 0 6 φ 6 1, 再退到 φm, 再退到 φ
(n)
m (引理 4.3). “进”, 用引理 4.2

及一些辅助引理, 分别从 G
(n,m)
i 和 φ

(n)
m 逐步进到 Gi 和 φ.

5 带约束 nnn 重 φφφ 最优耦合

设 Xi (i = 1, . . . , n) 是 Polish 空间, X =
∏n
i=1Xi, 则 X 是乘积 Polish 空间. 设 µi ∈ P(Xi)

(i = 1, . . . , n), 记 K(µ1, . . . , µn) = {µ ∈ P(X) | µπ−1
i = µi, i = 1, . . . , n} (其中 πi 为 X 到 Xi 的投影).

若 µ ∈ K(µ1, . . . , µn), 则称 µ 是 µ1, . . . , µn 的 n 重耦合概率, µi (i = 1, . . . , n) 称为 µ 的边缘概率.

引理 5.1 设 µi ∈ P(Xi) (i = 1, . . . , n), 则 K(µ1, . . . , µn) 是 P(X) 中的紧子集.

证明 由于 Xi 是 Polish 空间, 则 µi 是内正则的, 故对任意的 ε > 0, 存在 Xi 的紧集 Ki, 使得

µi(K
c
i ) <

ε
n (i = 1, . . . , n). 由于 K1 × · · · ×Kn 是 X 上的紧子集, 且 ∀µ ∈ K(µ1, . . . , µn), 有

µ(Kc) 6
n−1∑
i=2

µ(K1 × · · · ×Ki−1 ×Kc
i ×Ki+1 × · · · ×Kn)

+ µ(Kc
1 ×K2 × · · · ×Kn) + µ(K1 × · · · ×Kn−1 ×Kc

n)

<
ε

n
+ · · ·+ ε

n
= ε,

即 K(µ1, . . . , µn) 是一致胎紧的, 又设 {µ(n)} ⊂ K(µ1, . . . , µn), µ ∈ P(X), 且 µn → µ, 那么, 对于 Xi

上的任意有界连续函数 fi, 则 π−1
i fi 是 X 上的有界连续函数, 有

µi(fi) = (µ(n)π−1
i )(fi) = µ(n)(π−1

i fi) → µ(π−1
i fi) = (µπ−1

i )(fi).

由 fi 的任意性知, µπ−1
i = µi (i = 1, . . . , n). 故 µ ∈ K(µ1, . . . , µn), 即 K(µ1, . . . , µn) 是闭集. 由上面讨

论及 Prohorov 定理知, K(µ1, . . . , µn) 是 P(X) 中的紧子集.

设 f : X → R 可测映射, 记 f̂(µ) = µ(f) (∀µ ∈ P(X)).

引理 5.2 设 f : X → R 是有上界的上半连续函数, 则 f̂ : P(X) → R 也是上半连续函数, 且在

P(X) 的任何紧子集 K 上达到最大值, 即存在 µ̄ ∈ K, 使得 f̂(µ̄) = sup{f̂(µ) : µ ∈ K}.
证明 记常数 c = supx∈X f(x),令 g = −f + c,则 g 是非负下半连续函数. 设 {µ(n)}n>1 ⊂ P(X),

µ ∈ P(X), 且 µ(n) → µ (n→ ∞). 由文献 [1, 定理 4.5] 知,

lim
n→∞

µ(n)(g) > µ(g).

此即表明 ĝ(µ)在P(X)上下半连续,那么 ĝ(µ)在紧子集 K 上可达到最小值 (参见文献 [14,第 12页推

论 1.2]),即存在 µ̄ ∈ K,使得 ĝ(µ̄) = min{ĝ(µ) | µ ∈ K}. 又 f̂(µ) = µ(f) = µ(c−g) = c−µ(g) = c− ĝ(µ),
故有 f̂(µ̄) = sup{f̂(µ) | µ ∈ K}.
定理 5.1 设 ui, φ : X → R (i = 1, . . . , n)是有上界的上半连续函数,设 µi ∈ P(Xi), i = 1, . . . , n,

如果存在实数 ai (i = 1, . . . , n), 使得

H := {µ ∈ K(µ1, . . . , µn) | µ(ui) > ai, i = 1, . . . , n} ̸= ∅,
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那么存在 µφ ∈ H, 使得

µφ(φ) = sup{µ(φ) | µ ∈ H}. (5.1)

证明 由于 ui 和 φ 都是有上界的上半连续函数, 由引理 5.2 知, ûi 和 φ̂ 都是 P(X) 上的上半

连续函数. 于是, 为证本定理, 由引理 5.2 知, 只需证 H 是 P(X) 上的紧子集. 事实上, 由于 ûi 上半

连续, 故 {µ ∈ P(X) | µ(ui) > ai} = {µ ∈ P(X) | ûi(µ) > ai} (i = 1, . . . , n) 是闭集. 由引理 5.1 知,

K(µ1, . . . , µn) 是紧集, 故

H = K(µ1, . . . , µn) ∩
( n∩
i=1

{µ ∈ P(X) | µ(ui) > ai}
)

是 P(X) 上的紧子集. 证毕.

定义 5.1 把满足 (5.1) 的 µφ 称为带约束 µ(ui) > ai (i = 1, . . . , n) 的 µ1, . . . , µn 的 n 重 φ 最优

耦合.

我们将在下节给出定理 5.1 在博弈论中的应用.

6 Nash 均衡的最优合作均衡

为了便于阅读, 本文先简要介绍博弈论的基本概念和基本思想 (详见文献 [15, 16]). 博弈论是研

究多个决策参与人在行为直接作用时的决策及这种决策的均衡问题, 为了对这种博弈问题进行定量

分析, 需要建立理想化的数学模型. 策略型博弈模型 G = (N, (Xi)i=N , (ui)i∈N ) 是博弈论的最基本

模型之一. 该模型有三个基本要素: (1) n 个参与人所组成的集合 N = {1, . . . , n}; (2) 每个参与人 i

(∈ N) 有一个可供选择的集合 Xi 称为 i 的策略空间; (3) 每个参与人 i (∈ N) 有一个目标函数 ui

(ui :
∏n
i=1Xi → R)称为 i的支付函数. N、(Xi)i∈N 和 (ui)i∈N 是每个参与人 i都知道的, 称为他们共

同的知识. X =
∏n
i=1Xi 称为组合策略空间, xi ∈ Xi 称为 i 的策略. x = (x1, . . . , xn) ∈ X 称为组合策

略, 对于 i ∈ N , 引入 i 的对手 −i = N − {i} 是很方便的. 记 X−i =
∏
k ̸=iXk, 称为 i 的对手的策略空

间. 设 x = (x1, . . . , xn) ∈ X, 记

(xi, x−i) = (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).

要对博弈模型 G进行分析,除上述要素之外,还要加上每个参与人都是理性的. 参与者 i (∈ N)都是理

性的, 就是参与人作出决策时, 要与所追求目标一致, 其数学意义就是当 i 的对手选择策略 x−i ∈ X−i

时, 参与人 i 选择 xi 要使自己的目标函数 ui 最大化, 即

ui(x) = ui(xi, x−i) = max
x′
i∈Xi

ui(x
′
i, x−i). (6.1)

博弈主要分为非合作博弈和合作博弈, 往往是两种博弈结合起来使用. 先看非合作博弈. 非合作

博弈是 N 中的全体参与者根据共同知识和理性假设, 独立地作出决策, Nash 建议各参与者作出的组

合决策 x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) 应使得下式成立:

ui(x
∗
i , x

∗
−i) > ui(xi, x

∗
i ), xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n. (6.2)
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满足 (6.2) 的组合决策 x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) 称为博弈 G 的一个 Nash 均衡, 也称博弈 G 的一个非合作博

弈的解.

比较 (6.1) 和 (6.2). (6.1) 中的决策是参与人 i 假设对手决策为 x−i 时所作出的理性决策 xi (x−i)

(没有独立性). 该决策不是真实的决策. 只是参与人 i的一个预演,而 (6.2)是所有参与人逐步多次预演,

然后对其对手作出理性的预测后,独立地作出的决定,它调和了每个人的个人理性之间的矛盾,从 (6.2)

中可看出, N 中任何一个参与者 i 在其对手都不改变策略的条件下, 若第 i 个参与者改变策略, 它的

目标函数 ui 的值不会增加. Nash 均衡在上述意义下是一种弱有效性, 有时 Nash 均衡是一种很差的

解 (如囚徒困境问题 [16]). 虽然如此, Nash 均衡能同时满足每个人的个人理性. Nash 均衡 x∗ 是一种

自我实施 (self-enforcing) 的策略 (即每个人都自愿执行组合策略 x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n)).

下面简要介绍 Nash 均衡的存在性问题,即使 G 中的策略空间 Xi (i = 1, . . . , n)都是有限集时, G

的 Nash均衡也不一定存在, 为了解决 Nash均衡的存在性问题,可把 Xi 换成 P(Xi), 把 ui 按下面方

式换成从
∏n
i=1 P(Xi) 到 R 的映射, 仍记为

ui(µ1, . . . , µn) :=

∫
ui(x1, . . . , xn)µ1(dx1) · · ·µn(dxn).

若 µ = (µ1, . . . , µn) ∈
∏n
i=1 P(Xi), 则 ui(µ) 称为混合策略组合的 µ 的期望支付. 如果存在

µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
n) ∈

n∏
i=1

P(Xi),

满足

ui(µ
∗) = ui(µ

∗
i , µ

∗
−i) > ui(µi, µ

∗
−i), µi ∈ P(Xi), i = 1, . . . , n. (6.3)

把满足 (6.3) 的 µ∗ 称为博弈 G 的 (混合) Nash 均衡, 而把满足 (6.2) 的 x∗ 称为 G 的 (纯) Nash 均衡,

后面把两种均衡统称为 Nash 均衡.

下面定理是 1951 年由 Nash 得到的著名 Nash 均衡存在定理.

定理 6.1 (Nash 均衡) 设 G = (N, (Xi)i∈N , (ui)i∈N ) 是一个有限博弈 (即 Xi 都是有限集), 则 G

的 Nash 均衡总存在.

该定理的证明用到核心数学中的 Kakutani 不动点定理. Glicksberg 把定理 6.1 推广为下面定

理 6.2.

定理 6.2 设 G = (N, (Xi)i∈N , (ui)i∈N ) 是一个连续型博弈, 即 (Xi, ρi) (i ∈ N) 是紧度量空间;

ui :
∏n
i=1Xi → R (i ∈ N) 是连续函数, 那么博弈 G 的 Nash 均衡总是存在的.

关于这两个定理可参见文献 [15, 第 3 章].

注意到 Nash 均衡是由个人理性得到均衡, 其实我们还可在满足个人理性的条件下, 再满足集体

理性. 在博弈 G 中令 φ =
∑n
i=1 ui, 把 φ 作为集体 N 的目标函数, 我们提出 Nash 均衡的最优合作均

衡 (所谓合作博弈就是集体 N 为了共同目标 φ, 采取一致的行动).

定义 6.1 设 G 是满足定理 6.2 的条件的博弈模型,

µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
n) ∈

n∏
i=1

P(Xi)

是 G 的一个 Nash 均衡, 记 µ∗(ui) = ai. 如果存在

µ̄ ∈ K(µ∗
1, . . . , µ

∗
n) ⊂ P

( n∏
i=1

Xi

)
,
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使得

µ̄(φ) = max{µ(φ) | µ ∈ K(µ∗
1, . . . , µ

∗
n), µ(ui) > ai, i ∈ N},

则称 µ̄ 为 Nash 均衡 µ∗ 的最优合作均衡.

Nash 均衡的最优合作均衡是优先满足个人理性, 再满足集体理性. 作为定理 5.1 的特例, 下面的

定理成立.

定理 6.3 设 G 是满足定理 6.2 的条件博弈, µ∗ 是 G 的一个 Nash 均衡, 那么 µ∗ 的最优合作博

弈 µ̄ 总是存在的.

下面说明 µ̄ 往往严格优于 µ∗.

例 6.1 博弈 G = (N, (Xi)i∈N , (ui)i∈N ), N = {1, 2}, X1 = {U,D}, X2 = {L,R}, u1(U,L) = 5,

u1(U,R) = 0, u1(D,L) = 4, u1(D,R) = 1, u2(U,L) = 1, u2(U,R) = 0, u2(D,L) = 4, u2(D,R) = 5. 容易

验证

µ∗ = (µ∗
1, µ

∗
2) =

(
1

2
δu +

1

2
δD,

1

2
δL +

1

2
δD

)
是 G 的一个混合 Nash 均衡 (其中 δx 表示单点概率测度). 此时, Nash 均衡 µ∗ 关于 u1 和 u2 的期望

支付分别为 µ∗(u1) = 2.5 和 µ∗(u2) = 2.5, 也可以算出 µ∗ 的最优合作均衡

µ̄ =
1

2
δ(U,L) +

1

2
δ(D,R),

并可算出

µ̄(φ) = 6, µ̄(u1) = µ̄(u2) = 3 > 2.5 = µ∗(u1) = µ∗(u2),

因此, 决策 µ̄ 比决策 µ∗ 好. 更难能可贵的是 µ̄ 同 µ∗ 一样, 也是一个自我实施的决策. 实施这两个决

策的不同之处在于, 实施 µ∗ 时, µ∗
1 与 µ∗

2 是独立作出的, 但实施 µ̄ 时, 参与人 1 与 2 需要合作 (例如,

两个人可通过投一枚均匀硬币, 正面向上时, 1采取决策 U , 同时 2采取决策 L; 反面向上时, 1采取决

策 D, 同时 2 采取决策 R).

致谢 衷心感谢审稿人的中肯评判和修改意见.
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Optimal coupling in probability theory and optimal cooperation
in game theory

Shaoyi Zhang & Ren Zhang

Abstract In this paper, we extend the concept of binary optimal coupling. We obtain the result I: Suppose X
and Y are Polish spaces, φ : X ×Y → R is measurable, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y ). (i) If φ is a lower semi-continuous
function with a lower bound, then φ optimal coupling γφ exists; (ii) if φ is an upper semi-continuous function
with an upper bound, then φ upper optimal coupling γφ exists. In addition, we obtain the result II: Suppose Gi

(i = 1, 2) is a transition probability measure sequence. (i) If φ : X1 ×X2 → R is a lower semi-continuous function
with a lower bound, then φ optimal coupling of G1 and G2 exist; (ii) if φ : X1 × X2 → R is an upper semi-
continuous function with an upper bound, then φ upper optimal coupling G1 and G2 exist. A concept of n-fold
optimal coupling with constraints is presented and the existence of this optimal coupling is proved. Furthermore,
an optimal cooperation equilibrium of Nash equilibrium in game theory is defined. This equilibrium is superior
to Nash equilibrium as illustrated.

Keywords binary optimal coupling, n-fold optimal coupling, Nash equilibrium

MSC(2010) 60A99, 91A12

doi: 10.1360/N012018-00161

210


	引言
	耦合与概率集上的数学结构
	耦合与最优运输问题
	最优可测耦合的存在性
	带约束 n- .4  重 - .4  最优耦合
	Nash 均衡的最优合作均衡

