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摘要：针对回焊炉加热电路板的炉温曲线优化问题，利用牛顿冷却定律和热传导规律，建立热传递模型和优化搜索模

型。首先将整个加热过程分为 3 个区域，并分别建立对应模型。对于小温区，利用已知实验数据和最小二乘法求出时间参

数；对于间隙区，先用热传导方程得到间隙区温度分布规律后求出时间常数；对于冷却区，采用多项式拟合的方法进行描

述。然后，针对不同的制程界限建立相应的优化目标，采用蒙特卡洛模拟方法，并用变步长搜索算法加速搜索过程，得到

相应条件下的最优炉温曲线。
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Abstract: Aiming  at  the  optimization  of  the  furnace  temperature  curve  when  the  reflow  oven  heats  circuit  boards,  the  heat
transfer model and the optimization search model are established based on Newton’s law of cooling and law of heat conduction. First
dividing  the  entire  heating  process  into  three  areas.  In  the  separated  heating  zone,  the  given  experimental  data  and  the  least  square
method  are  applied  to  find  the  time  parameters.  In  the  gap  zone,  first  using  the  heat  conduction  equation  to  obtain  the  pattern  of
temperature distribution in the gap area, and then obtaining the time constant. In the cooling zone, a polynomial fitting method is used
to  compute  equations.  Then,  for  different  process  limits,  the  corresponding  optimization  goals  are  established.  The  Monte  Carlo
simulation method and the variable step size algorithm are used to accelerate the search process, and the optimal furnace temperature
curve under the corresponding conditions is obtained.

Key words: furnace temperature curve; Newton’s law of cooling; target optimization model; Monte Carlo simulation
  

在集成电路板等电子产品生产中，通过回焊

炉可以加热印制电路板，将电子元件自动焊接到

电路板上。控制回焊炉的各部分保持工艺要求的

温度，对产品质量至关重要。回焊炉内部从功能

上可分成 4个大温区：预热区、恒温区、回流区和

冷却区。2020年全国大学生数学建模竞赛 A题，

需要在满足给定制程界限的条件下，结合炉温曲

线的要求确定各温区温度大小和传送带过炉速

度。建模研究的整个过程基于以下基本假设：

1） 焊接区域在回焊炉中受热均匀，且忽略形

状对其吸热的影响；

2） 回焊炉启动后，在短时间内炉内温度分布
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达到稳定状态，且不发生变化；

3）  回焊炉内部各温区与间隙之间温度分布

连续。 

1    回焊炉温度变化模型
 

1.1    热对流模型

回焊炉内部可分为小温区和间隙区两部分，

由于问题中焊接区域厚度很薄，且回焊炉内垂直

传送带方向温度分布均匀，因此可以忽略焊接区

域形状[1]，并将升温过程看作满足牛顿冷却定律的

热传递模型。又因为炉内通过稳定喷射的热空气

流进行加热，小温区处于一个恒温热源内，因此

在热传递的类型上只需考虑热对流引起的效应[2]，

其模型示意图如图 1所示。
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图 1    传热基本结构图
 

k、T0、T1、cp、ρ设 分别为空气与电热板之

间的换热系数、环境温度、初始温度、电路板的

比热容和密度。

T t

此时，电路板在小温区内受到稳定的加热，

因此可以假定 仅与 有关。

在导热过程中，存在温差时，单位时间从单

位面积散失的热量与温差成正比，即热流密度与

温度成正比，可以得到：
dQ = k(T0−T )dt

T0 T其中， 为小温区内部的环境温度， 为电路板

温度。

cp ρ由电路板的比热容 和密度 ，能够得到焊接

区域的升温模型为：
dQ = (cpρdl)dT

结合牛顿冷却定律的推导公式，可得到 [3−4]：
k(T0−T )dt = ρcpdT

等式两边积分，可得：w t

0

k
ρcp

ds = −
w T

T1

1
T0−h

d(T0−h) （1）

其解为：

T (t) = T0− (T0−T1)e−λt，λ =
k
ρcp

（2）

T (t)

λ

式中： 表示一个小温区内，温度随着时间的变

化情况； 反映焊接区域对热源温度的响应速度。 

1.2    小温区内部温度变化模型

λ

回焊炉开始运行后，通过稳定喷射的热空气

流进行加热，在此期间小温区内部空气的温度为

恒定值，处于一个恒定受热过程，因此小温区内

部的时间常数 相同。

为了避免间隙处数据对拟合的影响，在分析

过程中去除间隙段，只对小温区内部加热段数据

进行分析。

yi

λ1

利用已给出的实验测试升温数据 ，结合

式（2）进行最小二乘法拟合参数，得到时间常数

。最小二乘优化模型为：

minS (λ1) =
m∑

i=1

(yi−T (ti))

s.t. T (ti) = T0− (T0−T1)e−λti
（3）

 

1.3    间隙区内部温度变化模型

炉内温度经过一定时间趋于稳定，此时小温

区内部环境温度不变。由于对间隙处和炉外区域

不做特殊的温度控制，间隙区受到两端小温区的

热传递影响，因此在回焊炉开启后达到稳定的这

个阶段内，间隙处的温度分布满足热对流条件下

的热传递模型[5−6]。因此，只需要分析间隙区域的

温度随位置的分布情况。回焊炉开始运行后，间

隙处的温度会逐渐上升，并最终达到稳定状态。

为此，引入热传递方程[3]：

C
∂T (x, t)
∂t

=
∂

∂x

(
a
∂T (x, t)
∂x

)
（4）

a

T (x, t)

式中， 为热传导系数，C为空气材料的比热容，

表示炉内间隙区域温度随时间和空间的

分布。

根据间隙区域的边界条件，可得小温区间隙

处的热传递模型为：
C
∂T (x, t)
∂t

=
∂

∂x

(
a
∂T (x, t)
∂x

)
T (0, t) = T0,T (5, t) = T ′0
T (x,0) = 25, x , 0

（5）

T0 T ′0式中， 与 分别为间隙左右小温区的温度。
 

1.4    冷却区温度变化模型

在焊接区域温度越接近凝固点 217 ℃ 时，逼
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近相变临界点，分子结晶释放大量晶格能，比热

容迅速增加[7]。首先对冷却区（小温区 10~11）的温

度变化数据进行差分运算，得到冷却速率与时间

函数。再选取 5次多项式作函数拟合。最后，对

温度变化速率进行积分得到：

Tdrop(t) = T3+
w t

t3
α(s)ds （6）

t3 T3

α Tdrop

式中， 、 分别为进入冷却区的时刻和当前温度，

为温差， 即为冷却过程中的温度变化函数。 

2    参数求解
 

2.1    小温区时间常数求解

根据上面模型与已知条件，炉内温度在空间

的分布情况如表 1所示。
  

表 1    炉内温度分布表
 

所在
温区

小温区
1~5

小温区
6

小温区
7

小温区
8~9

小温区
10~11

温度/ºC 175 195 235 255 25
 

λ1 λ1

λ1 λ1

λ2

为求解时间常数，我们选取了加热阶段（21.5~
295 s），在小温区内随机选取两处位置，利用其温

度变化数据拟合求解 ，初步求得 约为 0.034 5。
再通过对附件数据的最小二乘拟合求解，在 [0,
0.04]内搜索拟合误差最小的 ，解得  =0.016 6。
同理，通过截取各间隙区域数据进行最小二乘拟

合，得到 =0.018 0。 

2.2    间隙区模型求解

λ2

求解炉温变化模型需要根据已知的实验数据

求出对应区域的参数，即需计算得到间隙区域对

应的参数 。

在小温区温度固定的前提下，对于间隙，如

果其相邻两个边界的温度相同，那么间隙中的温

度与边界温度相同；如果边界温度不同，则间隙

的温度变化满足线性关系。

如图 2所示，以炉前区域起始点作为 x=0的

点，建立坐标轴。
 
 

传送带
小温区 电路板 间隙焊接区域

x=0

炉前
区域

炉后
区域

冷却区炉内加热区域
(预热区、恒温区、回流区)

图 2    回焊炉截面坐标示意图
 

2.2.1    热传递模型的有限差分离散化

将得到的热传递模型利用有限差分[6−7] 的思想

进行离散化，通过解方程得到离散点的近似解作

为原始模型的解。

∆x、τ首先，将时间和空间进行离散化，设 分

别表示空间和时间的步长，则：

∂T
∂t
=

T j+1
i −T j

i

τ

∂T
∂x
=

T j
i+1−T j

i

∆x

∂2T
∂x2 =

T j
i+1−2T j

i +T j
i−1

∆x2

a = k/(ρcp)式中，下标 j表示时间，i表示空间。令 ，

则热传导方程的有限差分形式[7] 为：

T j+1
i −T j

i

τ
= a

T j+1
i+1 −2T j+1

i +T j+1
i−1

∆x2 （7）

α = aτ/∆x2其次根据边界和初始条件，且令 ，

将差分模型简化得：

−αT j+1
i−1 + (1+2α)T j+1

i −αT j+1
i+1 = T j

i

T j
0 = T0

T 0
k = 25,k = 1,2, · · · ,m−1

T j
m = T0

′

. （8）

式中，下标 m表示间隙末端格点。

根据简化差分方程模型构建非齐次线性方程

组 AX=B，B表示上一时刻温度的空间分布，X表

示下一时刻的温度空间分布[8−10]，其中：

A =

1+2α −α
−α 1+2α −α

−α 1+2α
. . .

−α . . . −α
. . . 1+2α −α

−α 1+2α −α
−α 1+2α


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B =



T j−1
1 +αT j

0

T j−1
2
...

T j−1
m−2

T j−1
m−1+αT j

m


, X =



T j
1

T j
2
...

T j
m−2

T j
m−1


 

2.2.2    离散化线性方程求解

系数矩阵 A为三对角矩阵，可以利用追赶法

进行求解。求解结果如图 3所示，即当炉内空气

温度区域稳定时，间隙内部温度数值随位置改变

呈线性分布。
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图 3    炉内温度分布图
 

R2 = 0.998

F(1,48) = 25 226.047

为了进一步分析线性关系，对间隙内部温度

随位置的分布线性进行检验。截取两侧不同温度

的间隙稳定时温度随位置分布曲线，并进行线性

回归分析，能够得到 （接近于 1），且

通过了 F检验，温度曲线表明，

温度变化与位置分布有很强的线性关系。

如果间隙的边界与相邻小温区的温度相同，

则根据线性分布原理，整个间隙内部温度都一

致。如果间隙的两个边界的温度不同，则间隙内

部的温度随位置变化满足线性关系。在各温区温

度确定的情况下，炉内温度随空间的分布如图 4
所示。
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图 4    炉内温度空间分布图 

2.3    冷却区温度变化求解

对冷却区温度变化，选用五次多项式进行最

小二乘拟合，得到速率−温差关系式[11−12] 为：

v = m0+m1x+m2x2+m3x3+m4x4+m5x5 （9）

拟合参数如表 2所示。
 
 

表 2    拟合参数表
 

系数 系数值 系数 系数值

m5 1.823 93×10−9 m2 − 0.073 69

m4 − 1.461 51×10−6 m1 5.781 57

m3 4.656 87×10−4 m0 − 1.803 78×102

  

2.4    未知参数求解

根据上面模型建立以及求解的结果，得到各

个阶段的参数，进而得到实验数据与模型结果如

图 5所示。通过模型得到的数据与实验数据有一

定的误差，但在可接受范围内。
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图 5    炉温曲线图 

3    模型应用
 

3.1    求解最大过炉速度

实际情况中传送带过炉速度可变，制程界限

对炉温曲线存在限制，求解满足限制条件的最大

过炉速度。

在回焊炉电路板焊接生产中，炉温曲线需要

满足制程界限的要求，根据制程界限可以确定约

束条件。 ∣∣∣T j+1−T j
∣∣∣ < 1.51） 温度斜率限制： 。

2） 温度范围限制：

60 < t2− t1 < 120
40 < t4− t3 < 90
240 < Tmax < 250

其中，

t1:上升过程中温度到达 150 ℃ 时间；

t2:上升过程中温度到达 190 ℃ 时间；
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t3:上升过程中温度第一次超过 217 ℃ 的时刻；

t4:下降过程中温度第一次低于 217 ℃ 的时刻。

采用分步搜索的方法得到满足条件的范围，

利用限制条件缩小范围，得到最大的过炉速度，

如算法 1。
算法 1：变步长搜索算法

1） 进行遍历，得到可行范围解为 [65,89]。
2）利用峰值温度限制条件，缩小范围并以 0.1

的步长进行搜索，得到可行解范围：[67.8,76.2]。
最后得到满足条件的速度为 [67.8,76.2]，即在

上述温度下，温度上升和下降的斜率均在 [−3,3]
之间。这时，最大速度为 76.2 cm/min。在最大速

度情况下，炉温曲线如图 6所示。
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图 6    炉温曲线图
  

3.2    单目标优化模型

焊接过程中，焊接区域中心的温度超过 217 ℃
的时间不宜过长，峰值温度也不宜过高。将各温

区的设定温度和传送带的过炉速度求解问题转化

为超过 217 ℃ 到峰值温度所覆盖的面积最优化问

题。通过设置不同温区的温度以及传送带的速

度，可以使面积尽量小，使炉温曲线接近理想值。

在特定范围内寻找不同温区的温度值以及传

送带速度，建立优化模型，找到最优炉温曲线。

1） 当给定各温区温度大小以及过炉速度时，

焊接区域的温度变化曲线便确定，此时利用离散

化求和思想，将温度变化曲线离散化，间隔为

0.5，温度大于 217 ℃ 的曲线面积为：

S =
b∑

j=a

(T |i= j − 217)×0.5 （10）

得到单目标函数为：

min

 b∑
j=a

(T |i= j−217)×0.5



2） 制程条件不变，最优化模型为：

min

 b∑
j=a

(T |i= j−217)×0.5

 （11）

s.t.


∣∣∣T j+1−T j

∣∣∣ < 1.5
60 < t2− t1 < 120
40 < t4− t3 < 90
240 < Tmax < 250

采用蒙特卡洛法求解，具体步骤如算法 2。
算法 2：蒙特卡罗算法

1） 初始面积 S0 为无穷大，初始化 para用于存

储各温区温度和传送带速度，初始化模拟次数

N=1e5。
2） 在温度范围为 [165,185]、[185,205]、[225,

245]、[245,265]生成 4个随机温度，在速度范围

为 [65,100]生成随机速度。

3） 利用生成的温度以及速度求解温度。

4） 判断温度是否满足制程界限，若满足，接

步骤 5；否则，接步骤 2。
5） 求出温度超过 217 ℃ 到峰值温度所覆盖的

面积 S；如果 S < S0，则用 para存储生成的参数

值，并且 S0 = S ，接步骤 2；否则，接步骤 6。
6） 模拟次数结束时，输出 para 参数值。

找出满足约束条件且目标函数最小值，得到

最小面积约为 601.799 4，此时各温区的温度以及

传送带的速度分别为：174.260 5 ℃，192.002 7 ℃，

227.291 0 ℃，264.862 5 ℃，88.463 7 cm/min。 

3.3    双目标的炉温曲线优化模型

根据实际情况，在温度超过 217 ℃ 时温度上

升和下降趋势要求相近，同时要求焊接区域到达

熔点（217 ℃）之后，吸收热量尽可能小。因此反

映在炉温曲线上，要求炉温曲线在超过 217 ℃ 的

部分关于最高点尽量对称，同时曲线面积应尽

量小。

Q1设 为相同温度时上升处与冷却处温度变化

速率的绝对值之和，作为对称性相关的评判标准。

为了方便利用所给的数据进行计算，将斜率进行

离散化表示，如图 7所示。设斜率为：

ω0 =
dT
dt

∣∣∣∣∣
t=t1−t0

,ω0
′ =

dT
dt

∣∣∣∣∣
t=t1+t0

t1 t0其中， 为温度达到最高点时的时刻， 为时间间

隔长度。

评价指标设为：
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Q1 =
∑∣∣∣ω0−ω′0

∣∣∣
Q2设 为温度超过 217 ℃ 部分面积最小的指

标，根据式 (10)，能够得到：

Q2 = S =
b∑

j=a

(T −217)|t= j×0.5 （12）

G

Q = G(Q1,Q2) Q1,Q2

设 代表某种综合评价函数，作为最优化目标

函数 。由于 的量纲不同，首先

对两个评价指标进行归一化处理：

Q′1 =
Q1−Q1min

Q1max−Q1min
，Q′2 =

Q2−Q2min

Q2max−Q2min

考虑到对于超过 217 ℃ 曲线对称性的优先要

求，得到最优化目标函数：

Q = 0.7Q′1+0.3Q′2

最优炉温曲线的优化模型为：
min(Q) （13）

s.t.


∣∣∣T j+1−T j

∣∣∣ < 1.5
60 < t1− t2 < 120
40 < t3− t4 < 90
240 < Tmax < 250

 
 

T

t0

t
0

t
0

t
1

图 7    对称指标参数示意图
 

Q使用蒙特卡罗法来求解，得到 的最小值为

0.006 9，在温度大于 217 ℃ 的曲线满足一定的对

称性，并且考虑到该曲线的面积要尽量小，其峰

值只有 240 ℃，满足炉温曲线的要求。此时对称

性评价指标为 7.047 3，曲线覆盖的面积为 604.525。
基于双目标优化模型，在考虑超过 217 ℃ 部

分对称性的基础上，同时能使覆盖面积最小。这

样在实际的工业生产过程中，相对于单目标优化

方案考虑到了更多实际工艺上的需求，达到更好

的效果[13]。 

4    结束语

本文对电路板在回焊炉中加热过程热传递模

型进行了深入研究，建立了基于热传递定律和牛

顿冷却定律的炉温曲线模型。使用了有限差分法

和最小二乘拟合，所得结果和给定实验数据具有

高度一致性。模型具有较好的可扩展性，能够在

不同制程界限[14] 条件下求出最优炉温与过炉速度。

模型可通过采用模拟退火、遗传算法等现代优化

算法进行全部数据检索计算，通过一次求解即可

得到准确的结果。
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