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摘 要

本文证 明了
:

对于任何一个正整数
n

存在一个正整 数 。
,

使 得对任 何正 整 数

友(
刀

及任何素数 P ) 。
,

阶为城友P + l) 认P + 2 ) 的单群 都必 须 同构 于 L F ( 2
,

P 十 l) 或 L F ( 2
,

ZP 十 1)
.

按照 R
.

B r a u e r 的一个结果
1̀ , , P ( P + l ) ( P + 2 ) 阶的单群必须同构于 L F ( 2

,

P + 1 )
,

产十 1 一 2
产 .

19 5 6 年
,

0
.

N ag ial
Z ,
证明了

: 如果 p一 s y lo w 子群的中心化子就等于 自身
,

那

末 p ( Z p + l ) ( 2P 十 2 )阶的单群必须同构于 L (F 2 ,

2P + 1)
.

作者将在另一文
` ,
中证明定理 1

,

定理 1
.

阶为 风如 十 的 (如 十 2的 份 ~ 士 1 ,

天成 约 的单群必须同构于
:

i ) L F ( 2
,

户+ 1 )
,

当 友一 1
,
占一 l

,

P 一 Z
e

一 1 ;

11 ) 无 F ( 2
,

p 一 1 )
,

当 左一 x
,
占一 一 l

,

户 = 2
巴

+ l ;

511) : : ( 2
,

2 : + l )
,

当 左一 2 , 。 一 l ,

, 一 生 ( 、一
l ) ;

2

iv ) L F ( 2
,

Z P 一 l )
,

当 友= 2
,
占 一 一 1 ,

P 十 l) ;

v

) L F ( 2
,

7 )
,

当 友一 3
,
占 ~ 一 1

,

P 一 3
.

于是
,

我们可以提出
,

对于任何正整数
n ,

确定全部 P (抑 + 1 ) (凡户十 2 ) (其中 友廷 的阶

单群的工作能够在有
一

限步之内完成吗 ? 作者在老师段学复教授 的指 浮下
,

证 明 了 下 列 的 定

理 2
.

定理 2
.

对于任何一个正整数
。 ,

存在一个正整数 。 ,

使得对任何正整数 友〔
n 及任何素

数 P ) , ,

阶为 P (妙 + l ) (抑 + 2 ) 的单群都必须同构于 L F ( 2
, P 十 1 ) 或 五 F ( 2

,

2P 十 1 )
,

在这个定理的证明中
,

我们将看到
:
确定全部 风抄 十 l ) (抑 + 2 ) (其中 友钱 n) 阶单群

的工作
,

是能够在有限步之 内完成的
.

证明的大致步骤如下
: 令 G 是 g 一 风抑 十 1 ) (抑 + 2 ) 阶的单群

,

尸是 G 的一个 p 一 S y lot
v

子群
,

N ~ 灾式 p ) 是 尸 在 ` 中的正规化子
.

我们首先证明 (见第一节 )
,

对于充分大的 户,

【N : 11 一 2P
,

N 是非交换的
,

因此
,

尸是 口的一个特殊子群
,

` 是一个 (井 )群 (参看 H盯 ad
a 「
勺

.

根据 H ar ad
。
关于 (琳 )群 的结果

,

对于充分大的 p
,

在 ` 的第一个 p 一指标块 B ,

(讨 中
,

有一个
召 一 如 十 l 级不可约指标 x l ,

生 ( p 一 l) 个 b 一 抄 + 2 级不可约例外指标 辉 私1主指标 x 。 .

2

本文 19 72 年 6 月 10 日收到
.

l )
“
阶为 户(左夕 + 占) (左户 + 2占)

,

( 占 = 士 1
,

左( 5 ) 的单群
” 一文将在
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` 的元素被分成三部分
: p 一元素 ; (如 十 1卜元素和 (如 十 2 )一元素 (见第二节 )

.

然后证明对

于充分大的 p
, “
一 如 十 l 必须是一个索数方幂 qc (见第 全竹)

,

少卜且对于充分大的 p
,

必须有
` 一 1 或 畏~ q 一 1 (见第四节 )

.

对于
`
一 1

,

我们立刻得到 左一 2
,

` 望 L F ( 2
,

2户 + 1)
.

对于 友一 q 一 1
,

我们证明对于充分大的索数 p
,

q
一 S y lo w 子群 夕是初等交换 q一群

,

因此是一

个 T
.

1
.

集合
,

[ :G 价成夕 )] 一 如 十 2 (见第五节 )
.

最后证明 (见第六节 )
,

对于充分大的 户,

左镇 2
.

当 左一 1 时
,

` 二 无 F ( 2
,

产 + 1 ) ;
、

与左一 2 时
,

G 二 无 厂 ( 2
,

2户 十 1 )
.

一
、

毋
。
( p ) 的阶等于 Z p

假定 p 是一个足够大的素数
.

在这个假定之下
,

我们将证明
: 任何一个 户 S y lo w 子群的

正规化子的阶等于 2户
.

}叽找尸 ) ! 一 Z .P

引理 1
.

令 G 是一个有限群
,

s 是 ` 的一个子群
,

N ~ 价
`
( s) 是 s 在 ` 中的正规化子

.

假

定 S 在 N 内对于 G 弱封闭
.

那末
,

在 ` 的以 N 的陪集为文字的置换表示 中
,

, 洽好保持一个文

字不动
.

证
.

假定 N x
是被 s 保持不动的一个陪集

,

那末
,

对任何
, 〔 s

,

我们有

N 脚 一 N
x , x

袱一 , 任N
,

所以 xs
x 一 `

里 N
.

因为 S 在 万 内是弱封闭的
,

故 二` x 一 ,

一 5
.

因此
, 二 户 戈 (劝 一 N

,

也就是说
,

恰好只有陪

集 刃
·

1 是被 s 保持不动的
.

引理 2
.

设 U 和 F 都是群
,

} :u l] 一
: ` ,

}比 11 一

组文字上有一个忠实的置换表示
,

而且这一组文字被 u

。 ,

(
“ , :

) 一 .1 如果 C ~ U 火 F 在一

分成
犷

个传递区
,

那太
。
镇

,
·

!

证略
.

引理 3
.

令 ` 是一个 g 阶单群
,

g 一 沁
` ,

(户
,

g ,) 一 1
.

尸 是 G

N 一 灭
`
( p )

,

〔:G N ] 一 1 十 印
.

令 C ~ 气 ( 尸 ) 是 尸 的巾心化子
,

c

则有

的一个 P一 S郊
。 w 子群

,

一 v 又 尸
,

「J,’ : l] 一 。
.

岁

钱 门

证
.

考虑 G 的以 1 + 印 个 N的陪集为文字的置换表刁 、
.

因为 p 是 N的特征子群
,

听以它

在 N 内弱封闭
.

根据引理 ], 尸恰恰保持一个文字不动
.

又因为 ` 是单群
,

故表示是忠实的
,

c 在 甲 个文字
二上有一个忠实的表示

,

而这
,
·

户个文字义被 尸分成
r

个传递区
.

囚此
,

根据引理

2
, 。
毛

,
4

!

引理 4
.

设 。 > o 是一个整数
,

井设单群 ` 的阶为 g
二二 丈风冲 + 1 )

,

f 镇 二
, “
簇 。 P

.

p

是一个 P一 S y lo w 子群
,

N 一 沂
G

( 尸 )
.

假定 夕充分大
,

贝}}N 的阶等于 了/,.

证
.

设 I:G 入
了

]一 l 十 冲
,

「N : l] ~ P (
、 P 十

召

)
,
0 镇

“
< 户

.

那末
,

户(
,户 +

` z

) (
,夕 + 1 ) 一 户f (

: ,户 + 1 )
,

所以

因此
,

“
三 j (

, n o d 户)
, `z

~ j
.

` r P + f
,
+

`
一 少

: ` ,

阴 2户 》 沂:
,

)
, ,沪

,

我们就得到
, 7; “

异
了 r

如果 , 一

一

1 3 0
·

o
,

那末 【N : l] 一妇一 f/,
,

引理就成立了
.

因此
,

我们不妨设
、
午 。

,

耐 李
了 :

)
:



考虑以 夕 的陪集为文字的置换表示
.

令 c 一 气( 尸) 一 V X 尸
.

我们有 汇刀 :

剑 }( 户一l) 以

及 〔万 : C ] }(
s户 +f)

,

因此
,

[N : C I】( P 一 1
, s P + f ) 一 ( P 一 1

, ! + f )
,

所以 「N : C ] } (
、
+ f)

,

[N : l ] }(
, + 沂)

·

[ C : 1 1
,

P (
了户 + f ) }(

了
+ f )

·

户
·

「V : 1 ]
,

[ F : 1」) (
了
户 + f ) / (

s
+ f)

.

但是
,

V 司 N
,

( Ll
厂 : I ]

,

P ) 一 1
.

根据引理 3
,

LV : 1 1镇
r ! ,

所以 。户 + 丈) / (才+
,

) 蕊
r !

, s
P 蕊

, ! (了+
s

)
,

P 粗
,

·

! ( 1 + f /
,

) 〔 ,
·

! ( 1 + j ) 簇 (
。 : ,

) ! ( 1 + 。 )
.

因此
,

当 P 充分大时必须有
`
~ 0

,

这就证明了引理 4
.

在这二
,

单群 ` 的阶 、 一 : ( 、 十 1 )( 。 + 2 ) 一 fP u( , 十 l )
.

其中
“ 一
令(衬: + : 劝、

对户
,

f 一 2
,

p 是充分大的
.

根据引理 4
,

我们断言 「N : l] ~ ZP
.

如果 N 是交换的
,

容易证明在

` 中存在一个 (抑 + 1 ) (抑 十 2 ) 阶的正规子群
.

因此 N 是非交换的
,

p 是一个 G 的特殊子

群
【3」,

G 是一个 (拜 )群
t 3 1 .

二
、

B l

( p ) 的 指 标

根据 K
.

H
。 r a d a

的结果「3 , , 在 ` 的指标块 B ,

(刃 中
,

有一个
“

级不可约指标 X , , 1

— 又P 一 1 夕
Z

个 b 级不可约例外指标 辉 和主指标 Z。 ,

它们的级数满足

l +
a 占 一 b占

,
占 ~ 士 l ,

4
二 占 (m

o d P )
,

g 一 P a b d
.

这里 d 是某个整数
,

d 二 1 ( m od )P
.

我们可以写成
a
一

s
P 十 占

,

b =
s
户十 2占

,

d 一 才P + l ,

这里
!

和 艺
是适当的整数

.

于是有

( ,户 + 1 ) (
s
P + 占 ) (

,
P + 2占 ) 一 (左夕+ l ) (友

”
一

卜 2 )
.

因此
,

当 P 充分大时
,

贝1{ 才一 O
,

d 一 l
,
占一 l

, 了
一 友

.

所以

g ~ P
a b

, 探
一 妙 + 1 , b ~ 反P + 2

.

根据 (非 )群的性质
,

` 中所有非单位元素分成三类
: p 一元素

,

(}(P 十 1卜元素和 ( j{P 十 2 )

一元素
.

(抑 十 1 )
一元素的总数是 仰认p 十 2 )

.

从文 1献 [ 4
,

5 1可知
,

召 1

伽 ) 的指标女「!表 1
.

表 1
.

B ,

(户 ) 的 指 标

g矛 I a 乡 u b … ` 冷 t ,产b 了2夕b … 才z户b

阶 l 户 户 … 户 , , 、 2

… , ,

义
。 1 1 1 … 1 1 1 … 1 1 1 … l

义 人产于 1 1 1 … 1 0 0 … ( } 一 1 一 1
· · ·

一 l

茄
1

如 十 2 :
。

:
:

… 毕
一 ;

1 1 … l 。 。 … 。

尤少 如叶 2 刀
:

:
2

… 刀
。 1 1 … 1 。 。 … 。

: : : : : : : : : : :

义了
`

天。 + 2 刀
, 一 ,

刃
。

… 专
` 一 :

1 1 … 1 0 0 … ( )



这里
, 一 工 ( p 一 1 )

,

衬
,

辉
2 ,

…
,

辉
了

是
, 个不同的 p一共扼指标

.

令
。
是 1 的 。 次木原根

,

Z

了是 {负 户的一个本原根
,

` 自

一
` 了。 , ` 、 一

` 了 1 ,

…
, ` 了一 2

一
` 丫夕一 2 , ` 了一 号

一
` 丫户一 1

一
` 丫。

一
` 。

.

,了。 一
` o
+

( 。
刃a

一
9 1

十 ` , + l ,

…
, ?厂卜 l

==--
` 卜一

+
“ 2 ,一 , ,

5 1 , 了2 ,

…
, : ,

是 如 + 1 的 装此叫子
.

引理 5
.

假设 甲 是一 个不等 犷户的素数
,

q {9
.

那末
,

存在 q
一

报高决 B (妇
,

…
,

B ,

(妇
,

使得

B I

(叮) 日 B (叮) 日… 口 B ,

(孕 ) 卫 B ;

(户 )
.

证
.

因为 ` 是一个耳L纯 ( 琳 ) 群
,

所有级数 与 户 互索的抬标都包含在 刀 l

(月 }
一

扫
.

显然

Z 。 〔 B 工

( p ) 自 B
;

( q )
.

首先
,

我们假定 X ,

戍B
;

组成
.

我们把
, 分成两个集合

: 如果 辉 〔 刀 1

自 召 1

伪 )
,

则 刀:

(户) 自 B ,

(穿) 由 x 。

和某些 X了

自 召 l

(种
,

就令
。 〔 △ ; 否则就令 a 任△

’ .

令

y 是一个 产阶元
,

设 训 !g
,

我们有

x (

( 、 ) x
。

( : ) + 艺 : 了( 1 ) x了( , ) 三 。 ( m
o d :

·

)
.

从表 1 得知
,

籽 (力 一
二 。 ,

对于不同的 二 ,

x + X Z

( 一)

艺
。

是互不相同灼
.

我们有

艺
:

; 。

三 。 (m
o d 、

·

)
.

` 〔 么

似足
,

1 十 * 。
十 刃 ;

+ … + 刃卜 ;

一 0
,

因此

一

(裂
了了

。

+

买
〕了

·

)
+ 2 2

( , )

燕
? /

一
〔) (

111· d ,
`

)
,

V` 奋曰
?了

。

+
X Z

( 1 ) 一 l

见乙
“
J 口 卜

是一个代数整量
.

如果
。

毛l是
。 」̀ , 。 : ,

…
, : ,一 I

构成

们得到
:

l) △
`

是空集
,

2 ) ( 2
2

( l ) 一 l ) / q
`

-

女l一果我们立
~ ,

泣 l夕 (叮) 一

铸 : ,

刀阵末
, 。

铸 牙
: ,

被包含在爪
。

和 刀, :

中的
`
的方幂 也就完全不 同

.

一红l儿红
,

在域 R (
。
) f!“

,

余工一个代数性肚都是
`
的整多 J页式

,

因此我

x ;

( l ) /了是一个整数
.

于是 X ,

被包含在一个 犷最高块之中
.

{X
l

}
,

立刻得到

B l

(宁) 口 B (宁) 卫 B l

(户)
.

现在
,

我们假定 z ; ` 刀 ;

(月 门 方 .

(帕
.

川同样的方法
,

我们得到

1 + X :

( 1 ) + X Z

( 、 ) 艺
。了

。

二 o ( m
o d 。

·

)
,

(一 ` 一 义1

( ` ) )
(燕

叭
。

+

买
一

办+ : :

( l ) X
:

。

二 o ( m
o d 。

·

)
.

因此
,J仓一、

护

一e上 ( 一 一
x l

( l ) + x Z

( 1 ) )
q
乙

是一个代数整量
.

令
`

}欢 ( 1 )
,

侮一个

:
, 。

一 生 ( 1 + x ,

( 1 ) )艺
?、 。

一
土 : 2

( 1 )艺
: , 。

宁
一

“ e △ ’

如果 △
`

是空集
,

那末 B ,

(的 卫 刀、

(司
.

如果确有某些 二 属于 △
’ ,

那末

辉 构成一个 q
一

丈山岛块
,

把它们取作 B
、

( , )
,

…
,

B ,

(妇
,

就有

B l

(甲) U B
,

(叮) U… 日 B , (叮) 卫 B l

(产 )
.



三
、 a
是一个素数方幂(

a =qc)

我们用

样的因子
:

引理. 6

二
(

了
) 标记在

!

巾出现的不同素因子的个数
.

任给两个正整数
! 与 t , ,

一定有这

它的每个素因子都在
:
中出现

.

把
! 的这种因子 中的最大者记为

了, .

假定 ` 是一个单群
,

】引 一 g 一 加 bd
,

}叭
;

( p ) ! 一 Z p
.

那末

(
a

) < 2 In a d
a

/ In Z户

( d ) < 2 I n J a 、 / 1
11 2户

证
.

假定 川{
口 ,

根据 引理 5
, 上 (。 一 l) 个 b 级例外指标全都属于 : 1

(
:

)
,

因此 B l

(
,

) 至
Z

少包含有 工 ( : 十 l) 个指标
艺

但是
,

如果
r `。

}}g
,

根据 R
.

B r a u e r 和 F e
i t 的结果

仁6」,

在 召 ,

(
,

) 中

至多有生
,

·

2`。

个不可约指标
,

所以

生 ( 。 + 1 ) 蕊生
; 2、 。

Z 斗

现在
, “

中出现有
二 (

。
) 个不同的素数

: 1 , ; 2 ,
矛

` 万 ( a ) ,

暗
( , + ` )

}
” (` ” 毛

汗)
’ (“ ) ,

·

`/
。 1

因此
·

小
2

…
:

恕
· , .

这里
,
·

;
。了

1!9
.

显然
, r

;
。 ,

}{
a d

, ,
4

;
`, ,

1}
` , d

“ .

因此

l合
( , + ` )

{
” 屯“ ’ 毛

(专)
” ““ ’

(
· `

·

)
2 ,

所以 ( ZP )
’
(
a ’ < (

a d
。

)
’ ,

二 (
“
) < 2 In a d

口

/ I n Z户
.

第二个不等式可以同样证明
.

我们已经证 }犯了 ll m d -

li m ( 2 In a d
口

/ In Z p )

1
,

所以

:

li m ( 2 In a

/ In Zp ) ~ l im ( 2 In (友P + 一) / In Z P ) ~ 2

p , 的

于是
,

当 p 充分大时
, 二 (

4

) ( 2
.

也就是说
, “

中最多包含两个不同的素因子
,

我们假定

口
一 左P + l 一 q

,n ·
r ” .

如 果 。 ) 1
, n

) l ,

假定在 ` 中有 产 个 q’n 一类
,

它们的代表元素是 x]
,

为
,

…
, x , ,

每类分别

包含有
“ :

砂
, 。 2

砂
。

…
, “ 矽 b 个元素

.

还假定在 G 中有
”
个

; ” 一类
,

它们的代表元素是 少, ,

y
Z ,

…
,

如
,

侮类分别包含 叭妙
,

约妙
,

…
,

。妙 个元素
.

假定
x ;

恰和 is ,

个
一

与 y
,

共扼的元素交

换
,

且 y
,

恰和
, , , 个与 x :

共扼的元素相交换
.

显然

u 考了; z了二 岁 , t 1 2
.

如果 G 中元素
z 的阶是 了

,

户
, 。 ,

> o , 。 ,

> 。
,

我们就称
”
为一个混合元素

.

显然
,

其 q 一部

分共扼于
x * ,

且
r 一部分又共扼于 y ,

的混合元素的总数是

“ ;

P b , i , 一
岁 ,户b t小

假定有 i
,
z。

,

使得
, ,。 , 。

今 0 ,

那末 , 、。 , 。

污 0
.

在这种情形
,

g t (
x , 。

) ,
4
“
存在一个

r

阶的元素
,

因此
,

我们能假定在 叽 x( 价 中的
; 一 S y lo w 子群的阶是

r 月 1 , n ,

> .0

可以证明
, r 一

” 1

是共扼于
: i 。 的元素的总数的一个因子

r ”

一 }
u 。

, b
, r

一
” 1

1
“ ,。

.



在 G中
,

与 气
。

交换的 厂
, 一

元素的总数是 艺
、 少 ,

因此

· 1

一 簇 艺
、 。 ,

.

所以

艺
。

户
了 。 ,

) 砂
r

一 艺
了 尸

李 砂
: ” 一 (

: ’ , ,

一 1 )

) 广厉
” 一 ” ,

(
” ,

一
厂 ” `一`

)

一 : 沙

州一协
.

同样
,

可 以证明

补
,

户
, 。

李 : 占、
”

!特
l
)

容易石到
,

如果 / 一 艺艺 价砂凡 ,

一 艺艺
热砂气

,

则有 左沙 > 1
.

但

` 、
耳

` 。

。占\
。 , 、 : 八

叹井
一

协
,

, 、 兰
· , : 。 / 。

、
乙

川宁
一

)
·

、

l一一
叮宁l

.

\、/
了1.1一

一一
。厂

一
/

(
\

因此
,

(左厂
:

力)
2

> / 2 ) ( /
,

b )
2 , ’ 2

宁

异 二
一

`砂 )
2:

” ’ r ”

所以
衬 > 三 > 上 抑

,

从 > 久

3 弓

所以
,

对充分大的 P
,

不存在混合元素
,

一

也就是说
, 、 , ,

一 , : , 一 0
.

囚此
,

一个 q 阶的共扼类

至少包含 沙
,
·

”

个元索
,

一个
r

阶的共扼类至少包含 户尹 个元索
.

于是

如 b 妻 q
阴

沙 十
2

·

”

户右
,

左) q阴 十 尸 ) 2
丫丽万 一 2

甲万
,

所以
抑 + 1 共 上 杭 : ( 二 乞

斗

这就证明了
: 当 户充分大时

, “
一 了是一个素数方幕

.

四
、

盛 = q 一 l 或 k = 2
,

G 同构于 L F ( 2
,
Z p + l )

引理 7
.

对于固定的 友
,

如果 妙 十 1 一 了
,

那末 户是有界的
.

除非 友一 q 一 t 或
`
~ .1

证
.

假定 友铸 q 一 1
, c

等 1
,

我们将证明 户是有界的
.

由
左户一 ctj 一 1 ~ (叮一 1 ) ( q一

,
+ … + 叮 十 1 )

,

如果 P】( 7 一 l )
,

那末

(叮一 1
十

一

卜 q + l) {气

. 13 4
.



于是 q’ <衬
,

P就是有界的了
.

因此我们能够假定 P 平(
`

了一 1 )
.

那末

川 (t] 一
`
+ … 十 q 十 l)

,

( q 一 1 ) 】乞

于是 q 是有界的
.

假定 澎 是使得了 三 1 (m od 劝成立的最小正整数
,

那末 d }
。 , `

一 d 。 , 己

是

某个整数
.

我们有

朴 一 q介 一 1 一 (t]
“
一 1 ) (了

。 一 ` , + … + 尹 + 1)
.

如果 户! (尹 一 l)
,

则

(了
。 一 I J

十 … + 尹 十 1 ) 1.(/

当
己
~ 1 时

, `
一 d 城 毕 (动

,

甲 表示欧拉函数 ; 既然 q 是有界的
,

当然 qc 和 夕也都是有界

的
.

当
`
午 1 时

,

我们有 丫
〔一 ,夕 < 左

,

了 一 丫
己

< 对
.

所以 lct 和 p 都是有界的
.

因此
,

我们能够假定 P十 (了 一 1 )
.

那末

川 (丫
(一

, ’ + … + 了 十 1 )
,

(尹一 l ) !毛

因为 训 三 1 ( m
o d 动

,

我们得到 友一 训 一 1
,

故 d 传 1
.

我们有

柳 一 了
己

一 1 一 (了 一 1 ) (丫( d一 l) + … + etj + 1)
.

女「1果 川 ( q 一 l )
,

贝{l有

(宁
· `己一 , , + … + 宁

·

+ l ) !友
, 叮

`

一 宁刁
·

< 左
, ,

了和 p 都是有界的
.

因此
,

我们假定 户十(了 一 1 )
,

于是

川 (叮
·` d一` , + … + 叮

·

+ l )
,

(孕一
1 ) !友一 了 一 1

.

于是
, `
毛 d,

叮
`

一 叮 J己燕 叮 d
`

J一 (左+ 1 )
己

镇 (左+ l )
甲 (左, 钱 (受+ 1 )气

.

因此
,

户~ (了 一 1 ) /左有界
.

引理 7 证毕
.

设
探
一 抑 十 1 一 了

,

当 p 充分大时
,

我们有

左一 q 一 1 或
`
一 1

.

假定
`
一 1

,

那末

g ~ P q (左P

则仃

+ 2 )
, 叮 一 左户 + 1 ,

叮3

> 9
.

根据 R
.

B r a u e r

和 w
.

F
.

R e y n o ld s

的结果
` ,了,

` 同构于 乙 厂 ( 2
,

q ) 或 乙 F ( 2
,

q 一 一)
.

因

为 q 一 l 一 抑
,

不是 2 的方幂
,

群 L F ( 2
, q 一 l) 不是解

.

如果 ` 二 j
一

矛
’

( 2
,

必
,

那末

g 一

令
、 ( 、 一 ` ) ( 。 + ` ) 一 , 抓了( 。 + ` )

,

q 一 2户 + 1 ,

友一

从现在起
,

我们假定 左一 叮 一 1
.

五
、

q 一 S y b w 子群 O 是一个初等 A be ila n q 一群

令
x
是一个 刁

` 一
元素

,

那末与
工 共扼的元素的总数是

“
bP

.

这里
u
是 州自一个方幂

, : `
一 学̀

.

考虑到 反~ q 一 1 以及 反) 了
,

我们得到 i 一 0
.

因此
,

每个 了一元素属于某个 犷 sl} lo w 子群的

中心
,

每个 q 一非正则类恰好包含 bP 个元素
.

我们考虑 刀 ~ 9了G ( g ) 卫 Q
.

如果 刃 ~ 夕
,

根据 H
.

w i e l a n d : 的一个定理 (见文献 [ 8
,

s . t z

·

1 3 5
·



2 1)
,

对于任何一个 夕的正规子群 夕
。 ,

只要 夕 /夕
。

是交换的
,

就存在 ` 的一个正规子群 ` 。 ,

使得

` /以 翌 夕 / 口
.

我们取 Q的某个极大子群作为 久
,

因为 ` 是单群
,

故 N 一 Q 是不可能的
,

所以 N D 口
.

我们将要证明存在一个 夕的 户阶自同构
,

它仅仅保持单位元不变
.

为了这个日的
,

我们将

证明 川 [刀 : 夕 ]
.

考虑以 N 的陪集 为文字的置换表示
,

假定这个表示的指标是 x
.

因为 「:G N I

一 双 1 )
。

所以我们想要证明 户平双 1)
.

设川 z ( 1 )
.

我们知道 x 包含 z 。
恰好一次

,

因此 x 必须还包含某个 B l

(刃 的指标
.

情形 1
.

如果 x 包含
,

某个 b

P一共绍巨拍标
.

因此

一 扮
一

卜 2 级指标
,

它就必须包含所有的 土 ( : 一 1 ) 个 b 级的
Z

但
,

X ( 1 ) 一 [ G : N ]
,

一
`

/ ` 、 ~
1

X ( l ) ) 1 十 二 ( P 一 1 ) (左户
2

「G : 夕〕一 p认户十 2 )
.

令
`。
一

一 「G : 夕1[/ G : N ]

十 2 )
.

「N : 夕 ]
,

就有

、 : ( *: 十 2 )

/ (
1

l 十 ,了 又P 一 1夕又左P
Z

+ : )、一
:

.

/ P ~ ~

囚此
,

当 p 充分大时
, , t,

钱 2
.

我们已证明了
, 。
铸 l

。

所以
, 。
一 2

,

夕有一个 2 阶自同构
,

它仅仅保持单位元不变
.

根据 R
.

Br
a

lle
r

和 K
.

oF w ler 的一个定理 (见文献 [ 9
,

定理 (翎 ) ] )
,

夕是交换的
.

囚 为了一元索只和 了
一

元索以及单位交换
,

夕是一 个 T
.

I 集合
.

q 一 S y l o w
一

子才洋灼

总数是

如城夕 十 2 )
/

(/ 了 一 l) 一 左j/ 十 2
.

于是
,

! N : 1] 一 /,( 如 十 l) 一 2 (如 + 1 )
,

这是不可能的
,

因此 x 不能包含 b 级的指标
.

情形 2
.

x 包含 。 个
“
级抬杯

,

囚此

X ( l ) 一 l +
: `
(交夕 + 1 ) + 了户

.

达}为我们假定了 P }Z ( 1 )
,

J了了以

川 ( 1 +
: `
)

, ; `
) 户一 l

,

x ( l) 李 1 十 汁 一 1 ) (左户 + l)
,

留 一 产(友户十 2 )x/ ( l) 蕊
力(左户

一
卜 2 )

l + (户一 l ) (左P + l ) 产 斗加

所以
,

当 户充分大时
, 了。

一 1
,

这 是不可能的
.

因此
,

P七X ( 1)
.

存在一个 夕的 夕阶自同构
,

它

仪仪保持 单位元不变
.

现在假定 口 ~ 夕
。 〕 夕

;

〕 口
:
D … D 夕

,
~ 1

.

这 里 口
,

是 口的特征子群
.

我们把 l 称为

这个特征链的长度
.

弓l理 8
.

如果 q 一群 夕 有一个 户阶自同构
: 仅仅保持单位元不变

,

l 是 夕的某个特征链的

长度
,

则有

l ( I n [ Q : 1 ] /至n ( P + 1 )
.

证
.

假定特征链是

夕 一 夕
。 〕 口

L
D 夕

2 〕 … 〕 口
,
一 1

.

我们将要证明 f夕一
1 : 夕

,

] ) p + 1
.

对于任意的
x , , x : 〔 夕

、 ,

如
x :

(万
`
)
r

~ 朴 (万
`

)
r ,

那末 灯
` x ,

~ (万 lxl )
` ,

因此
,

万
, x ,

~ 1 ,

.

1 3 6
-



二 ,
一 介

.

因此
,

如果
x ,
铸 朴

。

就有
二 1

(灯
`

)
r

等 朴 (石
,

)
r .

故所有 g
、
的元素都能写成 城 x 一 `

)
1

( x ` 夕
;

) 的形式
.

假若 [Q , 一 , : 夕
,

」簇 p ,

那末 (认 x)
r

一 必
x

.

对某个
二 任口 * 一 1 , 二

成夕
*

成立
.

这 时
, 尤`

一

xy
,

y ` 必
. `

令 y 一 二 (
二一 `

)r
, : 、 认

.

我们有

( x
z

)
r

= x ` 二 r

一 x 夕
·
二 r

一 x
·

z

(
。 一`

)
r · 。 T

一
x 二

.

了 保持 二 不变
,

所以 二 一 1
.

但是
x
戍必

, 之 〔 口
,

这是不可能的
,

囚此 「夕 , 一 1 : 夕
,

] 李 户 + 1
.

我们立即得到

[ Q : l ] ) ( p + 1 )
` ,

l 成 I n [Q : 1 ] / ! n (户 + 1 )
.

在我们的情形
,

11m In [Q : 1 ] / I n ( P + 1 ) = li m I n (友p + x ) / I n (户 + 一) 一

故 当 户充分大时
,

l 一 1
.

也就是说
,

不存在 口的真特征子群
.

因此
,

〔 ( 夕) 一 夕
,

夕是交换的
.

夕
“
一 1

,

夕是初等 A be il an q 一群
,

且 夕是一个 T
.

I 集合
,

〔:G N 」一 如 十 2
.

六
、

盖 簇 2
,

G 同构于 L月 2
,
p + l ) 或 L F ( 2

,

Z p + l )

我们将证明当 p 充分大以后
,

就有 友提 2 ,

并且 G 二 L F ( 2
,

户十 l) 或 L F ( 2
,

2P 十 1)
.

令 N 一 吸关夕 )
,

[N : l] 一 qP
` .

令 p 是 N 的一个 p一 s y lo w 子群
.

何一个 尸 中的非单位元

素都在 Q 中产生一个 p 阶的自同构
:

.

每一个 夕的元素都能写成形状 式
x 一`

)
r , x ( 夕

.

因此

N 的换位子群就是 夕
.

N /夕 的 p 个线性指标就是 N 的全部线性指标
.

p 在 N 中的正规化子

的阶是 户 或者 2夕
.

如果它是 Z p ,

那末 q 一 2
.

根据 Sy lo w 定理
,

q
` 一 ,

二 1 ( m
o d 户)

.

但是

了 一 如 + 1
,

故 qc 一 如 + 1 三 2 ( m od )P
,

或 1 三 2 ( m od )P
,

这是不可能的
.

因此 p 在 N 中

的正规化子就是 尸
.

因为 夕是交换的
,

并 巨 ( [夕 : l] 一 l ) / [N
: Q ] 一 左

, ,

饮在 N 中恰有 左个 q一类
,

容易看到
,

在 N 中恰有 P 一 1 个 P一类
.

因此
,

在 N 中恰有 P + 左个共扼类
.

假定 N 的 p 一最高块的 J
一

旨标的级数是 力l p
,

…
, ]/ ,户

.

在 B I

(川 中
,

有 户个线性抬标
,

J
立

是

我们有 j + p 个不可约指标
,

所以 j 一 左
.

我们有

( ]/
,

沁
,
+ (跳)P

,
+ … 十 (久 P )

`
十 P 一 IN : lJ 一 P (左户十 1 )

,

公 + 群 + … 十 服 一 左
,

乃,
一 乃:

一
· ·

一 么 一 1
.

于是
,

脚 有 夕个线性 J
一

旨标
。 ,)l ,

,o2
,

…
。 。 “

一 。 。

和 左个 p 级指标 叭
,

()I
: ,

…
。

l(jj(
.

下 画是刃的

指标表
.

表 2
.

N 的 于旨 标
二

友

q1
11
1
。

:1qIL11
` .1.--11

l

已口 一 1

E 刀一 2

a 曰 a 曰

a 2 1 仪 z之

议 1龙

万̀ Z k

仪左左

6CU八日

户

l

6 z

6 4

g 尸 一 2

U

0

O

pl̀尸:卜00…0

6

阶 1

。
0

1

旬
1 1

。
2

1

臼 p 一 1 1

叨
孟

户

切
Z p

沪壳 P



既然 夕 是一个 T
.

I集合
,

甲
:

在 夕 以外的值为 。
,

因此 甲 1 ,

甲2 ,

…
, 甲*

是例外指标 l01[
,

一

定有 友个 ` 的不可约指标 必
l ,

价
2 ,

…
,

必、 ,

使得

价
i
~ 士 甲

,

十 u中 十 胭
.

这里 小 一 )rI ,
十 甲 ,

+ … 十 叭
,

。 是 N 的某些线性指标的和
.

我们有 办 ( l ) 一 机 ( 1 ) 一 …
一 必、 ( 1 )

,

但是 必
1 ,

九
,

…
,

./,}< 在 q 阶元上有不同的值
,

因此 必
;

戌刀
,

(月
.

必
:

是属于 p一最高

类的
,

所以它在 p 阶元上的值为 0
.

如果 ` 是一个 p 阶元
,

0 一 币份 ) 一 士 甲
;

( 万 ) +
“ (j) ( : ) 月

一

口 ( 、 )
,

所以 刀 (劝 一 .0

我们可写成

胭 一
。口。 ,

只
。
一 (,)0 + 耐 +

·

一卜 (,) 户一 , .

价
,
一 士 甲

,

+ 。 中 十
。胭。 ,

奋一 1
,

2
,

…
,

乞

假定还有另外的 p 一最高类指标 必
,

利用例外指标的性质
,

考虑到 ./, (二 ) 一 0 对 二 。 尸成立
,

我们可写成

./, 一 l巾 +
s口。

.

容易看到
,

X I

包含 耐 一次并且不再包含别的线性指标了
,

因此

X ,

一
〔o0 + 小

.

X了包含两个线性指标
` ,, ` 。 , `。 , 口 ,

X了一
〔。 ` J

+ ()I 与 十 小
.

令
a
是 ` 的正则表示的指标

,

夕是 N 的正则表示的指标
,

则有
。 一 (夭P + 2 )热

每一个线性指标在 尽中出现一次
,

因此 夕包含 p 个线性指标
, “ 包含 (妙 + 2 ) p 个线性指标

.

但是
。

一
十 (如 十 ` x)

,

+ 二 (左: 十 2 )辉 + 艺 拭 l )
(

。
,

这里 价跑遍所有

+ 牛( : 一 l ) (左,

Z

p一最高类指标
.

指标 ` 十 (如 + ` ) z
;

十 艺 (抑 + 2X) 歹包含了 ` + (如 + ` )

+ 2 .) 2 一 p (夜p 十 2 )个线性指标
,

即 。 中的全部线性指标
.

因此
,

艺必 ( l ) 小

不再包含线性招标
.

也就是说
,

岁
一 0

, 了 ~ 0
.

必
:

一 士 甲
:

+
。 小

,

价一 t小
.

令 ` 中的实类数为 咬
1 ,

` 中二阶元的总数为
, 7;

.

根据 .{I

文献 [ 9
,

定理 ( Z J ) ] )
,

我们有

左
,

一 1 ) m ( 。 + l ) / .g

显然
,

川 李 户认尸 十 1 )
,

因此

左
:

一 1 ) P (友p 十 1 ) ( P (友p 十 功 十 1 ) / P ( (/户

一 ( P (友户 + l ) + l 、 / / (友户 + 2 )
.

令非例外的 介最高类指标的总数为 了
,

就有

B
r a 、 , e r

和 K
.

F o w l e r 的结果 (见

+ I ) (左户 + 2 )

1
/ . 、 ,

.

、

1 十 1 十 下下 又P 一 1) 十 左十 丈多
Z

(风如 十 l) 十 l) / (友p 十 2 )
.



可见
,

当 p 充分大时
,

了> 0
.

也就是说
,

确实存在一个 夕的不可约指标 必
,

使 必 ~ 冲
,

小( 一) 一 ,巾 ( 1 ) 一 :友P
.

因为价是不可约的
,

故 价 ( 1 ) ! g
,

`友户}户(及户+ 1 ) (友户 + 2 )
,

友}2
,

天~ 1 或 凡一 2
.

当 友= 1 时根据 R
.

B r a u e r川 的结果
, ` 丝 乙 F ( 2

,

P + l ) : 当 左一 2 时
,

我们已证明

衍 S y fo w 子群的中心化子就等于 自身
,

故 N ag ia[ 2] 的结果可以使用
, G 二 L F ( 2

,

2户
一

十 l )
.

参 考 文 献

B I
·

a u e l
· ,

I弋
. ,

1 9 4 3 A 几几
.

o f 万
a 亡h

. ,
4 4

,

5 7一 7 9
.

N
r飞g a i

,

0
. ,

1 9 5 6 O s a 无a 万
a t 7乙

.

J
,
8

,

1 0 7一 1 1 7
.

11 几 1
·

儿 d a ,

K
. ,

1 9 〔; 7 1 11
.

J
.

」I a t h
. ,
1 1

,

6 4 7一6 5 9
.

招 l
,

a u e r ,

I亡
. ,

1 9 4 2 汪 ” 乙e r .

J
.

万
a艺h

. ,
6 4

,

4 0 1一生Z f)
.

卫 r a u e r ,

R
.

二几n d T u a n ,

H
.

F
,

1 9 4 5 方 2` 11
.

A ” 乙e? ,
.

〕f a t儿
.

S o e
. ,

5!
,

75 6一 7 6 6
.

B r : `u o r ,

丑 a n d l
, e i t

,

W
. ,

1 9 5 9 尸 r o e
.

歹 a亡
.

A 亡 a 、2
.

S e乞
. ,

4 5
, :工又】1一3 6 5

.

B ,叹 u e r ,

R
.

a , 101 丑。 y , 1 0 1(1 s ,

W
.

F
. , 1 9 5 8 注 n 儿

.

o f 」I a t h
. ,

6 8
,

7 ] 3一 7 2 t )
.

W i e l a n d t
,

H
.

,

1 9 4 0 J
.

五已龙叽 e , 工, 1〔班 A 儿口 e叨
.

M a t瓦
. ,
18 2

,

1 5 0一 1 9 3
.

I玉一 a 一: e r ,

R
.

:、 n (l 」了。 、 v l e r
,

K
. ,

1 9 5 5 A ,` n .

o f 盯 a艺h
. ,

62
,

巧6石一5 8 3
.

r c i t
,

W
. ,

1 9 6 0 l i i s t i t u t e o xi F in i t e G x
·

o u P s , a t C a l i f o r i工i a
, p p

.

6 7一 7 0
.

11
,卫.l

ee
,

l
飞J
, eses
月

JIJ门门

,ō2
,口4ù0六阵-89

rwe
`resLf.`f
胜r

ee
r.月L

l
r̀̀r..L


