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摘要 本文介绍有限理性研究中的博弈论模型. 本文指出在博弈论与经济学模型中考虑有限理性作

用,一般来说不会产生较大的影响和冲击,因而对于建立在完全理性假设之上的模型分析结果,大多数

情况下仍然是合理的和可以接受的. 作为应用, 本文还对最优化问题给出了两个逼近定理.
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1 引言

我们知道, Von Neumann 和 Nash 分别建立了矩阵博弈和 n 人非合作有限博弈的模型, 并证明了

平衡点的存在性定理. 1954年, Arrow和 Debreu [1] 应用广义博弈平衡点的存在性定理,证明了数理经

济学中一般均衡的存在性定理, 产生了巨大的影响, 因此分别在 1972和 1983 年获得 Nobel 经济学奖.

近些年来, 博弈论研究极其活跃. 自 1994 年以来, Nobel 经济学奖已有 7 次授予博弈论研究与应用的

大师.

无论是 Von Neumann 的矩阵博弈、Nash 的 n 人非合作有限博弈, 还是 Arrow-Debreu 数理经济

学中的一般均衡模型, 其基础都建立在决策者完全理性的假设之上, 即每个决策者都能够在一定的约

束条件下作出对自己最为有利的选择, 这就是经济学中的利益最大化原则, 它是当前经济学 (也是博

弈论) 中的一个最基础、也是最核心的原则.

上述完全理性的模型是漂亮和精致的, 有关结论的数学证明是严格的, 但是它们的假设太理想了,

在应用中当然受到了一定的限制.

应当指出的是所谓利益, 不仅包括收入, 也包括风险、休闲、声望和社会责任等, 因此, 它可以是

利己的, 也可以是利他或部分利他的.
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数学在经济学中的应用, 是与经济学中利益最大化原则密切相关的. 如果在模型中决策者只有一

个, 那就应用种种最优化方法; 如果在模型中决策者不止一个, 每个决策者都追求自身利益的最大化,

且他们的利益是相互关联的 (在很多情况下是互有冲突的), 那只有达到平衡, 这就是博弈论, 而平衡

点就是不动点, 就要应用非线性分析的方法. 应当说, 相比最优化方法, 博弈论则更具普遍性, 因为它

是更加接近实际的行为互动的决策科学, 它与当今世界经济和社会的发展潮流是一致的. 当然, 博弈

论与最优化方法并不是对立的, 很多博弈的平衡点, 也还是要通过最优化方法来求得, 例如, 矩阵博弈

的平衡点, 就可以用线性规划的算法来求得.

Simon [2] 对完全理性的假设进行了深刻的质疑和批判: “在关于理性的论述方面,社会科学深受着

‘精神分裂症’ 之苦. 在一个极端, 经济学家给经济人赋以一种全智全能的荒谬理性. 这种经济人有一

个完整而内在一致的偏好体系, 使其总能够在他所面临的备选方案当中作出抉择; 他总是完全了解有

哪些备选的替代方案;他为择优而进行的计算,不受任何复杂性的限制; · · · · · · 他具有很大的智慧和美
学魅力; 但同具有血肉之躯的人的真实行为 (或可能的行为), 看不出有多大关系.”

Simon 提出了有限理性理论, 而其核心是满意原则, 就是使决策者感到满意的原则. 他认为问题

本身是近似的, 其求解方法也是近似的, 只能寻求某种近似的、但已经是足够好的、可以使决策者满

意和放心的方案或策略. 同时他还指出 (参见文献 [3]), 有限理性理论 “只能建立在心理学研究的基础

之上”.

满意原则当然有它的合理性, 但是什么是满意? 究竟能否应用一些心理学理论, 用实验数据对原

有模型的系统性偏差进行种种修正, 并据此替代利益最大化原则, 从而为博弈论和经济学建立起严格

而漂亮的新体系呢? 这在学术界是有很多争论的. 客观地说, 这些年来有进展, 但进展不是很大, 至

少还有很长的路要走. 国际著名博弈论学者 Binmore [4] 就指出: “Simon 曾引入满意概念开辟了有限

理性下的经济理论研究, 但从那时到现在, 这个领域的进展一直暧昧不明.” 2017 年, Nobel 经济学

奖获得者 Thaler 指出 (参见文献 [5]): “许多经济学家继续使用理性假设, 因为他们认为没有更好的

替代.”

大多数决策者总是理性的, 在大多数情况下总是追求自身利益最大化的, 这一点必须肯定. 另一

方面, 每个决策者都有自己独立的价值体系, 自身利益并不限于收入, 它不必是利己的, 可以是利他或

部分利他的, 这一点也必须肯定. 我们应当思考这样的问题: 在博弈论与经济学模型中考虑有限理性

作用,是否会对建立在完全理性假设之上的模型分析结果产生影响或冲击呢?如果回答是基本正面的,

即一般来说不会产生较大的影响或冲击, 那么对于建立在完全理性假设之上的模型分析结果, 大多数

情况下仍然是合理的和可以接受的. 本文的主要目的就是要介绍有限理性研究的博弈论模型, 并对此

问题作出基本正面的回答, 同时也是对 Simon 质疑和批判的一个回应.

2 预备知识

为了叙述并证明本文的主要结果, 需要以下预备知识.

2.1 Hausdorff 距离

设 (X, d) 是一个度量空间, A 是 X 中的一个非空有界子集, ∀ ϵ > 0, 记

∪(ϵ, A) = {x ∈ X :存在 a ∈ A,使得 d(a, x) < ϵ}.
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因为

∪(ϵ, A) =
∪
a∈A

O(a, ϵ),

而 ∀ a ∈ A, O(a, ϵ) 是开集, 故 ∪(ϵ, A) 必是开集.

设 A 和 B 是 X 中的任意两个非空有界集, 定义

h(A,B) = inf{ϵ > 0 : A ⊂ ∪(ϵ, B), B ⊂ ∪(ϵ, A)},

称 h(A,B) 为 A 与 B 之间的 Hausdorff 距离.

引理 2.1 设 (X, d) 是一个度量空间, h 是定义在 X 上的 Hausdorff 距离, 则

(1) 对 X 中任意两个非空有界集 A 和 B, 有 h(A,B) > 0, 而 h(A,B) = 0 当且仅当 A = B;

(2) 对 X 中任意的两个非空有界集 A 和 B, 有 h(A,B) = h(B,A);

(3) 对 X 中任意的 3 个非空有界集 A、B 和 C, 有 h(A,B) 6 h(A,C) + h(C,B).

设 {An} 是度量空间 X 中的一列非空有界子集, A 是 X 中的一个非空有界子集, 如果 h(An, A)

→ 0, 则称序列 {An} 收敛于 A, 记作 An → A.

以下两个引理参见文献 [6].

引理 2.2 设 {An} 是度量空间 X 中的一列非空有界子集, A 是 X 中的一个非空有界子集,

An → A, 则

(1) 如果 G 是 X 中的一个开集, G ∩A ̸= ∅, 则存在正整数 N , 使得 ∀n > N , 有 G ∩An ̸= ∅;
(2) ∀x ∈ A, 存在 xn ∈ An, n = 1, 2, 3, . . . , 使得 xn → x;

(3)如果 A是紧的, xn ∈ An, n = 1, 2, 3, . . . ,则存在 {xn}的一个子序列 {xnk
},使得 xnk

→ x ∈ A.

引理 2.3 设 X 和 Y 是两个度量空间, f : X × Y → R 连续, {yn} 是 Y 中的一个序列, yn → y,

{An} 是 X 中的一列紧集, An → A, 其中 A 是 X 中的一个紧集, 则

max
w∈An

f(w, yn) → max
w∈A

f(w, y).

2.2 集值映射的连续性

设 X 和 Y 是两个度量空间, P0(Y ) 是 Y 中所有非空子集的集合, F : X → P0(Y ) 是一个集值映

射, 即 ∀x ∈ X, F (x) 是 Y 中的一个非空子集.

x ∈ X, 如果对 Y 中的任意开集 G, G ⊃ F (x), 存在 x 的开邻域 O(x), 使得 ∀x′ ∈ O(x), 有

G ⊃ F (x′), 则称集值映射 F 在 x 是上半连续的; 如果对 Y 中的任意开集 G, G ∩ F (x) ̸= ∅, 存在 x 的

开邻域 O(x), 使得 ∀x′ ∈ O(x), 有 G ∩ F (x′) ̸= ∅, 则称集值映射 F 在 x 是下半连续的; 如果 F 在 x

既上半连续又下半连续, 则称集值映射 F 在 x 是连续的.

引理 2.4 设 X 和 Y 是两个度量空间, 集值映射 F : X → P0(Y ) 满足 ∀x ∈ X, F (x) 是 Y 中的

非空紧集, 则

(1) F 在 x 是上半连续的当且仅当 ∀ ϵ > 0, 存在 x 的开邻域 O(x), 使得 ∀x′ ∈ O(x), 有

F (x′) ⊂ ∪(ϵ, F (x));

(2) F 在 x 是下半连续的当且仅当 ∀ ϵ > 0, 存在 x 的开邻域 O(x), 使得 ∀x′ ∈ O(x), 有

F (x) ⊂ ∪(ϵ, F (x′));
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(3) F 在 x 是连续的当且仅当 ∀ ϵ > 0, 存在 x 的开邻域 O(x), 使得 ∀x′ ∈ O(x), 有

h(F (x), F (x′)) < ϵ,

其中 h 是 Y 上的 Hausdorff 距离.

引理 2.5 设 X 和 Y 是两个度量空间, 集值映射 F : X → P0(Y ) 在 x ∈ X 是上半连续的且

F (x) 是非空紧集, 则 ∀xn → x, ∀ yn ∈ F (xn), {yn} 必有子序列 {ynk
}, 使得

ynk
→ y ∈ F (x).

设 X 是一个度量空间, 如果 X 中的子集 Q 包含一列在 X 中稠密的开集的交集, 则称 Q 是 X

中的一个剩余集 (residual set). 可数个无处稠密集的并集称为第一纲集, 否则就称为第二纲集. 如果

X 是完备的, Q 是 X 中的一个剩余集, 则 Q 必是稠密的第二纲集. 如果 ∀x ∈ Q, 依赖于 x 的性质 P

成立, 则称性质 P 在 X 上是通有成立的, 因为在 Baire 分类的意义上或者在非线性分析和拓扑学的

意义上, 第一纲集被认为是一个 “小集”, 这样就可以说, 对大多数的 x ∈ X, 依赖于 x 的性质 P 是成

立的.

引理 2.6 [7] 设 X 和 Y 是两个度量空间, F : X → P0(Y ) 是一个集值映射, ∀x ∈ X, F (x) 是紧

集且 F 在 x 是上半连续的, 则存在 X 中一个剩余集 Q, 使得 ∀x ∈ Q, 集值映射 F 在 x 是下半连续

从而是连续的.

引理 2.7 设 X 和 Y 是两个度量空间, 其中 X 是完备的, F : X → P0(Y ) 是一个集值映

射, ∀x ∈ X, F (x) 是紧集且 F 在 x 是上半连续的, 则存在 X 中一个第二纲的稠密剩余集 Q, 使得

∀x ∈ Q, 集值映射 F 在 x 是下半连续从而是连续的, 且

lim
x′→x

h(F (x′), F (x)) = 0,

其中 h 是 X 上的 Hausdorff 距离.

注 2.1 注意到引理 2.7 和 2.6 是有差别的, 文献 [8] 就明确指出了这一点. 因为引理 2.6 由 Fort

较早提出, 证明也较难, 通常还是将引理 2.7 称为 Fort 定理.

2.3 伪连续函数

以下伪连续函数的定义参见文献 [9], 也可参见文献 [6].

设 X 是一个度量空间, 函数 f : X → R, x0 ∈ X, 如果 ∀x ∈ X, f(x) < f(x0), 必有

f(x) < lim
z→x0

f(z),

则称函数 f 在 x0 是下伪连续的.

如果 ∀x ∈ X, f(x) > f(x0), 必有

f(x) > lim
z→x0

f(z),

则称函数 f 在 x0 是上伪连续的.

如果 f 在 x0 既下伪连续又上伪连续, 则称函数 f 在 x0 是伪连续的 (pseudo continuous).
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如果 f 在 x0 下半连续, 则易知 f 在 x0 必是下伪连续的, 反之不然, 但以下结果仍然成立: 如果

A 是 X 中的一个紧集, 而 ∀x ∈ A, f 在 x 是下伪连续的, 则存在 x∗ ∈ A, 使得

f(x∗) = min
x∈A

f(x).

引理 2.8 设 X 是一个度量空间, f : X → R 是一个函数.

(1) 如果 f 在 X 上是下伪连续的, ∀x ∈ X, ∀ z ∈ X, f(x) < f(z), 则存在 δ0 > 0, 使得

f(x) + δ0 < lim
z′→z

f(z′);

(2) 如果 f 在 X 上是伪连续的, ∀x ∈ X, ∀ z ∈ X, f(x) < f(z), 则存在 δ0 > 0, 使得

lim
x′→x

f(x′) + δ0 < lim
z′→z

f(z′).

3 有限理性研究的博弈论模型

2001 年, Anderlini 和 Canning [10] 用博弈论的语言建立了有限理性研究的抽象模型, 它是一类带

有抽象理性函数的一般博弈 (general games). 模型 M 的建立是很有创新性的, 但是其假设条件太强,

很多重要的博弈论和经济学模型都无法满足. 文献 [11–15] 对此模型进行了必要的改造, 将文献 [10]

中的假设条件大大减弱, 不仅扩大了模型应用范围, 还得到了一系列新的相当深刻的定理.

设模型为M = {Λ, X, f, ϕ},其中 (Λ, ρ)是一个度量空间, ∀λ ∈ Λ, λ表示一个博弈; f : Λ → P0(X)

是一个集值映射, 其中 (X, d) 是一个度量空间, f(λ) ⊂ X 表示博弈 λ 的可行策略集; ϕ : Λ ×X → R
是理性函数, 当 x ∈ f(λ) 时, 有 ϕ(λ, x) > 0. ∀ ε > 0, E(λ, ε) = {x ∈ f(λ) : ϕ(λ, x) 6 ε} 表示博弈 λ 的

ε-平衡点集, 它对应于有限理性; E(λ) = {x ∈ f(λ) : ϕ(λ, x) = 0}表示博弈 λ的平衡点集, 它对应于完

全理性.

λ ∈ Λ, 如果 ∀ δ > 0, 存在 ε̄ > 0, 当 ε < ε̄, ρ(λ, λ′) < ε̄ 时, 有

h(E(λ′, ε), E(λ′)) < δ,

则称模型 M 在 λ 对 ε- 平衡点集是鲁棒的, 其中 h 是 X 上的 Hausdorff 距离. 如果平衡映射 E : Λ →
P0(X) 在 λ 是连续的, 则称模型 M 在 λ 是结构稳定的. 如果平衡映射 E 在某些 λ ∈ Λ 不是连续的,

则称这样的 λ 为临界参数值, 简称临界值. 以下是本节主要结果 (定理 3.1 和 3.2) 的一些假设条件:

(H1) 集值映射 f : Λ → P0(X) 在 Λ 上是上半连续的, 且 ∀λ ∈ Λ, f(λ) 是非空紧集;

(H2) 函数 ϕ : Λ×X → R 满足当 x ∈ f(λ) 时 ϕ(λ, x) > 0, 且此时 ϕ(λ, x) 对 (λ, x) 是下伪连续的;

(H3) ∀λ ∈ Λ, E(λ) ̸= ∅.
定理 3.1 如果 (H1)–(H3) 成立, 则

(1) 平衡映射 E : Λ → P0(X) 在 Λ 上是上半连续的, 且 ∀λ ∈ Λ, E(λ) 是非空紧集;

(2) 如果 Λ 是完备度量空间, 则存在 Λ 中的一个第二纲的稠密剩余集 Q, 使得 ∀λ ∈ Q, M 在 λ

是结构稳定的;

(3) 如果 M 在 λ ∈ Λ 是结构稳定的, 则 M 在 λ 对 ε- 平衡点集必是鲁棒的, 因而, 如果 Λ 是完备

度量空间, 则 ∀λ ∈ Q, M 在 λ 对 ε- 平衡点集也必是鲁棒的.
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证明 (1) ∀λ ∈ Λ, 首先证明 E(λ) 是非空紧集. 由 (H3) 知, E(λ) ̸= ∅. 因 E(λ) ⊂ f(λ), 而由 (H1)

知, f(λ) 是非空紧集, 故只需证明 E(λ) 是闭集. ∀xn ∈ E(λ), xn → x, 由 xn ∈ f(λ) 得 x ∈ f(λ), 且

∀n = 1, 2, 3, . . . , 有 ϕ(λ, xn) = 0. 如果 x ̸∈ E(λ), 则 ϕ(λ, x) > 0. 因 0 = ϕ(λ, x1) < ϕ(λ, x), 由 (H2), 有

0 = ϕ(λ, x1) < lim
n→∞

ϕ(λ, xn) = 0,

矛盾, 故 x ∈ E(λ), E(λ) 是闭集从而是紧集.

以下用反证法. 如果集值映射 E 在 λ ∈ Λ 不是上半连续的, 则存在 X 中的开集 O, E(λ) ⊂ O, 存

在 λn ∈ Λ, λn → λ, 存在 xn ∈ E(λn), 而 xn ̸∈ O, n = 1, 2, 3, . . . 因 xn ∈ f(xn), λn → λ, (H1) 成立, 由

引理 2.5 知, 存在 {xn} 的子序列 {xnk
}, 使得

xnk
→ x ∈ f(λ).

如果 x ̸∈ E(λ), 则 ϕ(λ, x) > 0, 因为 0 = ϕ(λn1
, xn1

) < ϕ(λ, x), 由 (H2), 有

0 = ϕ(λn1 , xn1) < lim
nk→∞

ϕ(λnk
, xnk

) = 0,

矛盾, 故 x ∈ E(λ) ⊂ O, 这与 O 是开集、xnk
→ x、而 xnk

̸∈ O 矛盾, 故平衡映射 E 在 λ 必是上半连

续的.

(2) 因 Λ 是完备度量空间, 由 (1) 和引理 2.7 知, 存在 X 中的一个第二纲的稠密剩余集 Q, 使得

∀λ ∈ Q, 平衡映射 E 在 λ 是下半连续从而是连续的, 故模型 M 在 λ ∈ Q 是结构稳定的.

(3) 用反证法, 如果结论不成立, 则存在 δ0 > 0, 存在 λn → λ, εn → 0, 使得

h(E(λn, εn), E(λn)) > δ0.

因 E(λn) ⊂ E(λn, εn), 可选取 xn ∈ E(λn, εn), 使得

min
w∈E(λn)

d(xn, w) >
δ0
2
, n = 1, 2, 3, . . .

因 xn ∈ E(λn, εn), 有 xn ∈ f(λn), 又因 λn → λ, (H1) 成立, 由引理 2.5 知, 必存在 {xn} 的子序列
{xnk

}, 使得
xnk

→ x ∈ f(λ).

如果 x ̸∈ E(λ), 则

ϕ(λ, x) > 0.

因 ϕ(λnk
, xnk

) 6 εnk
, 且 εnk

→ 0, 故当 nk0 充分大时, 有 ϕ(λnk0
, xnk0

) < ϕ(λ, x). 由 (H2), 必有

0 6 ϕ(λnk0
, xnk0

) < lim
nk→∞

ϕ(λnk
, xnk

) = 0,

矛盾, 故 x ∈ E(λ).

因 M 在 λ 是结构稳定的, 故集值映射 E 在 λ 是连续的, h(E(λnk
), E(λ)) → 0. 因

min
w∈E(λnk

)
d(xnk

, w) >
δ0
2
, xnk

→ x,
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由引理 2.3, 必有

min
w∈E(λ)

d(x,w) > δ0
2
,

这与 x ∈ E(λ) 矛盾, 故 M 在 λ 对 ε- 平衡点集必是鲁棒的. 如果 Λ 是完备度量空间, 则相关结论由

(2) 即推出.

定理 3.2 如果 (H1)–(H3)成立, Λ是完备度量空间,则存在 Λ中的一个第二纲的稠密剩余集 Q,

使得 ∀λ ∈ Q, ∀λn → λ, ∀ εn → 0, 有

h(E(λn, εn), E(λ)) → 0.

证明 由定理 3.1(2) 和 3.1(3), 因 λ ∈ Q, λn → λ, εn → 0, 有

h(E(λn), E(λ)) → 0,

h(E(λn, εn), E(λn)) → 0.

再由

h(E(λn, εn), E(λ)) 6 h(E(λn, εn), E(λn)) + h(E(λn), E(λ)),

得

h(E(λn, εn), E(λ)) → 0.

证毕.

注 3.1 由定理 3.1(2), 如果 Λ 是完备度量空间, 则存在 Λ 中的一个第二纲的稠密剩余集 Q, 使

得 ∀λ ∈ Q, M 在 λ是结构稳定的. 注意到 M 在 λ是结构稳定的,即表示平衡映射 E : Λ → P0(X)在

λ 是连续的, 即博弈 λ 是本质的 (essential). Wu 和 Jiang [16] 首先对 n 人非合作有限博弈提出了本质

平衡点的概念,并得到了任何 n人非合作有限博弈都可以通过本质博弈 (即其所有平衡点都是本质的)

作任意逼近的深刻结果. 关于他们工作的背景等介绍, 可参见文献 [17]. 他们的结果又被文献 [18–20]

等推广至一般的 n 人非合作博弈、广义博弈和许多非线性问题解集的稳定研究中去.

注 3.2 由定理 3.2 知, ∀λ ∈ Q, ∀λn → λ, εn → 0, 有

h(E(λn, εn), E(λ)) → 0.

这表明当 λ ∈ Q 时, 虽然博弈 λn 是近似的 (λn → λ), 求解方法也是近似的 (εn → 0), 但可以用有限

理性得到的 εn-平衡点集 E(λn, εn)来近似代替完全理性得到的平衡点集 E(λ). Q是第二纲的稠密剩

余集,这表明在 Baire分类的意义上,或者在非线性分析和拓扑学的意义上,有限理性的引入不会对完

全理性假设之上的模型分析结果产生较大的影响或冲击, 这是一个很有理论意义的结果, 也是对之前

Simon 的质疑和批判的一个回应.

注 3.3 当 λ ̸∈ Q 又将如何? 由定理 3.1(1), 因平衡映射 E : Λ → P0(X) 在 λ 是上半连续的, 故

∀λn → λ, ∀ δ > 0, 存在正整数 N , 使得 ∀n > N , 有

E(λn) ⊂ ∪(δ, E(λ)).
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实际上, 还可以进一步证明 ∀λn → λ, ∀ εn → 0, ∀ δ > 0, 存在正整数 N , 使得 ∀n > N , 有

E(λn, εn) ⊂ ∪(δ, E(λ)).

证明如下. 用反证法. 如果结论不成立,则存在 δ0 > 0,存在 λn → λ, εn → 0,存在 xn ∈ E(λn, εn),

而 xn ̸∈ ∪(δ0, E(λ)).

因 xn ∈ f(λn), λn → λ, 且 (H1) 成立, 由引理 2.5, 不妨设 xn → x∗ ∈ f(λ). 如果 x∗ /∈ E(λ), 则

ϕ(λ, x∗) > 0. 因 ϕ(λn, xn) 6 εn, 而 εn → 0, 故当 n0 充分大时, 必有

ϕ(λn0 , xn0) < ϕ(λ, x∗).

因 (H2) 成立, 故必有

0 6 ϕ(λn0 , xn0) < lim
n→∞

ϕ(λn, xn) = 0,

矛盾, 故 x∗ ∈ E(λ).

因 xn ̸∈ ∪(δ0, E(λ)), 而 x∗ ∈ E(λ), 故

xn ̸∈ O(x∗, δ0),

这与 xn → x∗ 矛盾.

注 3.4 对平衡点集稳定性更加深入的研究是其本质连通区的存在性问题, 可参见文献 [20–26].

4 最优化问题与逼近定理

文献 [27] 指出 “有时将大自然和人看作一对局中人也是极有好处的”, 文献 [28] 也指出 “决策论

也可被认为是一种两人博弈, 只不过其中一方是一个虚构的参与者—自然”.

由此, 可以将最优化等决策问题看作决策者与虚拟的决策者 “自然” 之间的博弈问题. 当决策者

是完全理性时, 他就得到最优解; 而当决策者是有限理性时, 他就得到 ε- 最优解. 一个最优化算法, 往

往是通过迭代, 通过 f 在 A 上的 εn- 最优解的一个序列 (εn → 0) 来逼近 f 在 A 上的最优解; 或者更

一般地, 往往是通过迭代, 通过 fn (满足 fn → f) 在 An (满足 An → A) 上的 εn- 最优解的一个序列

(εn → 0) 来逼近 f 在 A 上的最优解. 推而广之, 数学中各种迭代算法, 或者说逐次逼近算法, 往往都

是通过有限理性来逼近完全理性.

以下是两个最优化问题逼近定理.

定理 4.1 设 (X, d) 和 Y 是两个度量空间, 其中 Y 是描述与决策者心理等有关的参数空间, 而

y∗ ∈ Y 对应于决策者完全理性时的特定参数值, f : X × Y → R 是伪连续的, 假设

(i) {fn} 是一列定义在 X × Y 上的实值函数, 满足

sup
(x,y)∈X×Y

|fn(x, y)− f(x, y)| → 0 (n → ∞);

(ii) {An} 是 X 中的一列非空子集, 满足 Hausdorff 距离

h(An, A) → 0 (n → ∞),
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其中 A 是 X 中的一个非空紧集;

(ⅲ) {yn} ⊂ Y , yn → y∗ (n → ∞);

(ⅳ) ∀n = 1, 2, 3, . . . , xn ∈ An 满足 d(xn, An) → 0, 且

fn(xn, yn) 6 inf
x∈An

fn(x, yn) + εn,

其中 εn > 0, εn → 0 (n → ∞), 则

(1) 序列 {xn} 必有子序列 {xnk
}, 使得 {xnk

} → x∗ ∈ A;

(2) f(x∗, y∗) = minx∈A f(x, y∗);

(3) 如果 f(x, y∗) 在 x ∈ A 上的极小点集是单点集 {x∗}, 则必有 xn → x∗.

证明 (1) ∀n = 1, 2, 3, . . . , 由 d(xn, An) → 0 知, 存在 x′
n ∈ An, 使得 d(xn, x

′
n) → 0. 因 (ii) 成立,

故由引理 2.2(3) 知, 存在 {x′
n} 的子序列 {x′

nk
}, 使得 x′

nk
→ x∗ ∈ A, 因 d(xnk

, x′
nk
) → 0, 故

xnk
→ x∗ ∈ A.

(2) 由以上 (1), 不妨设 xn → x∗ ∈ A. 以下用反证法. 如果 (2) 的结论不成立, 则存在 u0 ∈ A,

使得

f(u0, y
∗) < f(x∗, y∗).

因 f 在 X × Y 上是伪连续的, 故由引理 2.8(2) 知, 存在 δ0 > 0, 使得

lim
(u′,y′)→(u0,y∗)

f(u′, y′) + δ0 < lim
(x′,y′)→(x∗,y∗)

f(x′, y′).

存在 u0 在 X 中的开邻域 O(u0)、y∗ 在 Y 中的开邻域 U(y∗) 和 x∗ 在 X 中的开邻域 O(x∗), 使得

∀u′ ∈ O(u0), ∀ y′ ∈ U(y∗), ∀x′ ∈ O(x∗), 有

f(u′, y′) + δ0 < f(x′, y′).

因 yn → y∗, xn → x∗, u0 ∈ A, An → A, 故由引理 2.2(1) 知, 存在正整数 N1, 使得 ∀n > N1, 有

yn ∈ U(y∗), xn ∈ O(x∗) 且 O(u0) ∩An ̸= ∅. 取 un ∈ O(u0) ∩An, 则 ∀n > N1, 有

f(un, yn) + δ0 < f(xn, yn).

由 sup(x,y)∈X×Y |fn(x, y) − f(x, y)| → 0 且 εn → 0 可知, 存在正整数 N2, 不妨设 N2 > N1, 使得

∀n > N2, 有

sup
(x,y)∈X×Y

|fn(x, y)− f(x, y)| < δ0
3
, 且 εn <

δ0
3
.

这样, ∀n > N2, 有

fn(xn, yn) > f(xn, yn)−
δ0
3

> f(un, yn) +
2

3
δ0 > fn(un, yn) +

δ0
3

> fn(un, yn) + εn,

这与 un ∈ An 和 fn(un, yn) + εn > fn(xn, yn) 矛盾, 故 (2) 的结论必成立.

(3) 用反证法. 如果 (3) 的结论不成立, 则存在 δ > 0 及 {xn} 的一个子序列 {xnk
}, 使得

d(xnk
, x∗) > δ, k = 1, 2, 3, . . .
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由 (1), {xnk
} 又必有子序列, 不妨假设为 {xnk

}, 使得 xnk
→ x̄ ∈ A, 且由 (2), 有

f(x̄, y∗) = min
x∈A

f(x, y∗).

因 f(x, y∗) 在 x ∈ A 上的极小点集是单点集 {x∗}, 故 x̄ = x∗, 这与 d(xnk
, x∗) > δ 矛盾, 故 (3) 的结论

必成立, xn → x∗.

注 4.1 定理 4.1 的结果是很有理论意义的: 目标函数是近似的, 可行解集是近似的, 参数是近

似的, 求解精度也是近似的, 如此得到的是一个逼近序列 {xn}, {xn} 必有收敛子列 {xnk
}, 即

xnk
→ x∗ ∈ A,

而 x∗ 必是最优化问题的解, 这显示了有限理性对完全理性的逼近.

定理 4.2 设 (X, d) 是一个度量空间, f : X → R 是下伪连续的, 假设

(i) {fn} 是一列定义在 X 上的实值函数, 满足

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| → 0 (n → ∞);

(ii) A 是 X 中的一个非空紧集;

(ⅲ) ∀n = 1, 2, 3, . . . , xn ∈ X, 满足 d(xn, A) → 0 且

fn(xn) 6 inf
x∈A

fn(x) + εn,

其中 εn > 0, εn → 0 (n → ∞), 则

(1) 序列 {xn} 必有子序列 {xnk
}, 使得 xnk

→ x∗ ∈ A;

(2) f(x∗) = minx∈A f(x);

(3) 如果 f(x) 在 x ∈ A 上的极小点集是单点集 {x∗}, 则必有 xn → x∗.

证明 (1) ∀n = 1, 2, 3, . . . , 由 d(xn, A) → 0 知, 存在 x′
n ∈ A, 使 d(xn, x

′
n) → 0. 因 A 是紧集, 故

存在 {x′
n} 的子序列 {x′

nk
}, 使得 x′

nk
→ x∗ ∈ A. 因 d(xnk

, x′
nk
) → 0, 所以,

xnk
→ x∗ ∈ A.

(2) 由 (1), 不妨设 xn → x∗ ∈ A. 以下用反证法. 若 (2) 的结论不成立, 则存在 u0 ∈ A, 使得

f(u0) < f(x∗).

因 f 在 X 上是下伪连续的, 由引理 2.8(1) 知, 存在 δ0 > 0, 使得

f(u0) + δ0 < lim
x′→x∗

f(x′).

存在 x∗ 在 X 中的开邻域 O(x∗), 使得 ∀x′ ∈ O(x∗), 有

f(u0) + δ0 < f(x′).

因 xn → x∗, 存在正整数 N1, 使得 ∀n > N1, 有 xn ∈ O(x∗), 故

f(u0) + δ0 < f(xn).
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由 supx∈X |fn(x)− f(x)| → 0 且 εn → 0 知, 存在正整数 N2, 不妨设 N2 > N1, 使得 ∀n > N2, 有

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| < δ0
3
, 且 εn <

δ0
3
.

这样, ∀n > N2, 有

fn(xn) > f(xn)−
δ0
3

> f(u0) +
2

3
δ0 > fn(u0) +

δ0
3

> fn(u0) + εn,

这与 u0 ∈ A 和 fn(u0) + εn > fn(xn) 矛盾, 故 (2) 的结论必成立.

(3) 同定理 4.1(3) 的证明.
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Game model in the study of bounded rationality

Jian Yu & Wensheng Jia

Abstract In this paper, we introduce the game model in the study of bounded rationality. We point out that
it generally does not have a great impact in game theory and economic models when considering the role of
bounded rationality. Therefore, the model and its results based on the assumption of complete rationality are
still reasonable and acceptable in most cases. As applications, two approximation theorems are also given for
optimization problems.
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