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摘要 本文综述满足电影型 (cinematic) 曲率条件的 Fourier 积分算子的局部光滑性及其相关研究. 电

影型曲率条件包含非退化条件及曲率条件.作为范例重点讨论如何通过双线性方法建立变系数版本的

平方函数不等式,进而改进了 Mockenhaupt-Seeger-Sogge局部光滑性的结果.与此同时,本文还分析了

解决局部光滑性猜想的困难、可能的途径, 以及它与其他数学猜想之间的联系.
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1 背景简介

Fourier积分算子 (Fourier integral operators, FIOs)起源于拟微分算子,拟微分算子来源于构造椭

圆方程的拟基本解, 它是研究椭圆型方程的基本工具 (参见文献 [1, 2]). 而 Fourier 积分算子与构造强

双曲方程的拟基本解紧密相关, 这方面的工作至少可以追溯到 Lax [3]. Fourier 积分算子的主旨是在余

切丛框架下研究双曲型方程解的奇性传播和 FIOs 的局部光滑性等相关问题. 作为 Fourier 积分算子

的典型范例, Euclid 空间的半波算子局部光滑性猜想是许多著名数学猜想的高级形式, 它直接意味着

Bochner-Riesz 猜想、限制性猜想和 Kakeya 猜想等, 体现了偏微分方程与调和分析、几何测度论和数

论等不同数学领域之间的内在联系. 经过 Hörmander [4] 的奠基性工作以及 Stein [5, 6] 等众多数学家的

发展, Fourier 积分算子已经成为变系数 (或非平坦) 调和分析的核心. 特别是平方函数估计与变系数

分离性 (decoupling)理论的发展,为研究以局部光滑性猜想为代表的一系列数学猜想提供了有力工具.

本文重点综述一类满足电影型 (cinematic) 曲率条件的 Fourier积分算子的局部光滑性的研究进展, 分

析局部光滑性猜想的困难及解决该猜想可能的途径. 与此同时, 讨论它与其他数学猜想之间的内在联

系. 关于 FIOs 理论的奠基性工作, 可参见文献 [4, 7]. 有关 FIOs 及相关的偏微分方程的基本理论, 可

参见文献 [8–14].
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1.1 Fourier 积分算子的定义

为了引入 FIOs, 考虑两个典型范例.

例 1.1 FIOs 的原型来源于下面的半波算子:

eit
√
−∆f(x) := (2π)−

n
2

∫
Rn

ei(xξ+t|ξ|)f̂(ξ)dξ. (1.1)

假设函数 f0 和 f1 满足适当的正则性, 记

f+ :=
1

2
(f0 − i(

√
−∆)−1f1), f− :=

1

2
(f0 + i(

√
−∆)−1f1),

则

u(x, t) := eit
√
−∆f+(x) + e−it

√
−∆f−(x) (1.2)

是波动方程 Cauchy 问题 (∂2t −∆)u = 0,

u(x, 0) = f0(x), ∂tu(x, 0) = f1(x)
(1.3)

的解. 容易看出, (1.2) 右边的两项均可表示成如下形式:

Ftf(x) := (2π)−
n
2

∫
Rn

ei(xξ±t|ξ|)|ξ|−j f̂(ξ)dξ, j = 0, 1. (1.4)

例 1.2 设 (M, g) 为 n 维 Riemann 紧流形, ∆g 是 Laplace-Beltrami 算子, 则 −∆g 具有非负离

散谱, 满足 (特征根的重数也计算在内)

0 = λ20 < λ21 6 λ22 6 λ23 6 · · · .

因此,

−∆g =

∞∑
j=0

λ2jEj ,

其中 Ej 为投影算子, 它把 L2(M) 中的函数投影到特征根 λ2j 所对应的特征空间上, 详见文献 [15,16].

定义流形 (M, g) 上的半波算子

eit
√

−∆gf :=
∞∑
j=0

eitλjEjf. (1.5)

若 f0 和 f1 为定义在 M 上的函数, 用 −∆g 代替 −∆, 类似于例 1.1 定义的 f+ 和 f−, 则

u(x, t) := eit
√

−∆gf+(x) + e−it
√

−∆gf−(x)

为方程 (∂2t −∆g)u = 0,

u(x, 0) = f0(x), ∂tu(x, 0) = f1(x)
(1.6)

的解. 在局部坐标下, 可以构造 (1.5) 的拟基本解, 即对某一时刻 t0 和所有的 0 < t < t0, 存在相函数

ϕ 和零阶象征 a 使得

eit
√

−∆gf(x) :=

∫
Rn

eiϕ(x,t,ξ)a(x, t, ξ)f̂(ξ)dξ +Rtf(x), (1.7)

其中 Rt 为光滑算子, 即具有快速衰减象征的拟微分算子 (参见文献 [17]).
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由上述两个例子, 可以诱导出如下经典 FIOs 的定义:

定义 1.1 (Fourier 积分算子的定义) 设 µ ∈ R, f ∈ S(Rn), 定义 µ 阶 Fourier 积分算子为

Ff(x) :=

∫
Rn

eiϕ(x,ξ)a(x, ξ)f̂(ξ)dξ, (1.8)

其中 ϕ 和 a 分别满足

(i) 相函数 ϕ : Rn × Rn → R 关于变量 ξ 是 1- 次齐函数, 且在 ξ = 0 之外光滑;

(ii) 振幅 a(x, ξ) ∈ Sµ, 即 a ∈ C∞(Rn × Rn \ {0}), 且满足对 (α, β) ∈ Nn0 × Nn0 , 有

|∂βx∂αξ a(x, ξ)| .α,β (1 + |ξ|)µ−α.

注 1.1 注意到 (1.8) 中定义的 FIOs 的核函数具有形式

K(x, y) =

∫
Rn

e−i(⟨y,ξ⟩−ϕ(x,ξ))a(x, ξ)dξ,

由此启发我们用振荡积分所决定的分布来定义 FIOs. 称光滑相函数 φ(w, θ) : W × RN\{0} → R 是非
退化的, 如果它满足下面的条件:

(i) φ 关于变量 θ 是 1- 次齐次函数;

(ii) 对所有 (w, θ) ∈W × RN\{0}, 均有 ∇w,θφ(w, θ) ̸= 0;

(iii) 如果 ∂θφ(w, θ) = 0, 则
N∧
j=1

∇w,θ∂θjφ(w, θ) ̸= 0.

对非退化相函数 φ 和光滑象征 a ∈ Sµ(W × RN ), 定义

I[φ, a](w) :=

∫
RN

eiφ(w,θ)a(w, θ)dθ, w ∈W.

从而可以得到 FIOs 定义的局部形式.

定义 1.2 称连续线性算子 F : C∞
c → D′(X) 为局部 Fourier 积分算子, 如果其 Schwartz 核函

数是由某个齐次振荡积分 I[φ, a] 给出的, 其中相函数 φ : X × Y × RN\{0} → R 为非退化的, 象征

a ∈ Sµ(X × Y × RN ). 设 X,Y ⊂ Rn, 给定实验函数 f ∈ C∞
c (Y ), 在分布意义下, F 可表示为

Ff(x) =

∫
Rn

∫
RN

eiφ(w,θ)a(w, θ)dθf(y)dy, x ∈ X.

注 1.2 局部 FIOs 定义的缺点是不同 (φ, a) 可能定义相同的振荡积分 I[φ, a], 这样我们自然要

问: 是否存在不依赖于 [φ, a] 选取的定义方式? 答案是肯定的, 这就是整体 FIOs 的定义. 这种定义必

求助于 FIOs 对应的 Schwartz 核函数奇性的几何特性, 从而导致了 FIOs 对应的典则关系构造. 根据

Hörmander相函数的等价定理, FIOs单纯依赖典则关系,不依赖特定 [φ, a]的选择,详见文献 [4,7,17].

需要说明的是, 整体 Fourier 积分算子在局部坐标下可表现为 (1.8) 中的形式.

1.2 电影型曲率条件

引入电影型曲率条件之前, 考察例 1.1 中的相函数 ϕ(x, ξ) = xξ + t|ξ|. 它显然满足
(H1) rank ∂

2
zξϕ(z, ξ) = n;
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(H2) 定义 Gauss 映射 G(z, ξ) := G0(z,ξ)
|G0(z,ξ)| , 其中

G0(z, ξ) :=
n∧
i=1

∂ξi∂zϕ(z, ξ), (1.9)

曲率条件

rank ∂2ξξ⟨∂zϕ(z, ξ), G(z, ξ0)⟩ |ξ=ξ0 = n− 1. (1.10)

例 1.2 中的半波算子 eit
√

−∆g 在局部坐标意义下可以写成

eit
√

−∆gf ∼=
∫

eitϕ(x,t,η)a(x, t, η)f̂dη,

其中相函数 ϕ(x, t, η) 同样满足条件 (H1) 和 (H2).

一般地, 设 n > 2, Z 和 Y 为两个光滑紧流形, 其中 Z 和 Y 分别满足 dim Z = n+ 1, dimY = n.

通过典则关系 C 定义的整体 Fourier 积分算子记为 F ∈ Iµ−
1
4 (Z, Y ;C ). 在辛结构 dζ ∧ dz − dη ∧ dy

下, C 为 T ∗Z \ 0× T ∗Y \ 0 上的齐次锥性质的 2n+ 1 维闭 Lagrange 子流形. 对给定一点 z0 ∈ Z, 考

虑自然投影算子图

C

ΠZ

��

ΠT∗Y

{{ww
ww

ww
ww

w ΠT∗
z0

Z

##HHHHHHHHH

T ∗Y \ 0 Z T ∗
z0Z \ 0,

(1.11)

其中 ΠT∗Y、ΠT∗
z0
Z 及 ΠZ 是分别从 C 到 T ∗Y \ 0、T ∗

z0Z \ 0 及 Z 的投影. 电影型曲率条件描述如下:

非退化条件 (1.11) 中前两个投影是非退化的, 满足

rank dΠT∗Y ≡ 2n, (1.12)

rank dΠZ ≡ n+ 1. (1.13)

即说明投影映射是淹没.

曲率条件 Γz0 = ΠT∗
z0
Z(C ) 为余切空间 T ∗

z0Z \ 0 的浸入超曲面.

注意到 C 的齐次性质, 作为 (1.12) 和 (1.13) 的直接结果, 推出 Γz0 是 T ∗
z0Z \ 0 的 n 维光滑锥形

超曲面.

锥条件 对任意的 ζ ∈ Γz0 , Γz0 存在 n− 1 个非零主曲率.

称 C 满足电影型曲率条件, 如果它满足非退化条件、曲率条件和锥条件. 容易看出, 在局部坐标

意义下, 非退化、曲率和锥条件可以解析表达成 (H1) 和 (H2).

1.3 相函数的标准形式

利用局部化和平移方法,不妨假设 suppa ⊂ Z ×Ξ,其中 Z = X ×T , X ⊂ B1(0) ⊂ Rn, T ⊂ (−1, 1)

均是包含原点的小邻域, Ξ ⊂ Γ1, 其中 Γ1 是以 en = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn 为中心的小扇形邻域. 在上述归

结下, 存在合适局部坐标系, 使得满足条件 (H1) 和 (H2) 的相函数 ϕ(z, η) 具有如下标准形式. 具体地

说, 记 z = (x, t), 不妨假设曲面在 (0, en) 处的法向量 G(z, η) 平行于 t 坐标轴, 在不计可忽略因子的

情形下, 相函数 ϕ 可以写成如下标准形式.
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引理 1.1 [18] 设 n = 2, 在上述条件下, 有

ϕ(x, t, η) = ⟨x, η⟩+ t

2
∂t∂

2
η1ϕ(0, e2)

η21
η2

+ η2E
(
x, t,

η1
η2

)
, (1.14)

其中 η = (η1, η2), E(x, t, s) 满足

E(x, t, s) = O((|x|+ |t|)2s2 + (|x|+ |t|)|s|3). (1.15)

2 Euclid 空间半波算子的局部光滑效应

设 f 是 Schwartz 函数, 波动方程 Cauchy 问题(∂tt −∆)u = 0,

u(0, x) = f, ∂tu(0, x) = 0
(2.1)

的解 u 可用半波算子 eit
√
−∆ 表示成

u(x, t) =
1

2
(eit

√
−∆f + e−it

√
−∆f).

对固定时刻 t, Peral [19] 和 Miyachi [20] 证明了下面最优的 Lp 估计:

∥eit
√
−∆f∥Lp(Rn) 6 Ct,p∥f∥Lp

sp
, sp := (n− 1)

∣∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣∣, 1 < p <∞. (2.2)

由上式估计容易推出下面的时空估计:(∫ 2

1

∥eit
√
−∆f∥pLp(Rn)dt

) 1
p

. ∥f∥Lp
sp (Rn). (2.3)

相对于 (2.2) 而言, (2.3) 没有从时间平均中赢得任何利润. 一个很自然的问题是, 相对固定时刻的估

计, 能否通过时间平均获得一些正则性? 更准确地说, 是否存在一个 ε > 0 使得(∫ 2

1

∥eit
√
−∆f(x, t)∥pLp(Rn)dt

) 1
p

. ∥f∥Lp
sp−ε(Rn)? (2.4)

Sogge [21] 在将 Bourgain的圆 (circular)极大函数估计推广到流形测地圆上极大函数估计的过程中, 提

出了下面局部光滑性猜想:

猜想 2.1 (局部光滑性猜想 [21]) 设 n > 2, 对所有的

σ <


1

p
, 若

2n

n− 1
< p <∞,

sp, 若 2 < p 6 2n

n− 1
,

(2.5)

成立如下不等式: (∫ 2

1

∥eit
√
−∆f∥pLp(Rn)dt

) 1
p

. ∥f∥Lp
sp−σ(Rn). (2.6)
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Sogge [21] 率先获得了 p > 2、n = 2 情形下的部分结果. 随后, Mockenhaupt 等 [22] 通过平方函数

估计方法改进了文献 [21] 的结果. 第一个最佳 (sharp) 正则性结果属于 Wolff [23]. Wolff 引入所谓的

“ℓp- 分离性不等式” 的概念, 获得了 n = 2、p > 74 时最佳正则性结果. 经历一系列工作 [24–26], 最优

的 “ℓ2- 分离性不等式” 最终被 Bourgain 和 Demeter [27] 证明, 并形成了调和分析中崭新的分离性理

论. 这一理论影响深远, 已经被广泛地应用在偏微分方程、数论和几何测度论等不同数学领域. 例如,

Bourgain等 [28] 对多项式曲线所建立的分离性定理,一举解决了解析数论中沉睡百年的 Vinogradov猜

想; 对于局部光滑性估计而言, 作为其直接的推论, 解决了 p > 2(n+1)
n−1 、n > 2 对应的局部光滑性估计.

最近, Guth 等 [29] 通过建立最佳平方函数不等式, 完全解决了 n = 2 情形下的局部光滑性猜想.

为方便问题转化与归结, 定义区域 Γ ⊂ Rn 如下:

Γ := {(ξ′, ξn) ∈ Rn\{0} : 1 6 ξn 6 2, |ξ′| 6 ξn},

对 Γ 实施扇形分解. 假设 R > 1, 在超平面 xn = 1 的单位球 Bn−1(0, 1) × {1} 中, 选取 R− 1
2 - 极大分

离的点 {(ξν , 1)}ν . 定义扇形 ν 如下:

ν :=

{
(ξ′, ξn) ∈ Rn\{0} :

∣∣∣∣ ξ′ξn − ξν

∣∣∣∣ 6 R− 1
2

}
,

设 χν 为 ν 的特征函数, 并记 fν = F−1(f̂χν).

半波算子的局部光滑性估计的研究方法主要分两种, 其一是建立平板 (slab)- 分解对应的平方函

数估计, 结合 Kakeya 极大函数估计方法; 其二是 Wolff 型的 ℓp- 分离性不等式∥∥∥∥∑
ν

eit
√
−∆fν

∥∥∥∥
Lp(Rn+1)

6 CεR
n−1
2 | 12−

1
p |+ε

(∑
ν

∥eit
√
−∆fν∥pLp(Rn+1)

) 1
p

, (2.7)

其中 2 6 p 6 2(n+1)
n−1 . 作为 Bourgain-Demeter 的最佳分离性的直接推论, 在不计端点正则性的前提下,

可直接获得 p > 2(n+1)
n−1 情形下的最优局部光滑性估计. 直观上来看, 对于较大的可积指标, ℓp- 分离性

不等式方法比较有效. 但当 p 接近于端点 2n
n−1 时, 分离性不等式方法的作用已不再有效. 基于这个观

察, 我们可以尝试建立下面更强的平方函数不等式:∥∥∥∥∑
ν

eit
√
−∆fν

∥∥∥∥
Lp(Rn+1)

6 CεR
ε

∥∥∥∥(∑
ν

|eit
√
−∆fν |2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp(Rn+1)

, 2 6 p 6 2n

n− 1
. (2.8)

Guth 等 [29] 建立了 2+ 1 维空间中几乎最佳平方函数不等式 (2.8). 利用文献 [22] 中的标准方法, 我们

可以得到 2 + 1 维情形对应的最佳局部光滑性估计. 我们将在附录 A 中给出详细细节, 并列举一些相

关公开问题.

3 局部光滑性估计的应用—举例

局部光滑性猜想与调和分析中其他核心问题紧密相关, 如 Bochner-Riesz 求和及其衍生的极大

Bochner-Riesz 猜想. Bochner-Riesz 求和源于如何定义 Fourier 逆变换, 即在什么意义下, 成立

lim
R→∞

(2π)−
n
2

∫
|x|6R

f̂(ξ)eixξdξ = f(x)? (3.1)
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容易看出, (3.1) 在分布意义下成立, 但是进一步要问: (3.1) 是否在点态意义下成立? 为了回答这一问

题, 可以引入 Φ(ξ)- 求和法. 具体而言, 设 Φ 为快速衰减可积函数, 且 Φ(0) = 1. 点态收敛问题就转化

为算子 St:

Stf(x) :=

∫
Rn

eixξΦ

(
ξ

t

)
f̂(ξ)dξ, t > 0 (3.2)

在 t→ ∞时的性态. 当 Φ是 Gauss函数时,对应着 Gauss求和法. 如果取 Φ(ξ) = (1− |ξ|)δ+, δ > 0,则

对应着 Bochner-Riesz 求和法. 考虑 Bochner-Riesz 平均算子 Sδt :∫
Rn

eixξ
(
1−

∣∣∣∣ξt
∣∣∣∣)δ

+

f̂(ξ)dξ. (3.3)

记

δ(p) := max

{
n

∣∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣∣− 1

2
, 0

}
.

猜想 3.1 (极大 Bochner-Riesz 猜想) 设 n > 2, 2 6 p <∞, δ > δ(p), 则(∫
Rn

sup
t>0

|Sδt f(x)|pdx
) 1

p

. ∥f∥Lp(Rn). (3.4)

如果 (3.4) 成立, 采用常规方法不难推出, 对满足上述条件的 δ、n 和 p, 有

Sδt f → f 几乎处处成立, ∀ f ∈ Lp(Rn).

下面来说明局部光滑性猜想 2.1 意味着极大 Bochner-Riesz 猜想.

命题 3.1 局部光滑性猜想意味着极大 Bochner-Riesz 猜想.

我们可选择合适的 ψ ∈ C∞
c (Rn), 把 (1− |ξ|)δ+ 分解成

(1− |ξ|)δ+ = r(|ξ|) +
∞∑
k=1

2−kδψ(2k(1− |ξ|)),

其中 r(|ξ|) ∈ C∞
c (Rn). 注意到 ∣∣∣∣ ∫

Rn

eixξr(|ξ|)f̂(ξ)dξ
∣∣∣∣ . Mf(x),

其中M 表示 Hardy-Littlewood 极大函数. 注意到

∥Mf∥Lp . ∥f∥Lp , p > 2,

只需要估计剩余项. 由 Minkowski 不等式(∫
Rn

sup
t>0

∣∣∣∣ ∫ eixξ
∞∑
k=1

2−kδψ(2k(1− |tξ|))f̂(ξ)dξ
∣∣∣∣pdx) 1

p

.
∞∑
k=1

2−kδ
(∫

Rn

sup
t>0

∣∣∣∣ ∫ eixξψ(2k(1− |tξ|))f̂(ξ)dξ
∣∣∣∣pdx) 1

p

,

从而问题归结为证明对任意 ε > 0, 有(∫
Rn

sup
t>0

∣∣∣∣ ∫ eixξψ(2k(1− |tξ|))f̂(ξ)dξ
∣∣∣∣pdx) 1

p

. 2k(δ(p)+ε)∥f∥Lp(Rn). (3.5)
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记

Aλt f(x) :=

∫
eixξψ(λ− |tξ|)f̂(ξ)dξ,

令 λ≫ 1, (3.5) 等价于证明

∥ sup
t>0

|Aλt f |∥Lp(Rn) . λδ(p)+ε∥f∥Lp(Rn). (3.6)

由 Littlewood-Paley 定理和正交性, 仅需证明∥∥∥ sup
t∈(1,2)

|Aλt f |
∥∥∥
Lp(Rn)

. λδ(p)+ε∥f∥Lp(Rn), suppf̂(ξ) ⊂
(
λ

2
, λ

)
. (3.7)

显然, (3.7) 可从下面的估计得到:

∥Aλt(x)f∥Lp(Rn) . λσ(p)+ε∥f∥Lp(Rn), (3.8)

其中 t(x) ∈ (1, 2) 为可测函数.

为方便使用局部光滑性估计, 实施如下转换:

ψ(λ− |t(x)ξ|) =
∫
R
ψ̌(s)e−iλseist(x)|ξ|ds

= t(x)−1

∫
R
ψ̌

(
s

t(x)

)
e−iλs/t(x)eis|ξ|ds. (3.9)

将 (3.9) 代入到 (3.7), 利用局部光滑性估计 (2.6), 注意到 1 6 t(x) 6 2 及 ψ̌ 的快速衰减性质, 容易推

出 (3.8). 这说明局部光滑性猜想 2.1 意味着极大 Bochner-Riesz 猜想.

极大 Bochner-Riesz 猜想与下面几个著名的猜想紧密相关:

猜想 3.2 [5] (Bochner-Riesz 猜想) 设 1 6 p 6 ∞. 如果 δ > δ(p), 则

∥Sδ1f∥Lp(Rn) . ∥f∥Lp(Rn). (3.10)

猜想 3.3 [5] (限制性猜想) 设 n > 2, (p, q) 满足{
(p, q) :

1

q
=
n+ 1

n− 1

1

p′
, 1 6 p <

2n

n− 1

}
, (3.11)

则

∥f̂ |S∥Lq(S,dσ) 6 C∥f∥Lp(Rn), ∀ f ∈ Lp(Rn).

猜想 3.4 (Kakeya极大函数猜想 (离散版本)) 设 Ω ⊂ Sn−1 为一组极大 δ1/2 分离的点集构成的

集合, 设 {Tω}ω∈Ω 为一列尺度为 δ−1 × δ−1/2 × · · · × δ−1/2 的长方体的集合, 其中 Tω 的方向为 ω, 则

∥∥∥∥ ∑
ω∈Ω

χTω

∥∥∥∥
L

n
n−1 (Rn)

/
( ∑
ω∈Ω

|Tω|
)n−1

n

. (3.12)

猜想 3.5 (Kakeya 猜想) 称集合 E ⊂ Rn 为 Kakeya 集, 如果 E 中包含有任意方向的单位线段,

则任一 Kakeya 集的 Hausdorff 维数是 n.
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注 3.1 上述几个猜想之间有如下联系:

局部光滑性猜想ww�Sogge

极大 Bochner-Riesz 猜想 =⇒ Bochner-Riesz 猜想ww�Tao

限制性猜想ww�Bourgain

Kakeya 极大函数猜想 =⇒ Kakeya 猜想 ,

更多的讨论可参见文献 [30–37].

4 基本工具

为了完整起见, 接下来不加证明地给出 Whitney 分解引理, 详细的讨论可参见文献 [18, 38,39].

引理 4.1 (Whitney 分解引理) 设 ξ, η ∈ Rn, 则存在唯一的二进制正方体对 (Q1, Q2) ⊂ Rn 满足
(i) ξ ∈ Q1, η ∈ Q2;

(ii) ℓ(Q1) = ℓ(Q2);

(iii) ℓ(Q1) 6 dist(Q1, Q2) 6 4
√
nℓ(Q1),

其中 ℓ(Q1) 和 ℓ(Q2) 分别表示正方体 Q1 和 Q2 的边长.

总假设 (H1) 和 (H2) 的定量版本: 对给定充分大的 N > 1, 相函数的高阶导数满足一致估计

|∂βη ∂αz ϕ(z, η)| 6
1

2
, 0 6 |β| 6 N, |α| = 2, 对所有的 (z, η) ∈ supp a. (4.1)

否则选取 A ≫ 1, 用新的相函数 Aϕ(z/A, η) 去替换 ϕ(z, η), 则对新的相函数总有 (4.1) 成立. 详细讨

论可参见文献 [18, 40–42].

设 Υx,t : η → ∂xϕ(x, t, η). 选取 ε0 充分小, 使得映射 Υx,t 在 B(e2, ε0) 上是微分同胚. 若用

Ψx,t(ξ) = Υ−1
x,t(ξ) 表示 Υx,t 的逆映射, 容易看出

∂xϕ(x, t,Ψx,t(ξ)) = ξ. (4.2)

对 (4.2) 两边关于 ξ 求导, 直接推知

[∂2x,ηϕ](x, t,Ψx,t(ξ)) ∂ξΨx,t(ξ) = Id. (4.3)

这表明

det ∂ξΨx,t(ξ) ̸= 0, ∀ (x, t) ∈ B(0, ε0), ∀ ξ ∈ Υx,t(B(e2, ε0)). (4.4)

设

q(x, t, ξ) = ∂tϕ(x, t,Ψx,t(ξ)), (4.5)

则

∂tϕ(x, t, η) = q(x, t, ∂xϕ(x, t, η)). (4.6)
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设 j = 1, 2, 考虑如下两个振荡积分算子:

W j
λf(z) =

∫
eiλϕj(z,η)aj(z, η)f(η)dη, z = (x, t) ∈ R2 × R, (4.7)

其中 ϕj 满足 (H1) 和 (H2) 以及 aj ∈ C∞
c (R3 × R2).

我们拟采用下面双线性振荡积分估计建立平方函数估计, 双线性振荡估计是 Wolff [43] 双线性限

制性定理在变系数情形下的自然推广. 特别地, 对于每一个多重指标 β ∈ N3, 假设

对于所有的 (z, η) ∈ supp a, |∂βz ϕj(z, η)| 6 Aβ , 0 6 |β| 6 N, j = 1, 2, (4.8)

我们有下面的振荡积分估计:

定理 4.1 [18] 设 j = 1, 2, ϕj 为关于变量 η 的 1- 次齐次光滑函数, 且满足条件 (H1) 和 (H2). 假

设 aj 的支集充分小, 使得在 supp aj 上 ϕj 满足 (4.6), ∂xϕj ̸= 0, 以及

rank ∂2ηηqj(x, t, ∂xϕj(x, t, η
(j))) = 1. (4.9)

此外, 对 (z, η(1)) ∈ supp a1 和 (z, η(2)) ∈ supp a2, 下面条件成立:∣∣∣∣⟨ ∂xϕj(z, η
(j))

|∂xϕj(z, η(j))|
, ∂ηq1(z, ∂xϕ1(z, η

(1)))− ∂ηq2(z, ∂xϕ2(z, η
(2)))

⟩∣∣∣∣ > c0 > 0, (4.10)

则对任意的 p > 5
3 , 总成立下面双线性振荡积分估计:

∥W 1
λfW

2
λg∥Lp(R2+1) 6 C(Aβ , ε, c0)λ

− 3
p+ε∥f∥L2(R2)∥g∥L2(R2), (4.11)

其中隐性常数只涉及有限的多重指标 β.

5 双线性方法

当 n = 2时, 利用 Beltran等 [41] 建立的最佳型 L6- 估计与平凡的 L2-估计插值,只能重新获得文

献 [22] 中的 L4-L4 相应结果. 然而, 通过双线性方法, 可以改进文献 [22] 中对应的局部光滑性估计.

定理 5.1 [44] 设 Z 和 Y 是分别满足 dimZ = 3 和 dimY = 2 的光滑紧 Riemann 流形. 假设

F ∈ Iσ−
1
4 (Z, Y ;C ), 典则关系 C 满足电影型曲率条件, 则估计

∥Ff∥Lp
loc(Z) 6 C∥f∥Lp

comp(Y ), σ < −σ(p) (5.1)

成立, 其中 2 6 p 6 6,

σ(p) =


1

8
− 1

4p
, 2 6 p 6 10

3
,

5

16
− 7

8p
,

10

3
6 p 6 6.

(5.2)

注 5.1 (i) 对 F ∈ Iσ−
1
4 (Z, Y ;C ) 而言, 以 L4-L4 估计为标准仅需要 σ < − 3

32 . 这与文献 [22] 中

的结果相比较, 正则性指标提升了 1
32 ;

(ii) 该问题也可采用多线性方法, 适当提升正则性指标, 详见文献 [45–47].
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我们沿用 Mockenhaupt 等 [22] 的策略, 证明定理 5.1 的关键因素之一是变系数 Kakeya 极大函数

估计, 这种估计曾出现在 Córdoba [48] 关于 Bochner-Riesz 乘子定理的研究工作中.

设 (y, ξ) ∈ ΠT∗Y (C ), 令

γy,ξ = {z ∈ Z : (z, ζ, y, ξ) ∈ C , 对于某些 ζ} (5.3)

是嵌入到 Z 中的光滑曲线. 取定 Z 上的光滑度量并选择 δ > 0 充分小, 定义

Rδy,ξ := {z ∈ Z : dist(z, γy,ξ) < δ}.

设 α ∈ C∞
0 (Y × Z), 令

Mδg(y) = sup
ξ∈ΠT∗

y Y (C )

1

Vol(Rδy,ξ)

∣∣∣∣ ∫
Rδ

y,ξ

α(y, z)g(z)dz

∣∣∣∣,
利用下面定理 5.2 和平凡的 L∞ → L∞ 估计进行插值, 容易推出

∥Mδ∥Lp→Lp 6 C

(
log

1

δ

) 1
2

, ∀ 2 6 p 6 ∞. (5.4)

定理 5.2 [22] 假设 Z 和 Y 分别是维数为 3 和 2 的准紧光滑流形并被赋予光滑度量. 假设典则

关系 C 满足电影型曲率条件, 则存在常数 C 使得

∥Mδg∥L2(Y ) 6 C

√
log

1

δ
∥g∥L2(Z), ∀ g ∈ L2(Z). (5.5)

类似于 Euclid 情形, 借助于变系数极大 Kakeya 函数估计 (5.5)、Littlewood-Paley 分解、尺度伸

缩 (rescaling) 技术与角分解, 可把 (5.1) 的证明归结成如下的平方函数估计:

∥Tλf∥Lp(R2+1) / λ−σ(p)
∥∥∥∥(∑

ν

|T νλ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp(R2+1)

+RapDec(λ)∥f∥Lp(R2), (5.6)

其中 
Tλ(f)(z) :=

∫
R2

eiλϕ(z,η)a(z, η)f(η)dη, ∀λ≫ 1,

Tλf(z) =
∑
ν

T νλ f(z), T νλ f(z) =

∫
R2

eiλϕ(z,η)aν(z, η)f(η)dη,

aν(z, η) := χν(η)a(z, η), a(z, η) ∈ C∞
0 (R2+1 × R2),

(5.7)

{χν(η)} 是单位圆上特征函数对应的单位分解在 R2 \ {0} 上的零齐次扩张, 满足
∑

06ν6Nλ

χν(η) ≡ 1, ∀ η ∈ R2 \ {0},

|∂αχν(η)| 6 Cαλ
|α|
2 , ∀α ∈ N2, |η| = 1.

根据振荡积分的稳定性定理, 我们可不妨假设振幅函数 a 是变量可分离的, 即

a(z, η) = a1(z)a2(η) = a1(x, t)a2(η),
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其中 a1 ∈ C∞
c (B(0, ε0)), a2 ∈ C∞

c (B(e2, ε0)).

对一般情形, 总可以通过如下变换:

Tλf(z) =

∫
R3

ei(z,ξ)
(∫

R2

eiλϕ(z,η)ψ(z)â(ξ, η)f(η)dη

)
dξ

归结成变量可分离情形. 容易看出 ξ 7→ â(ξ, η) 是 Schwartz 函数, 其中 ψ(z) 是一个具有紧支撑的光滑

函数且在 suppza 上恒等于 1.

利用 Lee [18] 建立的双线性振荡积分估计可提升文献 [22] 中的平方函数估计, 从而进一步改进满

足电影型曲率条件的 Fourier 积分算子的局部光滑性估计. 实现该目标涉及两个重要步骤, 其一是采

用Whitney分解引理和抛物尺度变换技术,把问题归结成证明与之等价的双线性平方函数估计;其二,

如何将双线性平方函数估计转化成双线性振荡积分估计, 这需要利用局部常数性质、正交性和扰动性

引理来实现这个目的.

5.1 双线性等价形式

根据上面的讨论, (5.1) 的证明归结为证明 (5.6) 在 p = 10
3 情形下对应的特例. 为此我们采用文

献 [25,39] 中发展的双线性方法与扰动方法. 扰动方法的理念意味着在物理空间尺度充分小的意义下,

振荡积分算子可以被相应的延拓算子逼近.

我们的思路是将 (5.6)转化成等价的双线性形式,以方便地使用双线性振荡积分估计.利用 Hölder

不等式, 线性估计 (5.6) 意味着双线性估计. 然而反方向的蕴涵关系需要细致的分析.

命题 5.1 假设 Ω 和 Ω′ 是分别包含 ν 和 ν′ 的两个方向集, 满足如下角向分离条件:

Ang(θν , θν′) ≈ε0 1, ∀ (ν, ν′) ∈ Ω× Ω′, (5.8)

其中 Ang(θν , θν′) 刻画扇形 θν 与 θν′ 之间的夹角. 设 T νλ 是 (5.7) 中定义的算子, 其中相函数 ϕ 满足

条件 (H1)、(H2) 和 a ∈ C∞
c (R3 ×R2). 如果对于任意的函数 g 和 h, 在不计余项 RapDec(λ) 的情形下,∥∥∥∥∑

ν∈Ω

T νλ g
∑
ν′∈Ω′

T ν
′

λ h

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1)

/ λ1/10
∥∥∥∥(∑

ν∈Ω

|T νλ g|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1)

∥∥∥∥( ∑
ν′∈Ω

|T ν
′

λ h|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1)

, (5.9)

其中隐性常数依赖于 (4.10) 中的常数 c0 和有限 β 的常数 Aβ , 则有 (5.6), 其中 p = 10
3 .

证明 首先在二进制框架下, 对两扇形区域的笛卡尔积所构成的集合实施非齐次 Whitney 分解,

使得二进尺度落在 (λ−1/2, 1) 上. 其次分离出远离对角线且落在相同二进尺度中的双线性项. 为了利

用引理中的假设, 最后采用抛物尺度伸缩技术把落在相同尺度中双线性项化成引理 5.1 中出现的标准

情形.

第 1 步 正交性技术

设 j0 是使得 2j0 6 λ1/2 成立的最大整数. 对任意的 j ∈ Z 满足 | log2 ε0| 6 j 6 j0, 用 {θj,ℓ}ℓ 表
示尺度为 ≈ 2−j 的扇形构成的集合, 其中 ℓ ∈ {1, 2, . . . , ℓj}. 设 ℓj ≈ 2j , 对任意的 ℓ, 记 θj,ℓ 是包含

≈ 2−jλ1/2 个连续扇形 θν 的集合.

对集合 C(e2, ε0)× C(e2, ε0) 做如下 Whitney 分解:

C(e2, ε0)× C(e2, ε0)
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=

( ∪
j:ε−1

0 62j6ε302j0

∪
Ang(θj,ℓ,θj,ℓ′ )≈2−j

θj,ℓ × θj,ℓ′

)
∪
( ∪

Ang(θj0,ℓ,θj0,ℓ′ )6ε−3
0 2−j0

θj0,ℓ × θj0,ℓ′

)
,

其中 Ang(θj,ℓ, θj,ℓ′) ≈ 2−j 表示 2−(j+1) 6 Ang(θj,ℓ, θj,ℓ′) 6 2−(j−1).

对 1 6 ℓ 6 ℓj , 令

χj,ℓ(η) =
∑

ν: θν⊂θj,ℓ

χν(η), aj,ℓ(x, t, η) = χj,ℓ(η)a(x, t, η).

定义

(T j,ℓλ f)(x, t) =

∫
eiλϕ(x,t,η)aj,ℓ(x, t, η)f(η)dη. (5.10)

简单计算有

((Tλf)(x, t))
2 =

∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj0

(T j0,ℓλ f)(x, t)(T j0,ℓ
′

λ f)(x, t)

+
∑

j: ε−1
0 62j6ε302j0

∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj

(T j,ℓλ f)(x, t)(T j,ℓ
′

λ f)(x, t), (5.11)

其中 Λj 表示所有满足条件 Ang(θj,ℓ, θj,ℓ′) ≈ 2−j , ε−1
0 6 2j 6 ε302

j0 的指标 (ℓ, ℓ′)的集合, Λj0 表示所有

满足条件 Ang(θj0,ℓ, θj0,ℓ′) 6 ε−3
0 2−j0 的指标 (ℓ, ℓ′) 的集合. 由 Minkowski 不等式得

∥Tλf∥2
L

10
3

x,t

= ∥(Tλf)2∥
L

5
3
x,t

6
∥∥∥∥ ∑

(ℓ,ℓ′)∈Λj0

(T j0,ℓλ f)(T j0,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3
x,t

+
∑

j: ε−1
0 62j6ε302j0

∥∥∥∥ ∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj

(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3
x,t

. (5.12)

对 (5.12) 不等式右端第一项而言, 注意到每个 θj0,ℓ 仅包含有限多 θν , 根据 Schur 准则, 有∥∥∥∥ ∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj0

(T j0,ℓλ f)(T j0,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1

x,t )

.
∥∥∥∥(∑

ν

|T νλ (f)|2
) 1

2
∥∥∥∥2
L

10
3 (R2+1

x,t )

.

下面利用条件 (5.9) 实施 (5.12) 的估计. 在不计余项 RapDec(λ) 的意义下, 通过充分开发正交性

质证明不等式 ∥∥∥∥ ∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj

(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1

x,t )

/
( ∑

(ℓ,ℓ′)∈Λj

∥(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)∥
5
3

L
5
3 (R2+1

x,t )

) 3
5

(5.13)

成立.

下面采用 Lee [18] 的方法证明. 设 ψ(x) 是支撑在 B(0, ε0) 上的光滑函数, 令 ψµj (x) := ψ(2jx− µ),

则有 ∑
µ∈ε0Z2

ψµj (x) ≡ 1. (5.14)
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令 Φ(x, t, η, η′) = ϕ(x, t, η) + ϕ(x, t, η′), 定义

Pµ,jλ,ℓ,ℓ′(ξ, t, η, η
′) =

∫
eiλΦ(x,t,η,η′)−ix·ξAλ,jℓ,ℓ′(x, t, η, η

′)ψµj (x)dx,

Aµ,j
λ,ℓ,ℓ′(f)(x, t) = ψµj (x)

∫∫
eiλΦ(x,t,η,η′)Aλ,jℓ,ℓ′(x, t, η, η

′)f(η)f(η′)dηdη′,

其中

Aλ,jℓ,ℓ′(x, t, η, η
′) = aj,ℓλ (x, t, η)aj,ℓ

′

λ (x, t, η′).

记 r = |η|, r′ = |η′|, 用 κℓj 和 κℓ
′

j 分别表示 θj,ℓ 和 θj,ℓ′ 的中心. 注意到 ψµj (x) 的支集性质及锥条件, 有

∂x(λΦ(x, t, η, η
′)− xξ) = λ∂xΦ(2

−jµ, t, rκℓj , r
′κℓ

′

j )− ξ +O(λ2−j).

对 (ℓ, ℓ′) ∈ Λj , ∠(η, κℓj) 6 ε02
−j 和 ∠(η′, κℓ′j ) 6 ε02

−j , 由分部积分推出映射 ξ → Pµ,jλ,ℓ,ℓ′(ξ, t, η, η
′) 在长

方形

Rµ,j
λ,ℓ(t) := {ξ ∈ R2 : |ξ − λr∂xϕ(2

−jµ, t, κℓj)| / λ2−j , r ∈ (2− 2ε0, 2 + 2ε0)}

之外快速衰减. 由 λεRµ,j
λ,ℓ(t) 可以诱导定义一个光滑的 bump 函数 Rµ,jλ,ℓ(ξ, t), 从而有

∥(Id−Rµ,jλ,ℓ(Dx, t))Aµ,j
λ,ℓ,ℓ′(f)(t, ·)∥L10/3(R2

x)
. RapDec(λ)∥f∥2L10/3(R2). (5.15)

因为函数 Rµ,jλ,ℓ(ξ, t) 关于变量 ξ 的支集包含在 λεRµ,j
λ,ℓ 内, 且相函数满足非退化性质, 我们推出, 对固

定的 λεRµ,j
λ,ℓ , 至多存在 ≈ λε 同形集合与之相交. 利用该有限重叠性质, 在不计快速衰减项的情形下,

成立 ∥∥∥∥ ∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj

(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1

x,t )

/
( ∑

(ℓ,ℓ′)∈Λj

∥(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)∥
5
3

L
5
3 (R2+1

x,t )

) 3
5

. (5.16)

现在回归 (5.13) 的证明. 在相差一可忽略项的意义下, 仅需证明如下不等式:

∥(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)∥L5/3(R2+1
x,t )

/ (λ2−2j)
1
10

∥∥∥∥( ∑
ν:θν⊂θj,ℓ

|T νλ (f)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1

x,t )

∥∥∥∥( ∑
ν′:θν′⊂θj,ℓ′

|T ν
′

λ (f)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1

x,t )

. (5.17)

事实上, 把 (5.17) 代入到 (5.13), 利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 ℓ2 ↪→ ℓ10/3, 在不计余项 RapDec(λ)

的情形下, 有 ∥∥∥∥ ∑
(ℓ,ℓ′)∈Λj

(T j,ℓλ f)(T j,ℓ
′

λ f)

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1

x,t )

/ (λ2−2j)
1
10

∥∥∥∥(∑
ν

|T νλ (f)|2
) 1

2
∥∥∥∥2
L

10
3 (R2+1

x,t )

.

上式两边对 j 求和, 得到了 (5.6).

第 2 步 抛物尺度伸缩变换

这一步将利用条件 (5.9)完成 (5.17)的证明. 为此需要抛物尺度变换技术和验证角向分离条件等.

设 ηj,ℓ 为 θj,ℓ 的中心, 令 αℓj = ηj,ℓ1 /ηj,ℓ2 . 对任意 η ∈ θj,ℓ, 容易看出∣∣∣∣η1η2 − αℓj

∣∣∣∣ 6 2−j .
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通过变量替换 η1 → αℓjη2 + η1, 把 θj,ℓ 的中心旋转到坐标轴 e2 上. 相应地对空间变量 x 作如下变量

替换: 
x1 + αℓjt = x

(1)
1 ,

αℓjx1 + x2 +
1

2
(αℓj)

2t = x
(1)
2 ,

t = t(1),

(5.18)

其中 x(1) := (x
(1)
1 , x

(1)
2 ). 注意到变换 (5.18) 是微分同胚, 用 Φ(1)(x(1), t(1)) 表示 (5.18) 中的逆映射. 在

新坐标系下, 相函数 ϕ 变换成

ϕ(1)(x(1), t(1), η) = ⟨x(1), η⟩+ 1

2
t(1)

η21
η2

+ η2E1
(
x(1), t(1),

η1
η2

+ αℓj

)
, (5.19)

其中

E1
(
x(1), t(1),

η1
η2

+ αℓj

)
= E

(
Φ(1)(x(1), t(1)),

η1
η2

+ αℓj

)
.

然后, 对 E1(x(1), t(1), η1/η2 + αℓj) 按照如下方式进行 Taylor 展开:

E1
(
x(1), t(1),

η1
η2

+ αℓj

)
= E1(x(1), t(1), αℓj) + ∂sE1(x(1), t(1), αℓj)

η1
η2

+
1

2
∂2sE1(x(1), t(1), αℓj)

(
η1
η2

)2

+
1

2

∫ 1

0

∂3sE1
(
x(1), t(1), s

η1
η2

+ αℓj

)(
η1
η2

)3

(1− s)2ds.

利用坐标变换 
x
(1)
1 + ∂sE1(x(1), t(1), αℓj) = x

(2)
1 ,

x
(1)
2 + E1(x(1), t(1), αℓj) = x

(2)
2 ,

1

2
t(1) +

1

2
∂2sE1(x(1), t(1), αℓj) =

1

2
t(2),

(5.20)

用 Φ(2)(x(2), t(2)) 表示 (5.20) 中的逆映射, (5.19) 中的相函数变成

ϕ(2)(x(2), t(2), η) = ⟨x(2), η⟩+ 1

2
t(2)

η21
η2

+ E2
(
x(2), t(2),

η1
η2

)
, (5.21)

其中

E2
(
x(2), t(2),

η1
η2

)
=

1

2

∫ 1

0

∂3sE
(
Φ(1) ◦ Φ(2)(x(2), t(2)), s

η1
η2

+ αℓj

)(
η1
η2

)3

(1− s)2ds. (5.22)

通过伸缩变换 η1 → 2−jη1, 相应的振幅函数变成

aj,ℓ2 (x(2), t(2), η) = a(Φ(1) ◦ Φ(2)(x(2), t(2)), 2−jη1 + αℓjη2, η2)χj,ℓ(α
ℓ
jη2 + 2−jη1, η2),

aj,ℓ,ℓ
′

2 (x(2), t(2), η) = a(Φ(1) ◦ Φ(2)(x(2), t(2)), 2−jη1 + αℓjη2, η2)χj,ℓ′(α
ℓ
jη2 + 2−jη1, η2),

861



高传伟等: Fourier 积分算子的局部光滑性及其相关研究

其中二者关于变量 η 的支集分别包含在
D1 =

{
η :

∣∣∣∣η1η2
∣∣∣∣ 6 ε0

4
, |η2 − 1| 6 ε0

}
,

D2 =

{
η′ :

∣∣∣∣η′1η′2 − αℓ,ℓ
′

j

∣∣∣∣ 6 ε0
4
, |η′2 − 1| 6 ε0

}
中, 这里

αℓ,ℓ
′

j = 2j
(
ηj,ℓ

′

1

ηj,ℓ
′

2

− ηj,ℓ1

ηj,ℓ2

)
.

容易看出 |αℓ,ℓ
′

j | > ε0, 且 |αℓ,ℓ
′

j | 不依赖于 j、ℓ 和 ℓ′. 因此, (5.17) 的证明归结为证明

∥T j,ℓ
λ fT j,ℓ,ℓ′

λ f∥
L

5
3 (R3)

. (λ2−2j)
1
10

∥∥∥∥( ∑
ν:θν⊂θj,ℓ

|T ν
λ f |2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

∥∥∥∥( ∑
ν′:θν′⊂θj,ℓ′

|T ν′

λ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

, (5.23)

其中

T j,ℓ
λ f =

∑
ν:θν⊂θj,ℓ

T ν
λ f, T j,ℓ,ℓ′

λ f =
∑

ν:θν′⊂θj,ℓ′

T ν′

λ f,

T j,ℓ
λ f(x(2), t(2)) =

∫
eiλϕ

(3)(x(2),t(2),η)aj,ℓ2 (x(2), t(2), η)f(η)dη,

T j,ℓ,ℓ′

λ f(x(2), t(2)) =

∫
eiλϕ

(3)(x(2),t(2),η)aj,ℓ,ℓ
′

2 (x(2), t(2), η)f(η)dη,

T ν
λ f(x

(2), t(2)) =

∫
eiλϕ

(3)(x(2),t(2),η)aν2(x
(2), t(2), η)f(η)dη,

aν2(x
(2), t(2), η) = a(Φ(1) ◦ Φ(2)(x(2), t(2)), 2−jη1 + αℓjη2, η2)χν(α

ℓ
jη2 + 2−jη1, η2),

相函数为

ϕ(3)(x(2), t(2), η) = 2−jx
(2)
1 η1 + x

(2)
2 η2 + 2−2jt(2)η21(2η2)

−1 + η2E2
(
x(2), t(2), 2−j

η1
η2

)
. (5.24)

设 {Rµ}µ是尺度 ∼ 2−j×2−2j 的长方形所构成的集合,要求这些长方形集合覆盖球 B(0, ε0) ⊂ R2.

对每个 µ, 用 xµ 表示 Rµ 的中心, Rε0µ = Rµ × (−ε0, ε0). 对 B(0, ε0) ⊂ R3, 有

Bε0 := B(0, ε0) ⊂
∪
µ

Rε0µ . (5.25)

因此, 对每个 Rε0µ , 仅需证明

∥T j,ℓ
λ fT j,ℓ,ℓ′

λ f∥
L

5
3 (R

ε0
µ )

. (λ2−2j)
1
10

∥∥∥∥( ∑
ν:θν⊂θj,ℓ

|T ν
λ f |2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (w

R
ε0
µ

)

∥∥∥∥( ∑
ν′:θν⊂θj,ℓ′

|T ν′

λ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (w

R
ε0
µ

)

, (5.26)

其中隐形常数关于 µ 是一致有界的. 事实上, 注意到∑
µ

wRε0
µ

= wBε0
,
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(5.26) 的两边对所有 µ 进行求和, 利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 我们得到 (5.23).

通过变量替换 x(2) → xµ + (2−j x̃1, 2
−2j x̃2), t→ t̃, (5.26) 可归结为证明

∥T̃ j,ℓ
λ2−2jf T̃ j,ℓ,ℓ′

λ2−2jf∥
L

5
3 (Bε0 )

. (λ2−2j)
1
10

∥∥∥∥( ∑
ν:θν⊂θj,ℓ

|T̃ ν
λ2−2jf |2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wBε0

)

∥∥∥∥( ∑
ν′:θν′⊂θj,ℓ′

|T̃ ν′

λ2−2jf |2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (wBε0

)

, (5.27)

其中 T̃ j,ℓ
λ2−2jf 和 T̃ j,ℓ,ℓ′

λ2−2jf 中的相函数和振幅函数分别为
ϕ̃j(x̃, t̃, η) = x̃η +

1

2
t̃
η21
η2

+ 22jη2E2
(
xµ + (2−j x̃1, 2

−2j x̃2), t, 2
−j η1
η2

)
,

ãj,ℓ(x̃, t̃, η) = aj,ℓ2 (xµ + (2−j x̃1, 2
−2j x̃2), t̃, η),

ãj,ℓ,ℓ
′
(x̃, t̃, η) = aj,ℓ,ℓ

′

2 (xµ + (2−j x̃1, 2
−2j x̃2), t̃, η).

(5.28)

我们将会看到 (4.10) 中的常数不依赖于 j, 有限多的 Aβ 是一致有界的. 注意到余项 E2 在

∥∂βz ϕ̃j − ∂βz ϕ∞∥L∞ → 0, j → ∞, |β| 6 N (5.29)

意义下收敛, 从 (5.22) 容易得到

ϕ̃∞ = xη +
t

2

η21
η2
. (5.30)

利用 (5.9), 只需把 λ 替换成 λ2−2j , 就能得到 (5.27).

5.2 双线性振荡积分的应用

根据前面讨论, 从命题 5.1 推出 (5.6). 因此, 本小节的主要任务是证明 (5.9). 证明的方式是双线

性振荡积分估计技术. 定义伸缩函数 ϕλ 和 aλ 分别为

ϕλ(z, η) := λϕ

(
z

λ
, η

)
, aλ(z, η) := a

(
z

λ
, η

)
. (5.31)

相应地定义 Tλ 为

(Tλf)(z) := (Tλf)

(
z

λ

)
=

∫
eiϕ

λ(x,t,η)aλ(x, t, η)f(η)dη. (5.32)

按照上述的方法做角向分解, Tλf 可以写成

Tλf(z) =
∑
ν

T ν
λ f(z),

T ν
λ f(z) =

∫
eiϕ

λ(x,t,η)aνλ(x, t, η)f(η)dη,

(5.33)

其中振幅函数 aνλ 定义为 aνλ(z, η) = aλ(z, η)χν(η). 在伸缩后的相函数和振幅函数的框架下, 我们可以

重新表述 (5.9) 如下:

命题 5.2 设 (Ω,Ω′) 满足 (5.8) 中的角向分离条件. 在不计可忽略的余项的情形下, 有∥∥∥∥∑
ν∈Ω

T ν
λ f

∑
ν′∈Ω′

T ν′

λ f

∥∥∥∥
L

5
3 (R2+1)

/ λ
1
10

∥∥∥∥(∑
ν∈Ω

|T ν
λ f |2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1)

∥∥∥∥( ∑
ν′∈Ω′

|T ν′

λ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (R2+1)

. (5.34)
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定义 5.1 (局部常数性质) 对于 n > 1, 给定函数 F : Rn → [0,∞). 如果 |x − y| 6 C0ρ, 就有

F (x) ≈ F (y), 其中, ≈ 中的隐性常数可以依赖结构常数 C0, 则称 F 在尺度 ρ 上满足局部常数性质.

定义延拓性算子

Ef(x, t) :=

∫
R2

ei(xη+th(η))a2(η)f(η)dη, (5.35)

其中 h(η) 是齐次度为 1 并在原点之外光滑的函数, 满足

rank ∂2ηηh = 1, 对所有的 η ∈ supp a2. (5.36)

对于 r > 1, 如果 f 是支撑在 η0 ∈ supp a2 的 r−1 邻域内, 则 supp Êf 的支集同样包含在半径为

r−1 的球内. 由不确定性原理, 可粗略认为 |Ef | 在尺度为 r 的球内满足局部常数性质. 然而对振荡积

分算子 Tλ 而言, 上述性质未必成立. 虽然如此, 在不计相旋转及可忽略余项意义下, 仍可重新获得局

部常数性质.

引理 5.1 [49] 对 (5.32)定义的算子 Tλ 而言,一定存在一个快速衰减的光滑函数 ϱ : R3 → [0,∞):

supp ϱ̂ ⊂ B(0, 1), 使得对任意 ε > 0, 1 6 r 6 λ1−ε, f 支撑在一个中心为 η̄、尺度为 r−1 的正方形内,

对所有 z ∈ R3,

e−iϕλ(z,η̄)Tλf(z) = ([e−iϕλ(·,η̄)Tλf(·)] ∗ ϱr)(z) + RapDec(λ)∥f∥
L

10
3 (R2)

(5.37)

成立, 其中 ϱr(z) = r−3ϱ(z/r).

注 5.2 选取合适的函数 ϱ 使其在尺度为 1 的球上满足局部常数性质. 我们可以视 ϱr 在尺度为

r 的球上为常数.

证明 由 suppf ⊂ B(η̄, r−1), 有

[e−iϕλ(·,η̄)Tλf ]
∧(ξ) =

∫
R2

Kλ(ξ, η)f(η)dη, (5.38)

其中核函数 Kλ 可表示为

Kλ(ξ, η) = λ3
∫
R3

e−iλ(⟨z,ξ⟩)−ϕ(z,η)+ϕ(z,η̄)a(z, η)dz. (5.39)

注意到

|∂zϕ(z, η)− ∂zϕ(z, η̄)| . r−1, (z, η) ∈ suppz,ηa(z, η),

根据驻相分析方法, 若 |ξ| > r−1, 则利用分部积分, 可得

|Kλ(ξ, η)| 6 λ−N (1 + |ξ|)−4.

设 ϱ 为 R3 上的 Schwartz 函数, 满足对于 |ξ| 6 C 有 ϱ̂(ξ) = 1. 由 (5.38), 得到

[e−iϕλ(·,η̄)Tλf ]
∧(ξ)ϱ̂r(ξ) + λ−N (1 + |ξ|)−(n+1)∥f∥

L
10
3 (R2)

,

由此推出 (5.37).

为了证明命题 5.2, 我们需要充分开发局部常数性质. 为此, 对映射 η → aνλ(z, η) 的支集进行径向

分解. 设 ρ ∈ C∞
c (R2) 满足 ∑

j∈Z2

ρ(η − j) ≡ 1, η ∈ R2. (5.40)
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令 ε > 0 足够小, Q = {Qk}k 是一组边长为 λ1/2−ε 的方体, 方体中心落在格点 λ1/2−εZ2+1 上. 记每个

Qk ∈ Q 的中心为 zk, 令

T ν,j
λ,k f(z) =

∫
eiϕ

λ(z,η)aν,jλ,k(z, η)f(η)dη,

aν,jλ,k(z, η) = aνλ(z, η)ρ(λ
1
2−

ε
2 ∂xϕ

λ(zk, η)− j),

则 η → aν,jλ,k(z, ·) 的支集是包含在一个边长 ≈ λ−1/2+ε/2 的方体内, 记该方体为 Dν,j
k . 我们得到

Tλf(z) |z∈Qk
=

∑
ν,j

T ν,j
λ,k f(z), T ν

λ f(z) |z∈Qk
=

∑
j

T ν,j
λ,k f(z). (5.41)

设 ην,jk 是 Dν,j
k 的中心, 余下部分固定 R = λ1/2−ε/2, 则证明命题 5.2 的关键是建立如下的离散双线性

平方函数估计.

命题 5.3 设 Qk ∈ Q, (ν, ν′) ∈ Ω× Ω′ 满足 (5.8) 中的角向分离条件, 则∥∥∥∥∑
ν,j

eiϕ
λ(z,ην,jk )cν,j

∑
ν′,j′

eiϕ
λ(z,ην

′,j′
k )cν

′,j′
∥∥∥∥
L

5
3 (Qk)

/ λ

(∑
ν,j

|cν,j |2
) 1

2
(∑
ν′,j′

|cν
′,j′ |2

) 1
2

. (5.42)

证明 不失一般性, 假设 zk = 0, 通过变换 ψλ(z, η) = ϕλ(z, η)− ϕλ(0, η) 规范化相函数. 设

bν,jk (z, η) =

(∫
Dν,j

k

ei[ψ
λ(z,η)−ψλ(z,ην,jk )]dη

)−1

χDν,j
k

(η), (5.43)

其中 χDν,j
k
表示 Dν,j

k 的特征函数. 容易看出, 对于充分大的 λ, 有

|bν,jk (z, η)| 6 R2, |∂αz b
ν,j
k (z, η)| 6 R2−|α|, ∀ z ∈ Qk. (5.44)

我们的目标转化为估计∥∥∥∥(∫
eiψ

λ(z,η)
∑
ν,j

bν,jk (z, η)cν,jdη

)(∫
eiψ

λ(z,η′)
∑
ν′,j′

bν
′,j′

k (z, η′)cν
′,j′dη′

)∥∥∥∥
L

5
3 (Qk)

.

设

Bk(z, η, η
′) =

∑
ν,j

∑
ν′,j′

cν,jbν,jk (z, η) cν
′,j′bν

′,j′

k (z, η′), (5.45)

由微积分基本定理, 可以得到

Bk(z, η, η
′) = Bk(0, η, η

′) +

∫ x1

0

∂Bk
∂u1

((u1, 0, 0), η, η
′)du1

+ · · ·+
∫ x1

0

∫ x2

0

∫ t

0

∂3Bk
∂u1∂u2∂u3

(u, η, η′)du. (5.46)

选取 Bk(0, η, η
′) 作为例子, 其他情形的证明是类似的. 注意到

Bk(0, η, η
′) =

∑
ν,j

cν,jbν,jk (0, η)
∑
ν′,j′

cν
′,j′bν

′,j′

k (0, η′), (5.47)

于是仅需估计∥∥∥∥(∫
eiψ

λ(z,η)
∑
ν,j

cν,jbν,jk (0, η)dη

)(∫
eiψ

λ(z,η′)
∑
ν′,j′

cν
′,j′bν

′,j′

k (0, η′)dη′
)∥∥∥∥

L
5
3

. (5.48)
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根据定理 4.1, 假设相函数 ψλ(z, η) 和 ψλ(z, η′) 满足 (4.10), 则 (5.48) 可以被下式控制:∥∥∥∥∑
ν,j

cν,jbν,jk (0, ·)
∥∥∥∥
L2

∥∥∥∥∑
ν′,j′

cν
′,j′bν

′,j′

k (0, ·)
∥∥∥∥
L2

/ Cλ

(∑
ν,j

|cν,j |2
) 1

2
(∑
ν′,j′

|cν
′,j′ |2

) 1
2

.

下面利用角向分离条件 (5.8) 验证假设条件 (4.10). 事实上, 通过变量替换 z → λz, 仅需要验证 η

和 η′ 满足 (5.8), 则 ψ(z, η) 和 ψ(z, η′) 就满足 (4.10), 其中

ψ(x, t, η) = ϕ(x, t, η)− ϕ(0, η). (5.49)

注意到 ϕ(x, t, η) 具有 (1.14) 中的形式, 即
ϕ(x, t, η) = ⟨x, η⟩+ t

2

(
η21
η2

)
+ η2E

(
x, t,

η1
η2

)
,

E(z, s) = O(|(x, t)|2s2 + (|x|+ |t|)|s|3).

由于 ϕ(0, η) 不依赖于 (x, t), 因此可以忽略此项的影响.

为了确保 (4.10), 对变量 η 实施角向变换来消除角向分离的尺度对 ε0 的依赖. 不失一般性, 可以

假设 suppη a(z, ·) 包含 e2, 一般情形可以通过命题 5.1 的证明方法处理.

在变量替换 η1 → ε0η1 下, 只需考虑 η 和 η′ 分别包含在

D1 =

{
η = (η1, η2) ∈ R2 :

∣∣∣∣η1η2
∣∣∣∣ 6 1

10
, |η2 − 1| 6 ε0

}
,

D2 =

{
η′ = (η′1, η

′
2) ∈ R2 :

∣∣∣∣η′1η′2 − 1

2

∣∣∣∣ 6 1

10
, |η′2 − 1| 6 ε0

}
中的情形, 此时相函数变成

ϕ(x, t, η) = ε0x1η1 + x2η2 +
t

2
ε20
η21
η2

+ η2E
(
x, t, ε0

η1
η2

)
. (5.50)

设 {Rµ}µ 是一组两两互不相交的边长为 ε0 × ε20 的长方形, 对每个 µ, 用 xµ 表示 Rµ 的中心. 为了简

单起见, 用 Rε0µ 表示长方体 Rµ × (−ε0, ε0).
通过变量替换 x→ xµ + (ε0x1, ε

2
0x2), 用 ε20λ 替换 λ, 不计余项的影响, 在新坐标系下, (5.50) 将转

化成

ϕ(x, t, η) = x · η + t

2

η21
η2

+ ε−2
0 η2E

(
xµ + (ε0x1, ε

2
0x2), t, ε0

η1
η2

)
. (5.51)

注意到 (xµ + (ε0x1, ε
2
0x2), t) ∈ B(0, 2ε0) ⊂ R3 以及 ε0 充分小, 直接计算得

∇xϕ(x, t, η) = η +O(ε0|η|2) +O(ε0|η|3),

∂2x,ηϕ(x, t, η) = Id +O(ε0|η|),

∂tϕ(x, t, η) =
1

2

η21
η2

+O(ε0|η|2) +O(ε0|η|3).

由 (4.6) 推知,

∇η∂tϕ(x, t, η) = (∇ηq)(x, t, ∂xϕ(x, t, η)) ∂
2
xηϕ(x, t, η),
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进而,

(∇ηq)(x, t, ∂xϕ(x, t, η)) =

(
η1
η2
,− η21

2η22

)
+O(ε0|η|).

所以, 选取 ε0 充分小, 对 η ∈ D1 和 η′ ∈ D2, 有

(4.10) 的左边 ≈
∣∣∣∣η1η2 − η′1

η′2

∣∣∣∣2 +O(ε0) ≈ 1, (5.52)

这验证了 (4.10).

现在转向命题 5.2 的证明. 对给定的 R = λ1/2−ε/2, ϱR 在尺度为 R 的球上可视为常数. 对于

z ∈ Qk, 记

H ν,j
λ,k f(z) = e−iϕλ(z,ην,jk )T ν,j

λ,k f(z).

根据命题 5.1 及 suppηa
ν,j
λ,k(z, ·) 的紧支集性质, 容易看出

∑
Qk∈Q

∥∥∥∥∑
ν,j

eiϕ
λ(·,ην,jk )(H ν,j

λ,k f) ∗ ϱR
∑
ν′,j′

eiϕ
λ(·,ην

′,j′
k )(H ν′,j′

λ,k f) ∗ ϱR
∥∥∥∥ 5

3

L
5
3 (Qk)

/ λ
1
10

( ∑
Qk∈Q

∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2
∥∥∥∥ 10

3

L
10
3 (wQk

)

) 1
2
( ∑
Qk∈Q

∥∥∥∥(∑
ν′,j′

|T ν′,j′

λ,k f |2
) 1

2
∥∥∥∥ 10

3

L
10
3 (wQk

)

) 1
2

. (5.53)

事实上, 由 Minkowski 不等式和 ϱR 的局部常数性质, 可得∥∥∥∥∫∫ ϱR(z − y)ϱR(z − y′)

∣∣∣∣ ∑
ν,ν′,j,j′

eiϕ
λ(z,ην,jk )H ν,j

λ,k f(y)e
iϕλ(z,ην

′,j′
k )H ν′,j′

λ,k f(y′)

∣∣∣∣dydy′∥∥∥∥
L

5
3 (Qk)

.

选取任意的 z̄ ∈ Qk, 上式可被∫∫ ∥∥∥∥∑
ν,j

eiϕ
λ(z,ην,jk )H ν,j

λ,k f(y)
∑
ν′,j′

eiϕ
λ(z,ην

′,j′
k )H ν′,j′

λ,k f(y′)

∥∥∥∥
L

5
3 (Qk)

ϱR(z̄ − y)ϱR(z̄ − y′)dydy′

控制.

利用引理 5.3, 上式可被

λ

∫∫ (∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f(z̄ − y)|2

) 1
2
(∑
ν′,j′

|T ν′,j′

λ,k f(z̄ − y′)|2
) 1

2

ϱR(y)ϱR(y
′)dydy′ (5.54)

控制. 通过对变量 z̄ 在 Q1 上取平均并忽略余项 RapDec(λ) 的影响, (5.54) 可以被

λ
1
10

∫ ∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f(z̄ − y)|2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3

z̄ (Qk)

ϱR(y)dy

∫ ∥∥∥∥(∑
ν′,j′

|T ν′,j′

λ,k f(z̄ − y′)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3

z̄ (Qk)

ϱR(y
′)dy′

控制. 由 Hölder 不等式, 有∫ ∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f(z̄ − y)|2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3

z̄ (Qk)

ϱR(y)dy .
(∫ (∑

ν,j

|T ν,j
λ,k f(z)|

2

) 5
3

wQk
(z)dz

) 3
10

,

这里用到了 ∫
R3

wQk
(z + y)ϱR(y)dy / wQk

(z).
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对 Qk ∈ Q 求和并应用 Cauchy-Schwarz 不等式, 可得 (5.53).

若能证明∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

/
∥∥∥∥(∑

ν

|T ν
λ f |2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

+RapDec(λ)∥f∥
L

10
3 (R2)

, (5.55)

则意味着 (5.34) 成立, 从而完成了命题 5.2 的证明. 因此, 下面的任务就是证明 (5.55).

5.3 径向黏合

本小节致力于证明 (5.55). 主要想法是, 在充分小的空间尺度内, 用延拓算子 E 逼近振荡积分算

子 Tλ. 假设 δ > 0 和 1 6 K 6 λ1/2−δ, 对 ϕλ 在点 z̄ 附近实施 Taylor 展开, 然后进行变量替换:

η → Ψλ(z̄, η) := Ψ(z̄/λ, η), 容易推出

Tλf(z) =

∫
R2

ei(⟨z−z̄,∂zϕ
λ(z̄,Ψλ(z̄,η))⟩+εz̄λ(z−z̄,η))aλ,z̄(z, η)fz̄(η)dη, 对于 |z − z̄| 6 K, (5.56)

其中

fz̄ := eiϕ
λ(z̄,Ψλ(z̄,·))f ◦Ψλ(z̄, ·),

aλ,z̄(z, η) = aλ(z,Ψ
λ(z̄, η))|det ∂ηΨλ(z̄, η)|.

对于 |v| 6 K,

εz̄λ(v, η) =
1

λ

∫ 1

0

(1− s)

⟨
(∂2zzϕ)

(
z̄ + sv

λ
,Ψλ(z̄, η)

)
v, v

⟩
ds. (5.57)

根据 (4.1), 对任意 λ≫ 1, 有

sup
(v,η)∈B(0,K)×suppηaλ,z̄

|∂βη εz̄λ(v, η)| 6 1, ∀ |v| 6 K, (5.58)

其中 β ∈ N2, |β| 6 N . 鉴于 (4.2), 得到

⟨z, ∂zϕλ(z̄,Ψλ(z̄, η))⟩ = xη + thz̄(η), hz̄(η) := (∂tϕ
λ)(z̄,Ψλ(z̄, η)). (5.59)

注意到相函数 a(z, η) = a1(z)a2(η) 的假设, 不计空间变量的影响, 在 z̄ 的一个充分小的邻域上, 我们

可用延拓算子 Ez̄:

Ez̄g(z) :=

∫
R2

ei(xη+thz̄(η))a2,z̄(η)g(η)dη (5.60)

逼近 Tλ, 其中

a2,z̄(η) = a2(Ψ
λ(z̄, η))|det ∂ηΨλ(z̄, η)|.

注意到 hz̄(η) 是 1 次齐次函数且满足

rank ∂2ηηhz̄ = 1, ∀ η ∈ supp a2,z̄. (5.61)

考虑到 a 支集的有界性和 (4.3), 我们可以假设 ∂2ηηhz̄(η) 的非零特征值不依赖于 z̄.

为了说明 (5.55), 需要建立下面两个引理.
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引理 5.2 设 zk 为 Qk 的中心, 定义延拓算子 Eν,jzk 如下:

Eν,jzk g(z) :=

∫
R2

ei(⟨x,η⟩+thzk
(η))ρ(λ

1
2−

ε
2 η − j)aν2,zk(η)g(η)dη, (5.62)

其中 ρ 满足 (5.40),

aν2,zk(η) = aν2(Ψ
λ(zk, η))|det ∂ηΨλ(zk, η)|,

则 ∥∥∥∥(∑
ν,j

|Eν,jzk g|
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0 )

/
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzkg|
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0 )

+RapDec(λ)∥g∥
L

10
3
. (5.63)

下面引理说明, 在充分小的空间区域内, 从某种意义上 Tλ 可视为 Ez̄. 下面引理中的一个弱形式

出现在文献 [41] 中. 它对分离性不等式是适用的, 然而对于平方函数不等式是失效的. 为此需要如下

改进的点态估计版本.

引理 5.3 设 0 < δ 6 1/2 和 1 6 K 6 λ1/2−δ. 假设 (4.1) 成立, 则对任意 N , 只要 |v| 6 K, 就有

|Tλf(z̄ + v)| 6 |Ez̄fz̄(v)|+
(
3

π

)N ∑
ℓ∈Z2\{0}

|ℓ|−N |Ez̄(fz̄ei⟨4πℓ,·⟩)(v)|, (5.64)

|Ez̄fz̄(v)| 6 |Tλf(z̄ + v)|+
(
3

π

)N ∑
ℓ∈Z2\{0}

|ℓ|−N |Tλ[e
i⟨4πℓ,(∂xϕλ)(z̄,·)⟩f ](z̄ + v)|. (5.65)

先承认引理 5.2 和 5.3, 我们来完成 (5.55) 的证明. 设 zk 是 Qk 的中心, 由 (5.64) 可见∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

6
∥∥∥∥(∑

ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2

χ
{|z−zk|6λ

1
2
− ε

2 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

+

∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2

χ
{|z−zk|>λ

1
2
− ε

2 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

.N
∑
ℓ∈Z2

(1 + 4π|ℓ|)−N
∥∥∥∥(∑

ν,j

|Eν,jzk (fzke
i⟨4πℓ,·⟩)|2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

+RapDec(λ)∥f∥
L

10
3
. (5.66)

需要指出的是, (5.66) 中最后不等式中的正方体 Q0 比原先的要稍微大一些. 利用 (5.63), 在忽略余项

情形下, 有

∑
ℓ

(1 + 4π|ℓ|)−N
∥∥∥∥(∑

ν,j

|Eν,jzk (fzke
i⟨4πℓ,·⟩)|2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

/
∑
ℓ

(1 + 4π|ℓ|)−N
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzk(fzke
i⟨4πℓ,·⟩)|2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

/
∑
ℓ

(1 + 4π|ℓ|)−N
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0,ℓ)

,

其中

wQ0,ℓ(z) = wQ0((4πℓ, 0) + z).
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最后一个不等式用到了延拓算子 Ez̄ 的平移不变性, 即

Ez̄[e
i⟨4πℓ,·⟩g](x, t) = Ez̄g(x+ 4πℓ, t).

因为 ∑
ℓ

(1 + 4π|ℓ|)−NwQ0,ℓ(z) . wQ0(z),

所以可推知,∥∥∥∥(∑
ν,j

|T ν,j
λ,k f |

2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQk

)

/
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

+RapDec(λ)∥f∥ 10
3
. (5.67)

为了完成证明, 只需把 Eνzkfzk 换成与其对应的振荡积分算子 T ν
λ f . 由 Minkowski 不等式, 有

∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

6
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2

χ
{|z|6λ 1

2
− ε

16 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

+

∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2

χ
{|z|>λ 1

2
− ε

16 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

.N
∑
ℓ∈Z2

(1 + 4π|l|)−N
∥∥∥∥(∑

ν

|T ν
λ (ei⟨4πℓ,∂xϕ

λ(zk,·)⟩f)(zk + v)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

+RapDec(λ)∥f∥
L

10
3
.

注意到情形 ℓ = 0 是期待的估计, 我们仅需控制剩下余项. 由 (5.64) 推知,

∑
ℓ∈Z2\{0}

(
π|ℓ|
3

)−N∥∥∥∥(∑
ν

|T ν
λ (ei⟨4πℓ,∂xϕ

λ(zk,·)⟩f)(zk + v)|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

6
∑

ℓ∈Z2\{0}

∑
k∈Z2\{0}

(
π|ℓ|
3

)−N(
π|k|
3

)−N∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

((4π(ℓ+k),0)+·))

+
∑

ℓ∈Z2\{0}

(
π|ℓ|
3

)−N∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

((4πℓ,0)+·))

6 1

2

∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0 )

,

通过选取 N 充分大可确保最后一个不等式成立. 综上所述估计可得∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L4(wQ0

)

6
∥∥∥∥(∑

ν

|T ν
λ f |2

) 1
2
∥∥∥∥
L4(wQk

)

+
1

2

∥∥∥∥(∑
ν

|Eνzkfzk |
2

) 1
2
∥∥∥∥
L4(wQ0

)

+RapDec(λ)∥f∥
L

10
3
.

注意到右边 ∥(
∑
ν |Eνzkfzk |

2)1/2∥L4(wQ0
) 可被左边吸收, 从而完成了 (5.55) 的证明.
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5.4 引理 5.2 的证明

为证明引理 5.2, 先引入两个已知引理.

引理 5.4 [50] 设 φ 是支撑在以原点为中心的固定方体 Q 上的光滑 bump 函数. 记 {Ok}k 是中
心为 ξk 且具有相同尺度的正方体, φk(ξ) = φ(ξ − ξk) 是从属于方体 Qk 的 bump 函数. 对任意函数 f ,

有如下点态估计: (∑
k

|φ̂k ∗ f |2
) 1

2

6 C(φ)(M [|f |2]) 1
2 , (5.68)

其中M 表示 Hardy-Littlewood 极大算子, 常数 C(φ) 依赖于维数与 φ 的有限阶导数.

第二个引理是向量值极大函数估计, 源于 Fefferman 和 Stein [51], 或参见文献 [38].

引理 5.5 [51] 设 1 < r, p <∞, {fk}k 为函数序列, 则∥∥∥∥(∑
k

|Mfk|r
) 1

r
∥∥∥∥
Lp(Rn)

6 Cn Ap,r

∥∥∥∥(∑
k

|fk|r
) 1

r
∥∥∥∥
Lp(Rn)

, (5.69)

其中

Ap,r =
r

r − 1

(
p+

1

p− 1

)
.

证明 (5.63) 的障碍在于 wQ0 未必是 Ap 权. 准确地说, 下面的极大函数估计:

∥Mf∥Lp(wQ0 )
6 C∥f∥Lp(wQ0 )

, 1 < p <∞ (5.70)

未必成立. 为克服该困难并保持某种局部性质, 需要进行一系列局部化. 事实上,∥∥∥∥(∑
ν,j

|Eν,jzk g|
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

6
∥∥∥∥(∑

ν,j

|Eν,jzk g|
2

) 1
2

χ
{|x|6λ 1

2
− ε

4 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

+

∥∥∥∥(∑
ν,j

|Eν,jzk g|
2

)1/2

χ
{|x|>λ

1
2
− ε

4 }

∥∥∥∥
L10/3(wB0 )

.

由于权函数在 |z| > λ1/2−ε/4 之外快速衰减, 因此仅需考虑∥∥∥∥(∑
ν,j

|Eν,jzk g|
2

) 1
2

χ
{|x|6λ 1

2
− ε

4 }

∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

. (5.71)

固定 t0, 考察

Eν,jzk g(x, t0) =

∫
ei⟨x,η⟩ρ(λ

1
2−

ε
2 η − j)(Eνzkg)

∧(η, t0)dη, (5.72)

其中 Eνzkg(x, t0) 如下定义:

Eνzkg(x, t0) :=

∫
R2

ei(⟨x,η⟩+t0hzk
(η))aνzk(η)g(η)dη. (5.73)

实施如下分解:

Eνzkg(x, t0) = χ
{|x|6λ 1

2
− ε

8 }
(x)Eνzkg(x, t0) + χ

{|x|>λ
1
2
− ε

8 }
(x)Eνzkg(x, t0), (5.74)
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则只需估计 ∫
ei⟨x,η⟩ρ(λ

1
2−

ε
2 η − j)(χ

{|x|6λ 1
2
− ε

8 }
(·)Eνzkg)

∧(η, t0)dη. (5.75)

事实上, 对于 |x| 6 λ1/2−ε/4, (5.74) 的第二项对于 (5.72) 的贡献可被余项控制, 即∫
1

λ1−ε
ρ̂

(
x− y

λ
1
2−

ε
2

)
χ
{|x|>λ

1
2
− ε

8 }
(y)Eνzkg(y)dy . RapDec(λ)∥g∥L10/3 . (5.76)

我们继续估计 (5.75), 由引理 5.4 推知,(∑
ν,j

∣∣∣∣ ∫ ei⟨x,η⟩ρ(λ
1
2−

ε
2 η − j)(χ

{|·|6λ 1
2
− ε

8 }
(·)Eνzkg)

∧(η, t0)dη

∣∣∣∣2) 1
2

6 C

(∑
ν

M [|χ
{|·|6λ 1

2
− ε

8 }
(·)Eνzkg(·, t0)|

2]

) 1
2

. (5.77)

让 t0 变动, 把 (5.77) 代入 (5.71), 利用引理 5.5 可得∥∥∥∥(∑
ν,j

|Eν,jzk g|
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0 )

.
∥∥∥∥(∑

ν

M [|χ
{|x|6λ 1

2
− ε

8 }
(·)Eνzkg(·, t0)|

2]

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0 )

/
∥∥∥∥(∑

ν

|Eνzkg|
2

) 1
2
∥∥∥∥
L

10
3 (wQ0

)

. (5.78)

注 5.3 当一个不等式使用 Fefferman-Stein 的估计时, 会出现额外因子 λε. 实际上, 这里使用了

如下的不等式: ∥∥∥∥∑
m

Mgm

∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

.ε Nε

∥∥∥∥∑
m

|gm|
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

,

其中 #{m} = N , ε > 0 任意小. 事实上, 由 Hölder 不等式以及引理 5.5, 选取 r′ 充分大, 使得 1
r′ 6 ε,

则有 ∥∥∥∥∑
m

Mgm

∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

6
∥∥∥∥(∑

m

|Mgm|r
) 1

r
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

(#{m}) 1
r′

.r
∥∥∥∥(∑

m

|gm|r
) 1

r
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

(#{m}) 1
r′

.r
∥∥∥∥∑

m

|gm|
∥∥∥∥
L

10
3 (R3)

(#{m}) 1
r′ .

5.5 引理 5.3 的证明

注意到 suppηaλ,z̄(z, ·) ⊂ B(e2, ε0), 这里不妨假设 ε0 充分小. 我们可用 fψ 去替换 f , 其中 ψ 是

支撑在 B(e2,
1
5 ) 上的光滑函数且在 B(e2,

1
100 ) 上等于 1, 满足

|∂αη ψ(η)| 6 6N , α ∈ N2, 1 6 |α| 6 N. (5.79)

对 eiε
z̄
λ(v,η)ψ(η) 关于变量 η 实施 Fourier 展开, 可得

eiε
z̄
λ(v,η)ψ(η) =

∑
ℓ∈Z2

bℓ(v)e
i⟨4πℓ,η⟩, (5.80)
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其中

bℓ(v) = 2

∫
Q(e2,1/4)

e−i⟨4πℓ,η⟩eiε
z̄
λ(v,η)ψ(η)dη, (5.81)

Q(e2, 1/4) 表示中心是 e2 且边长是 1/2 的方体. 由 (5.58) 容易看出 |b0(v)| 6 1. 分部积分, 有

|bℓ(v)| 6 12N (4π|ℓ|)−N , 只要 |v| 6 K, ℓ ̸= (0, 0), (5.82)

则得到 (5.64).

至于反方向的不等式, 根据

Ez̄fz̄(v) =

∫
R2

eiϕ
λ(z̄+v,Ψλ(z̄,η))e−iεz̄λ(v,η)a2,z̄(η)f ◦Ψλ(z̄, η)dη, (5.83)

通过对 e−iεz̄λ(v,η) 关于 η 实施 Fourier 展开, 作变量替换: η → Ψλ(z̄, η), 得到 (5.74).

5.6 关于高维情形的注记

如果对相函数施加额外的凸性条件, 则命题 5.2 的高维版本也成立．对 2 + 1 维情形, 非零特征根

只有一个, 凸性条件是多余的. 本质上, 凸性是保证分离性条件 (4.10) 的内蕴几何条件.

设 n > 3, a(z, η) ∈ C∞
c (Rn+1 × Rn) 支撑在 B(0, ε0)×B(en, ε0) 上. 假设

C(e2, ε0) := B(en, ε0) ∩ Sn−1,

对变量 η 实施如下角向分解: 把 C(en, ε0) 分解成 ∼ Nλ ≈ λ
n−1
2 个扇形区域 {θν : 1 6 ν 6 Nλ}, 其中

每个扇形 θν 张成的角度为 ≈ε0 λ−1/2. 用 κν ∈ S1 表示扇形 θν 的中心.

令 {χν(η)}是从属于角向分解的一列齐次度为 1的光滑截断函数,并且构成了 Rn\0的单位分解.

准确地讲, 满足 
∑

06ν6Nλ

χν(η) ≡ 1, ∀ η ∈ Rn \ 0,

|∂αχν(η)| 6 Cαλ
|α|
2 , ∀α ∈ N2, |η| = 1.

定义 
Tλf =

∫
eiλϕ(z,η)a(z, η)f(η)dη =

∑
ν

T νλ f,

T νλ f(z) =

∫
eiλϕ(z,η)aν(z, η)f(η)dη,

(5.84)

其中 aν(z, η) = χν(η)a(z, η). 直接验证得

Tλf =
∑
ν

T νλ f.

设 n > 3, 在类似于命题 5.2 的条件和额外的凸性条件下, 利用之前的证明方法, 可以得到∥∥∥∥∑
ν∈Ω

T νλ g
∑
ν′∈Ω′

T ν
′

λ h

∥∥∥∥
L

n+3
n+1 (Rn+1)

/ϕ,ε λ
n−1

2(n+3)

∥∥∥∥(∑
ν∈Ω

|T νλ g|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

2(n+3)
n+1 (Rn+1)

∥∥∥∥( ∑
ν′∈Ω′

|T ν
′

λ h|2
) 1

2
∥∥∥∥
L

2(n+3)
n+1 (Rn+1)

. (5.85)
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在相差余项 RapDec(λ) 的情形下, 上式意味着平方函数估计

∥Tλf∥
L

2(n+3)
n+1 (Rn+1)

/ λ
n−1

4(n+3)

∥∥∥∥(∑
ν

|T νλ f |2
) 1

2
∥∥∥∥
L

2(n+3)
n+1 (Rn+1)

. (5.86)

不幸的是, 我们并不能改进利用文献 [41]中的最佳 L
2(n+1)
n−1 估计和平凡 L2 估计插值所获得的估计.失

败原因是光锥方向上的变系数 Kakeya 极大函数 Lp → Lp 估计的匮乏,

∥Mδ∥Lp→Lp 6 Cmax

{(
log

1

δ

) 1
2

, δ−
n−2
p

}
, 2 6 p 6 ∞, n > 3. (5.87)

众所周知, 对于 p > 2, Lp-Kakeya 极大函数估计是非常困难的, 可参见文献 [17]. 综上所述, 对 n > 3,

在 p 6 2(n+1)
n−1 的情形下, 利用双线性方法似乎很难进一步改进文献 [22] 中的结果.

6 关于 Fourier 积分算子的局部光滑效应的进一步讨论

本节考虑 Fourier 积分算子的局部光滑性估计与振荡积分算子的 Lp 估计之间的联系. 考虑如下

振荡积分算子:

Tλf(z) :=

∫
Rn−1

eiλϕ(z,η)a(z, η)f(η)dη, (6.1)

其中 ϕ ∈ C∞(Rn × Rn−1), a ∈ C∞
c (Rn × Rn−1). 相函数满足如下 Carleson-Sjölin 条件:

(H1) 对所有的 (z, η) ∈ supp a, 有 rank ∂2zηϕ(z, η) = n− 1;

(H2) 定义 Gauss 映射 G : supp a→ Sn−1 如下: G(z, η) := G0(z,η)
|G0(z,η)| , 其中

G0(z, η) :=
n−1∧
j=1

∂ηj∂zϕ(z, η), (6.2)

总满足曲率条件

rank ∂2ηη⟨∂zϕ(z, η), G(z, η0)⟩ |η=η0 = n− 1, ∀ (z, η0) ∈ supp a. (6.3)

设 rank ∂2ηηψ(η) = n− 1, 显然, (6.1) 可视为下面延拓性算子:

Ef(x, t) =

∫
Rn−1

ei(xη+tψ(η))a(x, t, η)f(η)dη (6.4)

的推广. 类似于限制性猜想, 对于振荡积分算子 Tλ, Hörmander 提出了下面的猜想:

猜想 6.1 [40] (Hörmander 猜想) 对于 1
q <

n−1
2n , 1

q 6 n−1
n+1

1
p′ , 相函数满足条件 (H1) 和 (H2), 则

∥Tλf∥Lq(Rn).λ
−n/q∥f∥Lp(Rn−1). (6.5)

Hörmander 猜想是非常强的. 如果 Hörmander 猜想成立, 则意味着 Bochner-Riesz 猜想和限制性

猜想成立. Hörmander [40] 证明了 n = 2的情形;对 n > 3, Stein [6] 证明了 q > 2(n+1)
n−1 时的最优结果.然

而令人惊奇的是, Bourgain [42] 通过构造反例否定了 Hörmander 猜想, 并且指出当 n 是奇数时, Stein

得到的结果是最优的. 下面是 1991 年 Bourgain 所举的反例:
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例 6.1 设相函数

φ(x, y) = x1y1 + x2y2 + 2x3y1y2 + x23y
2
1 ,

则当 n = 3 时, 对任意的 q < 4, (6.5) 不成立.

证明 先来验证相函数 φ 满足条件 (H1) 和 (H2). 简单计算可得

∂2φ

∂x∂y
=

 1 0 2y2 + 4x3y1

0 1 2y1

 .

显然,

rank
∂2φ

∂x∂y
= 2.

设 θ ∈ S2, 则有

θ · ∂φ
∂x

= θ1y1 + θ2y2 + θ3(2y1y2 + 2x3y
2
1), (6.6)

∂

∂y

(
θ · ∂φ

∂x

)
=

 θ1 + 2θ3(y2 + 2x3y1)

θ2 + 2θ3y1

 , (6.7)

∂2

∂y2

(
θ · ∂φ

∂x

)
=

 4x3 2θ3

2θ3 0

 . (6.8)

如果 θ ̸= 0, 则 (6.7) 和 (6.8) 不等于 0. 令 f(y) = eiλy
2
2χ(y), 其中 χ 为光滑截断函数, 使得

Tλf(x) =

∫
R2

eiλ(x1y1+x2y2+(y2+x3y1))
2

a(x, y)dy.

令 (z1, z2) := (y1, y2 + x3y1), 考虑曲面 S := {x : x1 = x2x3}. 对 x ∈ S, 有

Tλf(x) =

∫
R2

eiλ(x2z2+z
2
2)ã(x, z)dz1dz2 =

∫
R
eiλ(x2z2+z

2
2)ā(x, z2)dz2.

相函数存在一个非退化临界点 (z2 = − 1
2x2), 由驻相分析引理推知,

|Tλf(x)| ∼
1√
λ
, x ∈ R3,

|∇xTλf(x)| ≈ λ|Tλf(x)| .
√
λ, x ∈ R3.

因此, 对 x ∈ λ1/λ(S), 有

|Tλf(x)| &
1√
λ
.

由此推出

∥Tλf∥q &
C√
λ
|N1/λ(S)|

1
q ∼ λ−

1
2−

1
q , ∥f∥p ∼ C.

只有当 3
q 6 1

2 + 1
q , 即 q > 4 时, 才会有 ∥Tλ∥p→q . λ−

3
q .

当 n 是偶数时, 文献 [52] 证明了 (6.5) 成立的必要条件是 q > 2(n+2)
n . 在不计端点的情形下,

Bourgain 和 Guth [53] 证明了该条件还是充分的.
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定理 6.1 [6, 53] 假设算子 Tλ 满足条件 (H1) 和 (H2), 对任意 ε > 0, λ > 1,

p > 2
n+ 1

n− 1
, n 为奇数, (6.9)

p > 2
n+ 2

n
, n 为偶数, (6.10)

总成立

∥Tλf∥Lp(Rn) .ε λ−
n
p +ε∥f∥Lp(Rn−1). (6.11)

简单地讲, 当 n 是奇数时, |Tλf | 可能聚积在 n+1
2 维代数簇 Z 的 1 邻域内; 而当 n 是偶数时, n+1

2

不再是整数, 此时 |Tλf | 仅可能集中在 n
2 + 1 维代数簇 Z 的 1 邻域内. 上述观察与 Kakeya 压缩现象

有关, 而在 Euclid 空间中, 如果 Kakeya 猜想成立, 则 Kakeya 压缩现象不会出现.

下面考虑 Fourier 积分算子与振荡积分算子之间的联系.

定理 6.2 [41] 设 2n
n−1 6 p < ∞, 如果对所有满足电影型曲率条件的 FIOs, 存在 1/p- 阶局部光滑

性, 则对同样指标 p, 以及所有满足 Carleson-Sjölin 条件的相函数 ϕ, (6.5) 成立.

假设相函数 φ 满足额外的凸性假设, 即

(H′
3) 对所有 (z, η0) ∈ supp a, 满足如下的曲率条件:

rank ∂2ηη⟨∂zϕ(z, η), G(z, η0)⟩ |η=η0 = n− 1, 且所有特征根为正. (6.12)

当 q > 2(n+2)
n 时, Lee [18] 利用双线性方法证明了 (6.5). 随后, Bourgain 和 Guth [53] 发展了多尺度归

纳,利用多线性方法进一步改进了 (6.5). 最近, Guth等 [49] 利用多项式分解技术证明了如下最佳估计:

定理 6.3 [49] 假设算子 Tλ 满足条件 (H1)、(H2) 和 (H′
3), 则对任意 ε > 0, λ > 1,

p > 2
3n+ 1

3n− 3
, n 为奇数, (6.13)

p > 2
3n+ 2

3n− 2
, n 为偶数, (6.14)

总有如下估计:

∥Tλf∥Lp(Rn) .ε λ−
n
p +ε∥f∥Lp(Rn−1). (6.15)

值得注意的是, 除端点之外, 利用 ε 消失性准则, 可获得不具有 λε 损失的估计.

对于 Fourier 积分算子而言, 若相函数满足凸性假设, 即

(H3) 定义 Gauss 映射 G : supp a→ Sn 为 G(z, η) := G0(z,η)
|G0(z,η)| , 其中

G0(z, η) :=
n∧
j=1

∂ηj∂zϕ(z, η), (6.16)

对所有的 (z, η0) ∈ supp a,

∂2ηη⟨∂zϕ(z, η), G(z, η0)⟩ |η=η0 (6.17)

有 n− 1 个正的特征根.

Riemann 流形上的波动方程 (1.6) 对应的半波算子是满足 (H3) 的典型 Fourier 积分算子. 鉴于

Fourier 积分算子与振荡积分算子之间的联系, 有如下著名的猜想:
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猜想 6.2 设 Fourier 积分算子 F ∈ Iµ−1/4, 其中

µ < −(n− 1)

∣∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣∣+ 1

p
.

设相函数满足条件 (H1) 和 (H3), 则对任意

p > 2
3n+ 1

3n− 3
, n 为奇数, (6.18)

p > 2
3n+ 2

3n− 2
, n 为偶数, (6.19)

有如下局部光滑性估计:

∥Ff∥Lp(Rn+1) 6 C∥f∥Lp(Rn).

致谢 感谢审稿专家提出的修改建议.
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附录 A

本附录详细说明如何从平方函数不等式获得局部光滑性估计, 并列举一些尚未解决的公开问题.

固定 p̄ = 2n
n−1 . 根据 Littlewood-Paley 分解, 猜想 2.1 可归结为证明

∥eit
√
−∆f∥Lp̄(Bn+1

R ) 6 CεR
(n−1)( 1

2−
1
p̄ )+ε∥f∥Lp̄(Rn), suppf̂ ⊂ A(1). (A.1)

假设建立了如下反向平方函数不等式:∥∥∥∥∑
ν

eit
√
−∆fν

∥∥∥∥
Lp̄(Bn+1

R )

6 CεR
ε

∥∥∥∥(∑
ν

|eit
√
−∆fν |2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp̄(Bn+1

R )

, (A.2)
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则局部光滑性估计进一步归结为证明∥∥∥∥(∑
ν

|eit
√
−∆fν |2

) 1
2
∥∥∥∥
Lp̄(Bn+1

R )

6ε R
1
p̄+ε∥f∥Lp̄(Rn). (A.3)

为此, 用 Kν 表示 eit
√
−∆fν 的核函数

Kν(x, t, y) =

∫
Rn

ei(⟨x−y,ξ⟩+t|ξ|)χν(ξ)dξ. (A.4)

对任意 N ∈ N, 由驻相分析技术推出

|Kν(x, t, y)| 6
CNR

−n−1
2

(1 + |(x− y) · κν + t|+R− 1
2 |Π⊥

κν
(x− y)|)N

, (A.5)

其中 Πκν 是向以 κν 为法向的超平面的投影. 利用 Riesz 表示定理, 有∥∥∥∥(∑
ν

|eit
√
−∆fν |2

) 1
2
∥∥∥∥2
Lp̄(Bn+1

R )

= sup
∥g∥Ln

x,t(R
n+1)=1

∫
Rn+1

∑
ν

|eit
√
−∆fν |2g(x, t)dxdt, (A.6)

由 Hölder 不等式, 可得∫
Rn+1

∑
ν

|eit
√
−∆fν |2g(x, t)dxdt

.
∫
Rn

∑
ν

|fν(y)|2 sup
ν

∣∣∣∣ ∫
Rn+1

Kν(x, t, y)g(x, t)dxdt

∣∣∣∣dy
.

∥∥∥∥∑
ν

|fν |2
∥∥∥∥
L

n
n−1 (Rn)

∥∥∥∥ sup
ν

∣∣∣∣ ∫
Rn+1

Kν(x, t, y)g(x, t)dxdt

∣∣∣∣∥∥∥∥
Ln(Rn)

.

为了完成证明, 需要建立两个不等式, 其一是平方函数不等式∥∥∥∥(∑
ν

|fν |2
) 1

2
∥∥∥∥
Lp(Rn)

. Rε∥f∥Lp(Rn), 2 6 p 6 2n
n−1 . (A.7)

当 n = 2时, Córdoba [30] 证明了 (A.7),但是高维情形仍是公开的. 其二是极大 Nikodym函数,事实上,∥∥∥∥ sup
ν

∣∣∣∣ ∫
Rn+1

Kν(x, t, y)g(x, t)dxdt

∣∣∣∣∥∥∥∥
Ln(Rn)

.ε R1− 1
n+ε. (A.8)

(A.8) 是下面 Nikodym 极大函数猜想的直接推论.

猜想 A.1 设

Tν := {(x, t) : x ∈ BnR(0), 0 6 t 6 R, |x · κν + t| 6 1, |Π⊥
κν
(x)| 6 R

1
2 }, (A.9)

则 (∫
Rn

sup
ν

∣∣∣∣ 1

|Tν |

∫
Tν

g(y − x, t)dxdt

∣∣∣∣ndy) 1
n

.ε R− 1
n+ε∥g∥Ln(Rn+1). (A.10)

迄今为止, Mockenhaupt 等 [22] 证明了 n = 2 对应的最优结果, 然而, 高维损失太多, 与期待的猜

想尚有相当的差距.
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Local smoothness of Fourier integral operators and related
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Abstract In this survey, we are devoted to reviewing local smoothing estimates and the related research of
Fourier integral operators satisfying the cinematic curvature conditions, which contain non-degenerate conditions
and curvature conditions. We focus on how to establish a variable coefficient version of the square function inequal-
ity through the bilinear method, and then improve the local smoothing estimates established by Mockenhaupt-
Seeger-Sogge. At the same time, the difficulty and the possible ways of solving the local smoothing conjecture,
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