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摘要 本文讨论“量子统计力学”与数学学科中的一个新兴分支“量子概率论”之间的关系,并从量子统计力
学的观点,介绍如何把经典概率论中广泛使用的“特征函数”推广到量子概率论中去. 由于每个量子力学系
统的“基本力学量”必须遵守特定的对易关系,为了满足这一特殊要求,我们将经典概率论中的“特征函数”推
广成一个归一非负定的“群上函数”. 我们把这种“群上函数”称之为“量子特征函数”,并阐明了物理学家在
量子统计力学中习惯采用的“密度矩阵”表示,是可以用“量子特征函数”表示来替代的. 本文介绍了在量子
统计力学的理论研究中,采用“量子特征函数”这一新的数学表示时所显示的某些优越之处. 作为与“密度矩
阵”表示进行对比的实例,本文讨论了在“特征函数”表示下求解描述量子开系统不可逆演化的主方程,确定
量子开系统在给定环境下的“指针态基”,以及如何将“密度矩阵”在“指针态基”上展开等问题.特别是,本文
具体给出了“量子光学主方程”的显式解,求出该方程的稳态解,证实了此时的“指针态基”就是相干态. 此外,
我们还在“特征函数”表示下,讨论了量子布朗运动的Caldeira-Legget主方程及其Lindblad型的推广.
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1 引言

物理学中的“统计力学”, 起源于19世纪50年代
由Clausius, Maxwell以及Boltzmann建立的“气体分
子运动论”. 当时,他们为了描述数目巨大且具有不
确定位置和动量的粒子的运动,不得不采用在“牛顿
力学”中完全陌生的“概率”的概念. 其后, Gibbs引入
了更有效的,力学系统在相空间中概率分布的“系综
描述”, 并成功阐明了宏观系统的“系综描述”与“唯

象的热力学描述”间的联系.到今天,这种看来相当
抽象的对力学系统状态的数学表示,已成为我们研
究“统计力学”的基本数学工具 [1].

事实上, 概率论作为研究大量“或然事件”的规
律性的数学学科, 早在17世纪中叶便已出现. 其研
究结果和研究方法,被广泛地应用于各个领域的统
计学、误差理论、信息论等众多学科中,而“统计力
学”无疑可看成是概率论在物理学领域内, 描述自
然规律时的又一应用. 值得指出的是, 早期的概率
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论的各种应用, 都是按所研究对象的性质和对“概
率”这一概念的直观理解, 各自建立自己的形式体
系.直到20世纪30年代,才由Kolmogorov [2]阐明了概

率论与测度论间的联系,使得概率论作为一门数学
学科,有了统一的公理体系 [2].

20世纪30年代在物理学领域里, “概率”又以出
乎意料的方式出现在人们刚建立的描述微观世界

的量子力学中. Born [3]最早对量子力学中表示量

子态的“波函数”给予了“几率解释”. 其后von Neu-
mann [4]提出用Hilbert空间中的“密度矩阵”描述“量
子系综”, 从而建立了包含观测理论的“量子统计力
学”的数学基础. 尽管从物理上看, 在“量子统计力
学”中存在着两种具有截然不同意义的“概率”: 一种
反映的是, 对系统状态本身描述的不确定性; 另一
种则反映的是,对确定的量子态进行观测时,由于海
森堡不确定关系而产生的观测结果的不确定性. 但
从数学上看,它们都是“经典概率论”中的“概率”(大
量或然事件中某类事件发生的相对频度),并无量子
与经典之分. “量子概率论”作为数学学科的一门新
的分支, 得到数学界的公认是在20世纪末 [5]. 这是
因为数学家们首先要回答的问题是,从“量子统计力
学”模型中得到的各种统计数据, 是否都能从“经典
概率论”的某种模型中得到(在物理学中, 相应的问
题就是“潜参量”的存在问题).由于“量子概率论”的
公理系统很容易按照von Neumann的“量子统计力
学”体系构造出来, 数学家们很快就搞清楚了“量子
概率论”与“经典概率论”之间的关系, 它们就像“黎
曼几何”之于“欧氏几何”.
进入21世纪后,随着人们掌控微观系统实验技

术的进展, “量子通讯”和“量子计算”开始成为物理
学领域中的热点研究课题,这大大加强了数学家们
对“量子概率论”和“量子信息论”研究的兴趣, 与之
有关的工作也随之大量出现 [6]. 从物理学发展的历
史看, 正如“引力理论”与“宇宙学”的发展得益于数
学家们已经建立的“黎曼几何”, 可以期待, “量子概
率论”的出现无疑将有助于“量子统计力学”基础理
论研究的发展.
最后我们还需要强调, “统计规律”和“动力学规

律”实质上是两种不同类型的自然规律.从数学的角
度看, “测度”(概率)本身的定义并不涉及“拓扑”(邻

域、流形、度规等),故而“统计规律”是一种具有“非
定域”特征的规律, 而“动力学规律”的基本特征却
是“定域性”以及由此导致的“因果原理”. 所以, “统
计力学”无疑应该建立在一个能使“统计”和“动力
学”两种规律相容的理论框架之中.

本文首先讨论作为数学学科的“概率论”与作为
物理学科的“统计力学”之间的关系,特别致力于阐
明, “经典统计力学”和“量子统计力学”分别是“经典
概率论”和“量子概率论”中具有何种特征的数学模
型. 在第3节中,我们讨论如何把经典概率论中的“特
征函数”推广到“量子统计力学”中去, 说明将“量子
特征函数”定义为一个“群上函数”的理由, 并给出
了“群上函数”表示与通常的“Hilbert空间算符”表示
间的转换关系.在第4节中我们指出,如果用“量子特
征函数”这一新的数学表示来替代量子统计力学中
传统的“密度矩阵”表示, 在处理复杂量子系统的约
化、量子开系统的不可逆演化以及密度矩阵在“指
针态基”上的展开等问题上,都会较传统方法更为有
效和简便. 作为实例之一, 本文给出了求解量子光
学主方程的显式解的具体过程,证实了由该主方程
确定的“指针态基”是谐振子的相干态. 另外, 我们
还讨论了量子布朗运动的Caldeira-Legget主方程及
其Lindblad型的推广. 在第5节的结语中, 我们强调
了本文的贡献在于阐明了“物理学中的力学”与“数
学中的统计学”间的关系,为使两者有效结合,需要
选择一个合适的数学框架.

2 统计力学作为概率论的特定数学模型

2.1 经典统计力学与经典概率论

首先简单叙述一下经典统计力学的系综描述.
对于一个给定的哈密顿力学系统, 人们用相空间
中点的位置(p, q)表示系统的动力学状态. 在经典
统计力学中, 由于初始条件的不确定, 系统状态需
用相空间中的系综分布ρ(p, q)来表示. 此时, 系统
力学量F(p, q)的期望值为F =

∫
F(p, q)ρ(p, q)dpdq,

而系综分布ρ(p, q)在相空间中的运动则由刘维方
程(∂ρ/∂t)p,q = −{ρ,H}给出, 这里H是系统的哈密顿
量, { , }表示泊松括号.
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需要注意的是, 在这一理论体系中, 人们引入
了一个从“经典力学”向“统计力学”过渡时必须引
入的基本概率假定, 即所讨论的系统的状态处在
相空间体积元dpdq中的概率须表示成ρ(p, q)dpdq.
事实上, 正是由于在哈密顿力学中相体积不变原
理(刘维定理)成立, 系综的动力学演化才可用系综
分布ρ(p, q)的演化来表示. 因此, 从理论上讲, 我们
可以认为Gibbs的系综描述之所以取得成功,是因为
他在哈密顿力学的基础上引入了一个与动力学规律

相容的几率假定1).
另一方面, 在经典概率论里, 人们讨论的对象

是一个抽象的样本空间Ω{ω}. 可能发生的“事件”对
应于样本空间中的一个可测子集, 而“事件”发生
的“概率”则给出定义在全体可测子集上的某个正测
度µ. 用B = {A j ⊆ Ω, j ∈ J}表示Ω中由全体可测子
集A j组成的集合, µ是定义在B上的有限正测度, 且
满足µ(Ω) = 1,则{Ω, B, µ}称作一个“概率空间”. Ω上
的可测函数X(ω)即是随机变量,它的概率分布函数
为F(x) =

∫
X(ω)≤x

dµ(ω). 一个最常见的例子是把一
个n维的欧氏空间Ω = Rn看作样本空间. 此时, 从
测度论角度看, 可以定义无数种测度, 而通常使用
的“体积元”则是在该空间上的对平移与转动变换
的“不变测度”,它在一定意义下是唯一的.
从上面的讨论可知,为了在经典力学的基础上

引入“统计”概念, 最关键的问题是如何选择某种合
适的“测度”. Gibbs的系综描述是在哈密顿力学的基
础上采用了具有正则结构的相空间作为样本空间,
并引入了一个动力学意义下的“不变测度”, 从而以
最佳方式完成了“统计规律”与“动力学规律”间的统
一描述.

2.2 量子统计力学与量子概率论

依照von Neumann [4]建立的“量子统计力学”的
形式体系, 一个给定量子力学系统的状态
用Hilbert空间H中的射矢(Ray)表示, 相应的量子系
综用H上的密度矩阵ρ表示, 可观测量则用H上的
自伴算子X表示. 令H上的全体投影算符为P(H),
且自伴算子X有谱分解X =

∫
λdE(λ), E(λ) ∈ P(H),

则X的期望值为⟨X⟩ = Tr{ρX} =
∫
λTr{ρ dE(λ)}. 当

系统的动力学演化由哈密顿算符H确定时, 密度
矩阵ρ的运动方程为∂ρ/∂t = i[ρ,H]/~. 此外, 为了
描述微观量子系统在被观测过程中发生的变化,
von Neumann [4]还给出了一个由“观测”导致“波包坍
缩”的唯象理论.

从上面的讨论可知, von Neumann在他的理
论中, 实际上已经建立了一个与“经典概率空
间”{Ω, B, µ}相对应的“量子概率空间”{H ,P(H), ρ},
因而完全可以在这个基础上建立“量子概率论”. 但
从数学的角度看, “量子统计”与“经典统计”最基本
的差异是前者存在着“互不相容”的可观测量及复
合系统的“纠缠”量子态, 而这些特征都与可观测量
的代数结构有关. 因此, 逻辑上更合理的公理体系
不是首先引进一个由波函数组成的态空间，把可

观测量用该态空间上的算符来表示, 而是先定义
一个抽象的“可观测量代数”, 并用定义在该代数上
的“正线性泛函”表示量子态, 然后再引入它们在某
个Hilbert空间H中的算符表示.

下面我们简单地叙述一下在von Neumann的
量子力学形式体系的基础上建立的“量子概率
论”的形式体系 [5]. 数学家们注意到, 在von Neu-
mann的形式体系中, 用来表示“可观测量”的全
体有界算符B(H)构成一个C∗代数, 而对任意算
符a ∈ B(H)及密度矩阵ρ, φ(a) = Tr{ρa}是定义在
该代数上的一个满足φ(I) = 1的正线性泛函, 因
而可以直接构造一个“代数概率空间”{A, φ}. 这
里A是任一具有单位元I的抽象的C∗代数, φ是定
义在A上满足φ(I) = 1的正线性泛函. 人们把φ称
作A上的一个“态”, 把A中的厄米元a = a∗称作“随
机变量”, 它在φ态下的期望值定义为⟨a⟩ = φ(a).
于是, 前面提到的量子概率空间便可看成是代
数概率空间{A, φ}在Hilbert空间H上的一个表示(由
给定的φ构造出C∗代数A在H上的一个表示被称
作“GNS构造”) [7]. 采用这一形式体系的一个显然
优点是,当A是一个交换代数时,我们得到的就是一
个“经典概率论”的模型. 例如,设A是由定义在数值
线R上的全体有界复连续函数C(R)(按函数的乘法和

1)如果采用位置q和速度q̇描述系统的状态,用ρ(q, q̇)表示系综在(q, q̇)空间中的分布,则系综的动力学演化将不能用ρ(q̇, q, t)的演化来表示.
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加法)组成的C∗代数, µ是定义在R的Borel子集上的
概率测度.对任一 f ∈ C(R),定义C(R)上的一个线性
泛函φµ( f ) =

∫
R

f (x)dµ(x),则φµ是C(R)上的一个“态”,
{C(R), µ}是一个可交换的代数概率空间.
现在我们来谈“量子统计力学”与“量子概率

论”间的关系. 这里首先要指出的是, 当年von Neu-
mann在他的《量子力学的数学基础》(Mathematical
Foundations of Quantum Mechanics)一书中, 只是提
供了一个一般性的数学框架,并未讨论需添加怎样
的条件才能使该数学框架更确切地描述物理学家实

际研究的量子系统的动力学特征.
上一节中我们提到, 在“经典统计力学”中,

Gibbs把具有正则结构的“相空间”作为样本空间是
顺利地实施系综描述的关键. 因此, 为了使“量子
概率论”能有效地应用于“量子统计力学”, 该理论
中用来表示“可观测量代数”的C∗代数A无疑应具备
某种能反映物理系统动力学特征的特殊结构. 我
们注意到, 每个量子物理系统都可用它的一组基
本力学量来描述, 而决定其动力学特征的正是这
些力学量之间的对易关系. 在文献[8]中作者指出
了这类对易关系与数学中李代数的李括号间的联

系(在经典力学中, 与对易关系相对应的表示式就
是泊松括号, 详见文献[9]). 例如, 自旋算符s满足
的对易关系[sx, sy] = isz显然源自李代数su(2),而正
则变量(q, p)间的对易关系[q, p] = i~则源自一个三
维的实李代数W(1). 用a1 = ip, a2 = iq, a3 = i~表
示W(1)的一组基,则W(1)的李括号为

[a1, a2] = a3, [a1, a3] = 0, [a2, a3] = 0.

对于具有n对正则变量的力学系统,相应的2n + 1维
李代数用W(n)表示, 由它生成的李群用H(n)表示,
称作Heisenberg-Weyl群 [10]. 在文献[8]中, 我们讨论
了这类由量子系统的基本力学量生成的李群. 由于
这类李群反映了量子力学系统的动力学特征,我们
仿照“经典统计力学”中的术语,把它们称作力学系
统的“相群”.
我们的结论是, 考虑到“统计”法则应与所研

究系统的动力学特征相容的要求, “量子统计力
学”中的“可观测量代数”不应该一般地以C∗代数来
表示(事实上, 为了表示“无界”力学量, 如位置和动

量等, “可观测量代数”也不可能用“有界”的C∗代数
来表示). 一个合理的构造“量子统计力学”中的“可
观测量代数”的途径是,从系统的“基本力学量”的对
易关系出发,先构造出某个李代数,然后把该李代数
生成的“通用包络代数”(其定义见文献[11])作为“可
观测量代数”. 在下面一节中,我们将给出一个更简
单的“量子统计力学”中的“可观测量代数”与“量子
态”的数学表示, 即用量子系统的“相群”上“具有有
界支集的广义函数”来表示“可观测量代数”, 用“相
群”上的特征函数来表示系统的“量子态”.

3 量子力学的群论形式与量子特征函数

为了阐明如何将人们惯用的量子统计力学

的数学表示(Hibert空间H中的“密度矩阵”和“厄米
算符”)转换成“群上函数”表示, 我们来讨论一个
一维空间中的单粒子系统. 该系统有一对正则变
量q和p, 它们被表示成H中的厄米算符, 满足对易
关系[q, p] = i~.

引入Heisenberg-Weyl群H(1)在H中的一个不可
约酉表示

g→ U(g) = ei(xp+yq+z~), g ∈ H(1), (1)

其中, {(x, y) ∈ R2, 0 ≤ z < 2π/~}表示群元g ≡
exa1+ya2+za3在H(1)中的一个正则坐标.设系统的量子
态用密度矩阵ρ表示,则我们可在群H(1)上定义一个
与ρ一一对应的特征函数

φ(g) = Tr[ρU(g)] = eiz~+v(x,y), (2)

其逆映射为ρ =
∫

H(1)
φ(g)U†(g)dg,这里dg = (~/2π)2

dxdydz是H(1)上的一个双不变Haar测度 [8–10].

定义微分算符

D,x =
∂

∂x
− i~y/2, Dx, =

∂

∂x
+ i~y/2,

D,y =
∂

∂y
+ i~x/2, Dy, =

∂

∂y
− i~x/2.

(3)

注意到

U(g) = ei~(z+xy/2)eiyqeixp = ei~(z−xy/2)eixpeiyq, (4)
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易证有

D,xU(g) = iU(g)p, Dx,U(g) = ipU(g),

D,yU(g) = iU(g)q, Dy,U(g) = iqU(g).
(5)

故对给定的密度矩阵ρ,系统任一力学量F(p,q)的期
望值可由其特征函数φ(g)得出,即有表达式:

⟨F(p, q)⟩ = Tr{ρF} = F(−iD,x,−iD,y)ev(x,y)|x=y=0. (6)

换句话说,在量子统计力学中,人们使用的密度矩阵
表示完全可以用其特征函数φ(g)来替代.
为了给出一般情形下量子系统的“可观测量代

数”在群论形式中的表示,我们注意到φ(g)上的任一
微分算符Dg均可以通过表示式:

Dgφ(g) =
∫

H(1)
f (g)φ(g)dg (7)

用群上广义函数 f (g)来表示2),而两个算符的乘积可
用其相应的广义函数的卷积来表示. 因此, 只要给
定了能描述所研究量子力学系统动力学特征的“相
群”, 我们就可构造出相应的量子力学的“群论形
式” [9].
考虑一个量子力学系统, 它的“相群”G是一个

具有双不变Haar测度的幺模李群. 用E(G)和E′(G)分
别表示G上C∞函数和具有紧支集的广义函数的集
合,并定义群上广义函数的转置,对合(相当于算符
的共轭运算)和卷积如下:

f T(g) = f (g−1), f †(g) = f (g−1),

f ◦ k(g) =
∫

G
f (gh−1)k(h)dh,

(8)

其中, f , k ∈ E′(G). 可证此时E′(G)构成一个“对合代
数”(也称作“*-代数”) [12], 它就是该量子系统的“可
观测量代数”. 下面来讨论这类对合代数在Hilbert空
间H上的算符表示. 由于我们的“可观测量代数”是
建立在群的基础上, 所以并不需要像C∗代数的表
示理论那样借助于“GNS构造”, 而是可以直接采用
群G在Hilbert空间H上的表示. 需要注意的是,此时
不同的表示对应的可以是不同的量子系统(例如,
S U(2)群的不同表示给出不同的自旋系统).

设g → U(g)是群G在Hilbert空间H上的一个不
可约酉表示. 对任意的 f , k ∈ E′(G),定义H上的算符

F =
∫

G
f (g)U(g)dg, K =

∫
G

k(g)U(g)dg. (9)

假定该李群的表示空间H中存在一稠子空间D, 使
得所有算符F的定义域均包含D,且D是一个不变子
空间(见文献[11]),则由于dg是群G上的双不变测度,
算符F和K的乘积为

FK =
∫

G
f ◦ k(g)U(g)dg. (10)

即G的不可约酉表示被直接推广成对合代
数E′(G)在Hilbert空间H上的算符表示. 这里我们
可以清楚地看到, “相群”G的非交换性如何决定了
相应的“可观测量代数”的非交换性.

现在来讨论“量子态”的表示. G上的任一C∞

函数φ(g), 如果满足(1) φ(e) = 1(e表示G的单位
元); (2) 对任意复数序列α j和群元序列g j ∈ G有∑

j,k φ(g jg−1
k )α jαk ≥ 0, φ(g)便称作群G上的特征

函数. 用S(G)表示G上的全体特征函数的集
合, 则S(G)是E(G)中的一个凸子集. 通过群G在
Hilbert空间H上的表示, 可以得到特征函数φ(g) ∈
S(G)的算符表示

ρ =

∫
G
φ(g)U†(g)dg. (11)

易证ρ是H上的一个密度矩阵, 应用式(9)中的力学
量F的表示式,可得其期望值为

Tr{ρF} =
∫

G
f (g)φ(g)dg. (12)

此外, 由群上特征函数的定义(2)推得
∫

G
f ◦

f †(g)φ(g)dg ≥ 0, 即φ(g)是对合代数E′(G)上的一个
正线性泛函.

对于给定的群表示g → U(g), 式(9)–(12)给出
了“群上函数”表示与通常的“Hilbert空间算符”表示
间的转换关系.

2)例如 ∂
∂xφ(g) = −

∫
H(1)
δ′x(g)φ(g)dg,这里 δ′x(g) = (2π/~)2 ∂δ(x)

∂x δ(y)δ(z)是群上的广义函数.
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4 量子特征函数在量子统计力学中的应用

前面的讨论清楚表明, 我们在上一节中给出
的“量子力学的群论形式”, 是以von Neumann的量
子力学形式体系为基础的“量子概率论”中的一个
特殊统计模型, 前者适用于物理学家关注的“量子
力学系统”的统计描述, 后者则适用于描述所有出
现“非交换随机变量”的统计模型. 确切地说, “量子
力学的群论形式”要求量子系统的可观测量代数必
须是由某个“相群”生成的对合代数,这相当于在von
Neumann的量子力学数学框架中添加了一个新的要
求. 尽管这个要求从“量子概率论”的角度看并非必
要, 但从本文作者看来, 为了更有效地描述量子系
统的动力学规律, 这一要求却是不可或缺的. 需要
强调的是, 正是由于“量子力学的群论形式”反映了
量子系统的动力学特征,采用这一新的数学形式处
理量子统计力学的具体问题时,往往要比采用传统
的von Neumann的量子力学形式体系更为有效和简
便.下面我们就来讨论几个具体例子.

4.1 复杂量子系统的约化

先谈复合量子系统的约化. 考虑一个由两个子
系统组成的复合量子系统,子系统I和II分别由n和m
对正则变量描述. 其态矢量空间表示成H =

HI ⊗ HII, 其中HI和HII分别是子系统I和II的态矢量
空间. 设{|u j⟩, j = 1, 2, . . .}和{|vk⟩, k = 1, 2, . . .}分别
是HI和HII中的正交归一基,则该复合量子系统的密
度矩阵ρ可表示成

ρ =
∑
jk, j′k′

a jk, j′k′ |u j′⟩|vk′⟩⟨vk|⟨u j|. (13)

如果我们只对子系统I的动力学行为感兴趣,便需采
用密度矩阵ρ在Hilbert空间HI中的约化表示

ρI =
∑
j, j′

b j j′ |u j′⟩⟨u j|; b j j′ =
∑

k

a jk, j′k. (14)

现改用“量子特征函数”对这个量子系统
进行相同的约化表示. 复合系统的相群为

Heisenberg-Weyl群H(n + m), 而它的两个子系统
的相群分别为H(n)和H(m). 令g → eiz~Un(g)是

群H(n)在Hilbert空间HI上的一个不可约酉表示, 这
里Un(g) = ei

∑n
j=1(x jp j+y jq j). 则对应于密度矩阵ρ的特征

函数为

φ(g) = eiz~Tr[ρUn+m(g)]. (15)

对应于约化密度矩阵ρI的特征函数为

φI(gI) = eiz~Tr[ρ(Un(gI) ⊗ III)]

= φ(g)|xn+1=yn+1=...=xn+m=yn+m=0, (16)

其中gI ∈ H(n), III是HII上的单位算符.
可以看到, 使用式(14)求约化密度矩阵ρI时须

首先选择适当的基, 然后再进行求迹计算. 而使
用式(16)计算φI(gI)时, 只需把φ(g)限制在子群H(n)
上,便能得出φI(gI). 文献[8]中给出的经典统计力学
中BBGKY方程系列在量子统计力学中的推广,正是
利用了量子特征函数的这一特性.

对于能用相群G描述的复杂量子系统, 如果我
们只对它的某个力学量集合S ={F1, ...,Fn}的动力
学行为感兴趣, 就需要一个有效的对量子态的约
化描述. 令A ⊆ E′(G)是由集合S生成的对合代数,
通用的约化办法是给出子代数A在G表示空间H中
的一个不可约子空间HA, 然后求密度矩阵ρ在该
子空间上的约化表示. 但在许多实际问题中, 往往
有A ⊆ E′(H),这里H是G的一个子群. 此时,量子态
的约化就能通过将φ(g)限制在子群H上实现. 这方
面的一个简单例子就是关于量子系统质心运动的约

化描述(见文献[8]).

4.2 量子开系统的不可逆动力学演化与密度矩阵

在指针态基上的展开

一般的量子力学教科书中,往往只讨论量子闭
系统在给定外场中的运动.这类运动用态矢量空间
的酉变换描述, 其动力学变化是可逆的. 只有在讨
论到波函数的概率解释时,才会涉及不可逆的测量
过程. von Neumann最早给出了在量子力学框架内
测量过程的数学描述,即用密度矩阵表示量子系综,
而测量过程导致了波函数“演化”成由被观测量的
本征态组成的“混合态”. 至于如何解释这一演化的
含义,它究竟是一种由测量仪器与系统间相互作用
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引起的动力学演化, 还是观测者在认知上的变化,
以及如何从量子力学层面来解释现实世界所显示

的经典特征,则是多年来量子力学基础理论研究中
一直争论不休的问题. 在过去的几十年里, 由于对
量子系统“退相干”过程的研究,物理学界逐渐取得
了一种新的共识, 那就是任一量子系统由纯态“演
化”成“混合态”的不可逆过程,应该被看成是该系统
与环境(整个外界)相互作用的结果 [13].
无可否认的事实是,所有现实的系统都应被看

成是一个开系统. 事实上, 在经典力学中人们为了
简化对系统动力学行为的研究而忽略掉的那些被

认为是无关紧要的外界影响,在量子力学中却扮演
了对量子“退相干”过程起决定性作用的角色. von
Neumann提供的测量理论的误区在于把量子系统的
不可逆演化限制在由测量仪器与系统间相互作用引

起的动力学演化上,并要求演化的结果必须是由特
定观测量的本征态组成的“混合态”. 依照近年来关
于量子“退相干”的理论研究,一个量子开系统的不
可逆演化过程, 不应简单地用“观测者的观测”来解
释, 而应解释成无处无刻不在的“环境的监测”造成
的结果.演化的结果通常也不应该用某个可观测量
的本征态组成的“混合态”来表示, 而是应该用被称
作“指针态”组成的“混合态”来表示 [14]. 所谓的“指
针态”,指的是那些在环境导致的“退相干”作用下相
对最稳定的纯态,它们在开系统的态空间中组成一
个“指针态基”(Pointer Basis). 与由可观测量的本征
态组成的正交基不同, 在许多情况下这个“指针态
基”可以是一个非正交的完全基.这方面的例子之一
是一个由任意纯态描述的“量子布朗粒子”, 在固定
的热库中,将迅速地演化成由某类特定Gauss波包组
成的混合态,从而在一定程度上显示了粒子的经典
特性 [15].
在量子统计力学中,人们把描述开系统动力学

演化的方程称作“主方程”. 如果复合系统(系统+环
境)的密度矩阵为ρSE(t), 则开系统的约化密度矩
阵为

ρS(t) = TrE[U(t)ρSE(0)U†(t)], (17)

其中, U(t) = eitHSE , HSE是复合系统SE的哈密顿算
符. 在一般情况下, 从方程(17)直接求约化密度矩

阵ρS(t)是极为困难的. 通常人们将方程(17)改写成
下面的主方程形式:

d
dt
ρS(t) = L[ρS(t)] ≡ −i[H′S, ρS(t)]/~ +D[ρS(t)], (18)

其中, H′S表示受环境微扰后系统的哈密顿量, 它给
出系统的酉变换部分, D是作用在ρS(t)上的一个超
算子, 它给出系统的不可逆演化部分(退相干和耗
散). 由于系统的动力学演化与它和环境间的互作
用有关, 当环境演化有显著的记忆效应时, D可以
是t的函数, 也可与复合系统的历史轨迹有关, 从
而使得方程(18)表现出非Markov型特征. 因此人们
实际使用的主方程, 一般说来只是方程(18)的一
种近似. Schlosshauer [16]在他的《退相干与量子经

典过渡》(Decoherence and The Quantum-to-Classical
Transition)一书的第四章中,给出了如何在Born近似
和Markov近似下得出主方程的详细推导.

从上面的讨论可知,为了在现有的量子力学框
架内,用退相干理论解释现实世界所显示的经典特
征,我们需要解决下面三个问题: (1)给出一个能较
好地描述量子开系统不可逆动力学演化的主方程;
(2) 求出该主方程的稳态解(如果存在的话); (3) 将
得到的稳态解分解成能显示稳定经典特性的“指针
态”的凸组合(量子系综). 这三个问题中的第一个最
为关键,目前的情况是在处理个别具体问题上已经
有了一些相当有效的主方程,但尚未建立起能描述
量子开系统的不可逆动力学演化的普适型主方程.
下面我们讨论的是一个已得到广泛应用的量子光学

主方程 [17, 18]. 我们将阐明, 如何用量子特征函数替
代密度矩阵,以便更有效地求解一个在热库中的阻
尼谐振子的主方程,并将其稳态解分解成Gauss波包
的凸组合.

考虑一个处在温度为T = 1/kβ的热库中谐振
子. 引入湮灭和产生算符

a =
mωq + ip
√

2~mω
, a† =

mωq − ip
√

2~mω
. (19)

假定热库由一组独立的谐振子组成,则在旋转波近
似下系统加环境的哈密顿算符为

HS E = HS + HE + V
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= ~ωa†a +
∑

j

~ω jb jb
†
j +

∑
j

~(κ jb ja† + κ jb
†
ja),

(20)

其中, HS和HE分别是谐振子与环境的哈密顿算符,
V是他们间的互作用. 用ρ表示谐振子的约化密度矩
阵,则在Markov近似下有主方程 [17]:

∂ρ

∂t
=iω̃[ρ, a†a] + γ(Nβ + 1)

(
aρa† − 1

2
{a†a, ρ}

)
+ γNβ

(
a†ρa − 1

2
{aa†, ρ}

)
, (21)

其中, γ是阻尼系数, Nβ = 1/(e~βω − 1), 而ω̃ =
ω + ∆ω表示重正化后的谐振子频率.
为了得出方程(21)的显式解, 引入复变量ξ =√

~mω
2 x + i

√
~

2mωy, 使ξa − ξa† = i(xp + yq). 于是从
式(2)可得对应于密度矩阵ρ的特征函数:

φ(g) = Tr[ρU(g)] = eiz~Tr[ρeξa−ξa
†
] = eiz~+v(ξ). (22)

应用恒等式aU(g) = (∂/∂ξ − ξ/2)U(g), U(g)a =
(∂/∂ξ + ξ/2)U(g)把方程(21)改写成

∂φ

∂t
=

{
iω̃

(
ξ
∂

∂ξ
− ξ ∂
∂ξ

)
− γ

2

(
(2Nβ + 1)|ξ|2 +

(
ξ
∂

∂ξ
+ ξ
∂

∂ξ

))}
φ, (23)

或

∂v(ξ, t)
∂t

+

(
γ

2
+ iω̃

)
ξ
∂v
∂ξ
+

(
γ

2
− iω̃

)
ξ
∂v

∂ξ

+
γ

2
(2Nβ + 1)|ξ|2 = 0. (24)

若初始态为一Gauss波包, 且有⟨q⟩ = q, ⟨p⟩ = p,
⟨(q − q)2⟩ = σ2,则有

v(ξ, 0) = αξ − αξ − 1
2

 (ξ + ξ)2

16λ
− λ(ξ − ξ)2


= i(xp + yq) −

(
~2x2

8σ2 +
σ2y2

2

)
, (25)

其中, α = (mωq + ip)/
√

2~mω, λ = mωσ2/2~. 容易
验证,当给定初条件式(25)时,方程(24)的解为

v(ξ, t) =e−γt
[ (

Nβ +
1
2

)
|ξ|2 − 1

32λ
(ξe−iω̃t + ξeiω̃t)2

+
λ

2
(ξe−iω̃t − ξeiω̃t)2

]
+ e−

γt
2 (αξe−iω̃t − αξeiω̃t)

−
(
Nβ +

1
2

)
|ξ|2. (26)

在上式中令t → ∞,便得到稳态解

vss = −
(
Nβ +

1
2

)
|ξ|2

= −~
2

(
Nβ +

1
2

) (
mωx2 +

y2

mω

)
. (27)

由稳态解vss可推得相应的密度矩阵为ρss =
1

Nβ
e−βHS ,

即系统的稳定态与正则系综分布的预言一致.
下面讨论如何将该稳定态分解成一个具有固定

波宽σ的Gauss波包组成的混合态. Gauss波包的特
征函数φσ,q,p(g)已由式(25)给出,假定

φss(g) =
∫

dq
∫

dp ϱσ(q, p)φσ,q,p(g), (28)

则

ϱσ(q, p) =
1

(2π)2

∫
dx

∫
dy e−i(xp+yq)+vss(x,y)+ ~

2

8σ2 x2+ σ
2

2 y2
.

(29)

因系综分布密度ϱσ(q, p) ≥ 0, 在上式中将vss的

式(27)代入后得φss(g)存在Gauss波包分解的条件为

1
4(Nβ + 1

2 )
≤ 2λ =

mωσ2

~
≤ Nβ +

1
2
. (30)

该结果表明, 当环境温度不等于零时, 由主方
程(21)给出的稳定态将具有多种Gauss波包分解. 为
了确定何种分解是所谓的“指针态”分解, 我们需要
计算不同宽度的波包在给定的温度下熵产生的初始

速率(它表征了纯态在给定环境下的稳定性) [19]. 我
们采用的熵的表示式为

S (t) = − ln Tr[ρ2(t)]

= − ln
[
~

2π

∫
dx

∫
dy ev(ξ,t)+v(ξ,t)

]
. (31)

由解式(26)容易算得

dS
dt
|t=0 =

γ

8λ
[(1 − 4λ)2 + 2Nβ(1 + 16λ2)], (32)

即当λ = 1/4时熵产生的初始速率达极小值. 注意
到σ2 = ~/2mω时的Gauss波包即为谐振子的相干态,
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我们得出结论: 由主方程(21)给出的“指针态基”就
是相干态. 需要特别指出的是, 相干态是湮灭算
符a的本征态,它们给出Hilbert空间H中的一组非正
交的完全基 [20]. 但由于a是非厄米算符, 它并非一
个可观测量. 尽管如此, 我们注意到式(20)中给出
的系统与环境的互作用哈密顿量V是a与a†的线性
组合.因此, 在这个例子中, 开系统的“指针态基”主
要由系统与环境的相互作用决定这一论点无疑仍

然正确 [21]. 另外需要指出, 我们这里采用的主方
程(21)与文献[19]中采用的描述谐振子量子布朗运
动的Caldeira-Leggett (CL)主方程是有差别的. 该文
之所以得出了“指针态基”是相干态的结果,是因为
文中并未给出CL主方程的显式解,而开系统熵产生
的计算只是一个近似估算.在最近一篇文章 [22] 中,
作者从CL主方程的显式解出发,讨论了由这类主方
程确定的“指针态基”的性质, 给出了与文献[19]中
不同的结果(见后).

最后还应说明一下, 早在20世纪70年代,
Louisell [17]就已经在他的书的第六章中对方程(21)
的解予以详细讨论, 其后该方程也被Englert等
人 [23]以不同形式求得其显式解. 但他们的工作
都采用了传统的“密度矩阵”表示形式. 容易确认,试
图在这一形式下直接推导出主方程的稳定态并证

实“指针态基”就是相干态, 无疑是一桩极其复杂的
工作.

4.3 量子布朗运动主方程

在近年来的物理期刊上, 关于量子布朗运动
的理论研究发表了大量工作(见文献[22]中所引文
献), 这里要讨论的问题仅限于如何将CL主方程(及
其Lindblad型推广)的稳态解分解成具有给定宽度
的Gauss波包组成的系综. 这是因为这个问题的解
决,对阐明为什么我们所处的这个世界在微观层面
遵循量子力学规律而宏观上却表现出经典特征(即
所谓的“量子经典过渡”)具有重要意义.我们可以看
到,在处理这类问题时,采用“特征函数”表示明显要
比采用传统的“密度矩阵”表示有效得多.

CL主方程的研究对象,仍然是一个处在热库中
的谐振子,只是采用的谐振子与热库间的互作用哈

密顿量的形式与前面的例子略有不同.设系统加环
境的哈密顿算符为HS E = HS + HE + V ,其中

HS =
p2

2m
+

1
2

mω2q2,

HE =
∑

j

p2
j

2m j
+

1
2

m jω
2
jq

2
j ,

V = q
∑

j

c jq j.

(33)

采用Born近似和Markov近似,且假定热库中谐振子
的谱密度为Lorentz-Drude型, 则系统的约化密度矩
阵ρ的主方程为 [16, 24]

dρ
dt
= − i
~

[HS, ρ] −
iγ
~

[q, {p, ρ}] − 2γm
β~2 [q, [q, ρ]]. (34)

开系统的相群是Heisenberg-Weyl群H(1), 应用式(2)
及恒等式

[q,U] = −~xU, [p,U] = ~yU, {p,U} = −2i
∂

∂x
U, (35)

可把方程(34)改写成[
∂

∂t
+

(
2γx − y

m

)
∂

∂x
+ mω2x

∂

∂y

]
v(x, y, t)+

2mγ
β

x2 = 0.

(36)

对任意给定的系统初态v(x, y, 0), 采用“特征曲线
法”容易求得方程(36)的显式解v(x, y, t) [22]. 令t→∞,
则推得存在不依赖于初态的稳态解:

vss(x, y) = − m
2β

(
x2 +

y2

m2ω2

)
. (37)

将式(37)与主方程(21)的稳态解(27)相比较, 我
们发现当β~ω ≪ 1时有Nβ + 1/2 ≈ 1/β~ω, 即仅
在高温区内CL主方程给出的稳态解才与正则系
综分布的预言一致. 稳态解(37)的另一个问题是
当β~ω > 2时, 相应的密度矩阵ρss不满足正性条件.
事实上Heisenberg不确定关系要求对任意的量子态
必须满足不等式⟨∆p2⟩⟨∆q2⟩ ≥ 1~2/4. 从式(37)可算
得⟨∆p2⟩ss⟨∆q2⟩ss = 1/β2ω2,即当β~ω > 2时该稳态解
不满足不确定关系.

现在来讨论稳态解(37)在何种条件下能表示
成具有给定宽度的Gauss波包的凸组合. 将表示
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式(37)代入式(29),得

ϱσ(q, p)

=
1

(2π)2

∫
dx

∫
dy e−i(xp+yq)+

(
~2

8σ2 − m
2β

)
x2+

(
σ2
2 −

1
2mβω2

)
y2

.

(38)

故稳态解(37)存在Gauss波包分解的条件为β~ω ≤ 2

及σ ∈ [σ−, σ+],这里σ− = ~
2

√
β

2m , σ+ = 1
ω
√

mβ . 此外,
从已知的显式解v(x, y, t)及式(31)可算得初始波包宽
为σ时熵的演化,有

S (t) = 2δγt−4δ(1+δ)γ2t2+O(t3), δ =
4mσ2

~2β
−1. (39)

因此我们的结论是: (1) CL主方程仅当β~ω ≤ 2时
才有具有物理意义的稳态解; (2)当初态的Gauss波
包宽度σ = σ−时熵产生的初始速率达极小值(换
句话说, CL主方程给出的“指针态基”是波包宽度
为 ~

2

√
β

2m的Gauss波包,它们只在β~ω = 2时才是谐振
子的相干态); (3)只要初态的波包宽度σ < σ−,约化
密度矩阵ρ(t)的正性在演化初期必然遭到破坏.
为了确保主方程(34)不破坏约化密度矩阵ρ(t)

的恒正性,目前人们普遍使用的办法是要求主方程
具有如下的Lindblad形式:

d
dt
ρ(t) = L[ρ(t)] = −i[H′S, ρ(t)]/~

+
∑

j

γ j(t)
[
2V j(t)ρ(t)V

†
j (t) − {V†j (t)V j(t), ρ(t)}

]
, (40)

其中, γ j(t) ≥ 0.
关于CL主方程的Lindblad型推广显然有多种方

式 [25],下面我们讨论Gao [26]以唯象的方式提出的一

个关于CL主方程的Lindblad型推广(简称CLG方程).
CLG主方程的表式如下:

dρ
dt
= − i
~

[HS + VI , ρ] −
iγ
~

[q, {p, ρ}] − µ2[q, [q, ρ]]

− ν2[p, [p, ρ]], (41)

其中, VI = µν~{q, p}, µ2 = mγω coth(~ωβ/4)/2~, ν2 =

γ tanh(~ωβ/4)/2~mω. 采用“特征函数”表示后, 方
程(41)写成[
∂

∂t
+

(
2γx − y

m

)
∂

∂x
+ mω2x

∂

∂y

]
v(x, y, t)

+ ~2(µ2x2 + ν2y2) = 0. (42)

可以看到, 在高温情形下, 方程(42)是方程(36)的一
个很好的近似.

从方程(42)可得其稳态解为

vss(x, y) = −(a2x2 + 2cxy + b2y2), (43)

其中,

a2 =
~2(µ2 + m2ω2ν2)

4γ
,

b2 =
~2[µ2 + (4γ2 + ω2)m2ν2]

4γm2ω2 ,

c = −~
2mν2

2
.

另外,由⟨p2⟩ss = 2a2, ⟨q2⟩ss = 2b2,我们得到平衡态
时系统的平均能量值:

⟨HS⟩ss =
~ω

4

[
coth

(
~ωβ

4

)
+

(
1 +

2γ2

ω2

)
tanh

(
~ωβ

4

)]
.

(44)

在高温时有⟨HS⟩ss ≈ kBT , 在低温时有⟨HS⟩ss ≈
~ω(1 + γ2/ω2)/2. 需要注意的是, CLG主方程的稳
态解不仅与温度有关, 还依赖于环境的阻尼系数γ.
这一不寻常的结果意味着,为了准确地描述低温下
量子开系统的性质,人们有必要超越统计力学中使
用正则系综描述平衡态的传统,建立更为普适的统
计平衡系综的描述法则.

有了CLG主方程的稳态解, 应用式(29), 我们
可将其表示成具有给定宽度的Gauss波包的凸组
合, 然后通过计算熵的演化, 确定何种纯态可被称
作“指针态”. 我们得到的结果是(见文献[22]): 稳
态解(43)存在Gauss波包分解的条件为σ ∈ [σ−, σ+],
这里

σ2
± =

1
a2

a2b2 − c2 +
~2

16

±

√(ab − ~
4

)2

− c2

 (ab +
~

4

)2

− c2


 . (45)
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而宽度为σ的Gauss波包的熵产生初始速率为

dS (t)
dt

∣∣∣∣∣
t=0
=

γmσ2ω

2~ tanh
(
~βω

4

) ~ tanh
(
~βω

4

)
mσ2ω

− 2


2

. (46)

式(46)表明,当位置方差σ2
0 = ~ tanh(~βω/4)/2mω时,

熵产生的初始速率达极小. 然而可以证明不等
式σ2

0 < σ
2
− 恒成立,即最稳定的那个Gauss波包并不

是稳态解(43)给出的混合态中的一个成员. 另外,我
们还注意到, 当c2 > (ab − ~/4)2时式(45)右端出现
复数,此时CLG主方程的稳态解将不存在Gauss波包
分解.
从上面三个主方程的讨论得知如下几方面.

(1) 除了量子光学主方程外, CL及CLG主方程的
稳态解均不能用正则分布表示. (2) 一个量子
开系统, 若其主方程存在稳态解, 且稳态解的特
征函数是Heisenberg-Weyl 群上的Gauss型函数, 则
可用式(28)和(29)将其分解成一个具有固定波宽σ
的Gauss波包组成的混合态. 但存在此种分解是有
条件的,即波宽σ须满足不等式σ ∈ [σ−, σ+]. (3)为
了确定哪一种波包在环境的影响下相对最稳定,我
们采用了文献[19]中提出的判别标准(熵产生初始速
率的大小), 并以此来确定该量子开系统的“指针态
基”. 我们得到的结果是: 1) 量子光学主方程的“指
针态基”是相干态; 2) CL主方程的“指针态基”是波
宽σ = σ−的Gauss波包, 它们只在β~ω = 2时才是
谐振子的相干态; 3) 对于CLG主方程, 我们发现并
非在所有情况下它的稳态解都存在Gauss波包分
解, 但波宽σ = σ−的Gauss波包依然相对最为稳定.
(4) 一个量子开系统的“指针态基”原则上是由其主
方程确定的,它无疑与系统与环境的互作用哈密顿
量V的组成有关,但不一定是与V对应的系统的某个
可观测量的本征态. 在我们讨论的三个例子中, 量
子光学主方程的“指针态”虽然是湮灭算符a的本征
态,但a是一个“非厄米算符”. 至于CL和CLG主方程
的“指针态基”,都只能看成是位置算符q的近似本征
态. 因此, 究竟什么样的纯态才能定义成一个量子

开系统的“指针态”尚是一个有待进一步研究讨论的
问题.

5 结论

本文注意到, “统计规律”与“动力学规律”是自
然界中两类不同性质的自然规律.我们先以经典统
计力学为例, 阐明Gibbs创建的系综理论之所以成
为近代统计力学的理论基础,是因为他在哈密顿力
学的基础上引入了“相空间”的概念, 并借助于相空
间上的“不变测度”,以最完美的方式完成了“统计规
律”与“动力学规律”间的统一描述. 接下来我们讨
论了“量子统计力学”与“量子概率论”间的关系. 在
此基础上我们指出,目前人们在“量子统计力学”中
普遍使用的由von Neumann创建的Hilbert空间与密
度矩阵的描述方式, 由于未能具体地反映物理学
家感兴趣的物理系统的“动力学特征”, 因而需要在
该数学框架中添加一个新的数学结构——“相群”.
研究表明, 一旦在von Neumann的数学框架中引入
了反映物理系统“动力学特征”的“相群”, 就能很自
然地把“经典概率论”中广泛使用的“特征函数”推广
到“量子概率论”中去, 从而建立起一个以“相群”为
基础的“量子力学的群论形式”. 在该数学框架下,
量子态用“群上特征函数”表示, 力学量用“群上具
有有界支集的广义函数”表示. 在第3章中, 我们给
出了这种“群上函数”表示与通常的“Hilbert空间算
符”表示间的转换关系.最后,我们还讨论了在量子
统计力学的理论研究中, 采用“量子特征函数”这一
新的数学表示时所显示的优越之处. 特别是,用“群
上特征函数”表示给出了“量子光学主方程”的显式
解, 求出该方程的稳态解, 证实了此时的“指针态
基”就是相干态. 此外, 我们还在“特征函数”表示
下,讨论了量子布朗运动的Caldeira-Legget主方程及
其Lindblad型的推广, 给出了求量子开系统在给定
环境下的“指针态基”的步骤, 以及如何将“密度矩
阵”在“指针态基”上展开的方法.

致谢 感谢厦门大学王矫教授以及中国科学技术大学王文阁教授和颜华博士的有益讨论.
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Quantum statistical mechanics, quantum probability and
quantum characteristic function

GU Yan*

Department of Modern Physics, University of Science and Technology of China, Hefei 230026, China

The theory of quantum statistical mechanics is reviewed in the light of the quantum probability theory developed in recent
years by mathematicians. We show that—which is our main motivation here—the former is a special model in the frame-
work of the latter, by extending the characteristic function in the classical probability theory to the quantum probability
theory based on the requirements of quantum statistical mechanics. We find that due to the fact that fundamental dynamical
variables of a quantum system must respect certain commutation relations, one has to reform the classical characteristic
function defined on a Euclidean space to a normalized, nonnegative definite function defined on a group which is generated
by a Lie algebra formed from these commutation relations. Our key finding is that the group-theoretical characteristic
function could be adopted to replace the density matrix commonly used in quantum statistical mechanics for representing a
state of the quantum ensemble, and more than that, the new representation has some significant advantages in applications.
To show its advantages compared with the conventional density matrix scenario, we illustrate its applications in: solving
the master equation that describes the irreversible evolution of a quantum open system; determining the pointer states of
a quantum open system; and expanding the density matrix with the pointer states. In particular, thanks to the quantum
characteristic function, we are able to write down the solutions of the quantum-optical master equation explicitly, obtain its
steady solutions and verify that the pointer states are exactly coherent states. Besides, the Caldeira-Leggett master equation
for the quantum Brownian motion and its extension to the Lindblad type are also studied.

group-theoretical formalism of quantum statistical mechanics, quantum characteristic function, master equations
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