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摘要 本文考虑有世代交叠 (overlapping generations) 现象的下临界分支过程, 也称作连续时间下临

界 CMJ 过程. 在 CMJ 过程中, 个体可以在不同的年龄阶段产生后代, 等待繁殖的时间间隔不再是

独立的指数分布随机变量. 因此过程一般不再具有马氏性. 本文主要研究 t 时刻未来代 (the coming

generation) 人口数 {Ht}, 也即 t 时刻之后, 确定会出生的个体总数, 他们是在未来必然出生的潜在人

口. 借助于更新定理, 我们得到 {Ht} 的几个条件极限定理, 以及未来代非灭绝的充分条件.
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1 引言和主要结果

本文考虑有世代交叠 (overlapping generations)现象的分支过程 (参见文献 [1]), 有时又称为 CMJ

(Crump-Mode-Jagers) 过程. 在 CMJ 过程中, 个体可以在不同的年龄阶段产生后代, 等待繁殖的时间

间隔不再是独立的指数分布随机变量. 因此过程一般不再具有马氏性. 如果不做特殊说明, 假设初

始时刻只有一个祖先. 设 I =
∪∞

j=0 Nj 是所有可能的个体构成的集合. 对于个体 x ∈ I, 记 ξx 为 x

的生殖点过程 (参见文献 [1, 第 120 页]). 在不强调个体 x 时简记作 ξ. 假设 {ξx}x∈I 为独立同分布

的 (i.i.d.). 我们可以按如下方式得到过程的实现 (realization, 参见文献 [1, 第 124 页]). 祖先 (0) 是

实现的, 个体 (x, k) 能够实现如果她的母亲 x 实现了并且 ξx > k. 记 x 在 [0, t] 产生的后代个数为

ξx(t) = ξx[0, t], ξx(∞) = ξx[0,∞). 一个可实现的个体 (x, k) 出生当且仅当她的母亲 x 达到年龄 τx(k):

τx(k) = inf{t : ξx(t) > k},

并将个体 (x, k) 出生的时刻记为 σ(x,k). 定义 σ0 = 0. 若 x = (j1, j2, . . . , jn) ∈ I, 则有

σx = τ0(j1) + · · ·+ τ(j1,...,jn−1)(jn).

定义 1.1 (参见文献 [2, 3]) 对任意的 t > 0, 定义未来代 (the coming generation) It,

It = {x = (x′, i) ∈ I : σx′ 6 t < σx < ∞}. (1.1)
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显然, 未来代 It 是由 t 时刻之后确定会出生的人口构成的集合. 其实这些个体很有可能并不属于

同一代, 也不在同一时刻出生. 但他们是在未来必然出生的潜在人口. 研究未来代人口的发展趋势, 可

用来估计人口的演变, 并在人口控制中发挥作用.

本文主要考虑未来代中的人口数. 令 Ht = ♯{x ∈ I : x ∈ It}. 则有如下分解:

Ht = ξ0(∞)− ξ0(t) +

ξ0(t)∑
i=1

H
(i)
t , (1.2)

简单起见, 对任意 x ∈ I, t > 0, 定义 Φx(t) = (ξx(∞)− ξx(t)); 若 t < 0, 令 Φx(t) = 0. 则可写为

Ht =
∑
x∈I

Φx(t− σx).

对 CMJ 过程, Jagers 在文献 [1, 第 6 章] 介绍了关于当前存活人口的条件极限定理. 文献 [2–4]

进一步研究了上临界情形, 并得出更一般化的结论. 而且未来代在上临界极限性质的研究中也发挥越

来越重要的作用. 如在离散时间情形中, 未来代人口的生殖值 (the reproductive value of the coming

generation)

Nn =
∑
y∈In

e−ασy

是一个 Nerman 鞅 (参见文献 [3, 5]), 并从此角度研究上临界 CMJ 过程的极限行为. 而本文主要讨论

连续时间下临界 CMJ 过程未来代人口的性质, 得到非灭亡条件下未来代人口数的极限定理, 并尽可

能弱化定理成立的条件, 只假设 β < ∞ 和经典的 x log x 条件 (参见文献 [6, 7]).

定义 1.2 定义生殖函数 µ(t) = E[ξx(t)], x ∈ I. 由独立性, µ(t) 与 x 无关. 假设 m = µ(∞) =

E[ξ(∞)] < ∞. 定义 Malthusian 参数 (参见文献 [8]) α ∈ R 为下述方程的解:

µ̂(α) =

∫ ∞

0

e−αtµ(dt) = 1. (1.3)

令 ξ̂(α) =
∫∞
0

e−αtξ(dt). 可知 α > 0, α = 0 和 α < 0 分别对应着 m > 1, m = 1 和 m < 1, 在这三

种情形下, 分别称 CMJ 过程为上临界、临界和下临界. 令 µ̌(dt) = e−αtµ(dt). 则 µ̌ 是 [0,∞) 上的概率

测度.

定理 1.3 若 µ 为有限测度, 则对任意的 t > 0, 有 E[yt] < ∞ 且 mt = E[Ht] 也有限, 其中 yt 为

[0, t] 内出生的总人口数. 进一步, mt 满足

mt = m− µ(t) +

∫ t

0

mt−sµ(ds). (1.4)

若 m = µ(∞) < 1 (下临界情形), 则当 t → ∞ 有 mt → 0.

定理 1.4 在非格点 (not lattice) 非临界 CMJ 过程中, 若 α 为其 Malthusian 参数, 则有

lim
t→∞

e−αtEHt =

∫∞
0

e−αt[m− µ(t)]dt∫∞
0

te−αtµ(dt)
=

m− 1

αβ
, (1.5)

其中 β =
∫∞
0

te−αtµ(dt). 且若 β = ∞, (1.5) 式右端为 0.

推论 1.5 设 α ̸= 0. 则下列两极限之一存在当且仅当另一个存在, 且当极限存在时, 下述两条结

论等价:
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(i) limt→∞ e−αtP (Ht > 0) > 0;

(ii) limt→∞ E[Ht|Ht > 0] < ∞.

注 1.6 需要说明的是, 这里的极限存在, 包括极限是正无穷大的情形. 如当 α > 0, 即上临界情

形, 则有 limt→∞ e−αtP (Ht > 0) = 0 和 limt→∞ E[Ht|Ht > 0] = ∞.

定理 1.7 考虑非格点、下临界且 Malthusian 参数为 α 的 CMJ 过程. 假设 β < ∞. 则极限

lim
t→∞

e−αtP (Ht > 0)

存在. 如果

E[ξ̂(α) log ξ(∞)] < ∞, (1.6)

则 limt→∞ e−αtP (Ht > 0) > 0.

注 1.8 在这个定理中, 我们只考虑下临界情形, 即 α < 0. 关于上临界 (α > 0)一般化的结论,可

见本文的参考文献 [4] 等.

2 定理的证明

作为定理证明的准备, 需要以下定义和一些引理.

定义 2.1 (参见文献 [9, 第 XIII 章第10 节] 或 [1, 第 104 页]) 设 f 和 x 为 R+ 上的可测函数, µ

为 R+ 上的测度. 若 µ 为概率测度, 则关系式

x(t) = f(t) +

∫ ∞

0

x(t− u)µ(du), t > 0, (2.1)

称为一个更新方程 (renewal equation). 也可写成卷积形式 x = f + x ∗ µ. 若 µ(∞) < 1, 则方程 (2.1)

称为亏损的更新方程 (defective renewal equation). 若 µ(∞) > 1, 则称其为过分的 (excessive).

引理 2.2 (参见文献 [1, 定理 5.2.9, 第 111 页]) 设 µ 为 R+ 上的测度且 µ(∞) < 1, f 为有界可测

函数, 且 f(∞) := limt→∞ f(t) < ∞. 则方程 (2.1) 的解 x 存在极限

lim
t→∞

x(t) =
f(∞)

1− µ(∞)
. (2.2)

若进一步方程 (1.3) 的解 α 存在, µ 为非格点 (not lattice) 测度, f 是几乎处处连续, 且满足不等式

∞∑
k=0

sup
06t<1

e−α(k+t)|f(k + t)| < ∞, (2.3)

则有

lim
t→∞

e−αtx(t) =

∫∞
0

e−αtf(t)dt∫∞
0

te−αtµ(dt)
. (2.4)

定理 1.3 的证明 对 x ∈ I, 在 Ω 上定义作用于 {ξy; y ∈ I} 的推移算子 (参见文献 [1, 第 125 页])

Sx({ξy}; y ∈ I) = {ξ(x,y), y ∈ I}.
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由方程 (1.2), 我们得

EHt = m− µ(t) + E

( ξ0(t)∑
i=1

H
(i)
t

)
= m− µ(t) +

∫ t

0

E(Ht−s ◦ Sξ0(s)ξ0(ds))

= m− µ(t) +

∫ t

0

E(Ht−s)µ(ds).

再由 (1.2) 和引理 2.2, 定理 1.3 即可得证. �
定理 1.4 的证明 设 x(t) = e−αtmt, f(t) = e−αt[m− µ(t)]. 由定理 1.3, 可得关系式 x = f + x ∗ µ̌

以及 ∫ ∞

0

e−αt[m− µ(t)]dt =

∫ ∞

0

e−αt

∫ ∞

t

µ(du)dt

=

∫ ∞

0

∫ u

0

e−αtdtµ(du)

=

∫∞
0

(e−αu − 1)µ(du)

−α
=

1−m

−α
< ∞,

和

∞∑
k=0

sup
06t<1

|f(k + t)| =
∞∑
k=0

sup
06t<1

{e−α(k+t)[m− µ(k + t)]}

6
∞∑
k=0

e−α(k+1)[m− µ(k)]

= e−α[m− µ(0)] +

∞∑
k=1

e−α(k+1)[m− µ(k)]

6 e−α[m− µ(0)] +
∞∑
k=1

∫ k

k−1

e−α(t+2)[m− µ(t)]dt

= e−α[m− µ(0)] + e−2α

∫ ∞

0

e−αt[m− µ(t)]dt < ∞.

将文献 [1, 第 111 页] 的定理 5.2.8 运用于 x = f + x ∗ µ̌, 就可得到定理 1.4. �
以下记 1− L(t) := P (ξ(∞) > ξ(t)). 则有∫ ∞

0

e−αt[1− L(t)]dt =

∫ ∞

0

e−αtP (ξ(∞) > ξ(t))dt

6
∫ ∞

0

e−αtE[ξ(∞)− ξ(t)]dt

=

∫ ∞

0

e−αt[m− µ(t)]dt < ∞. (2.5)

引理 2.3

∞∑
k=0

sup
06t<1

e−α(k+t)[1− L(k + t)] < ∞. (2.6)
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证明 注意 1− L(t) 6 m− µ(t), 利用 (2.5) 式和 µ(t) 的单调性可得引理 2.3. �
回忆方程 (1.2) 中的 H

(i)
t , 令 H

(0)
t = ξ0(∞)− ξ0(t), 且下文皆定义 f(t) 为

f(t) : =
∞∑

n=0

P (H
(n)
t > 0)− P (Ht > 0)

=
∞∑

n=0

P (H
(n)
t > 0)− P (∃n ∈ N,H(n)

t > 0). (2.7)

与离散情形不同, 需重点说明下述引理成立.

引理 2.4 设 f(t) 如 (2.7) 定义, 则有

0 6
∫ ∞

0

e−αtf(t)dt < ∞, (2.8)

和

∞∑
k=0

sup
06t<1

e−α(k+t)|f(k + t)| < ∞. (2.9)

证明 首先, 注意

P (Ht > 0) = P (∃n ∈ N,H(n)
t > 0)

= P (H
(0)
t > 0)−

{ ∞∑
n=0

P (H
(n)
t > 0)− P (∃n ∈ N,使得 H

(n)
t > 0)

}
+

∞∑
n=1

P (H
(n)
t > 0)

= P (ξ(∞) > ξ(t))− f(t) + E

[ ξ0(t)∑
n=1

P (H
(n)
t > 0)

]
= 1− L(t)− f(t) +

∫ t

0

E[P (Ht−s ◦ Sξ0(s) > 0)ξ0(ds)]

= 1− L(t)− f(t) +

∫ t

0

P (Ht−u > 0)µ(du). (2.10)

对于 α < s < 0, 有∫ ∞

0

e−st

∫ t

0

P (Ht−u > 0)µ(du)dt =

∫ ∞

0

∫ ∞

u

e−stP (Ht−u > 0)dtµ(du)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−s(u+t)P (Ht > 0)dtµ(du)

= µ̂(s)

∫ ∞

0

e−stP (Ht > 0)dt. (2.11)

因 µ̂(s) 6 1, 可得∫ ∞

0

e−stf(t)dt =

∫ ∞

0

e−st[1− L(t)]dt+

∫ ∞

0

e−st

∫ t

0

P (Ht−u > 0)µ(du)dt−
∫ ∞

0

e−stP (Ht > 0)dt

=

∫ ∞

0

e−st[1− L(t)]dt+ [µ̂(s)− 1]

∫ ∞

0

e−stP (Ht > 0)dt

6
∫ ∞

0

e−st[1− L(t)]dt < ∞. (2.12)
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由 (2.5) 且令 s ↓ α, 即可得 (2.8) 式.

其次, 记 vt =
∑∞

n=0 χ{H(n)
t >0}, 则

E[vt] =
∞∑

n=0

P [H
(n)
t > 0], P (vt > 0) = P (∃n ∈ N, H(n)

t > 0),

和

f(t) = E[vt]− P (vt > 0) = E[(vt − 1)+].

注意到对任意的 t, u, χ{H(0)
t+u>0} 6 χ{H(0)

u >0} 成立, 因此有

vu+t − vu 6
ξ0(t+u)∑
n=1

χ{H(n)
t+u>0} −

ξ0(u)∑
n=1

χ{H(n)
u >0}

6
ξ0(t+u)∑

n=ξ0(u)+1

χ{H(n)
t+u>0} 6 ξ0(t+ u)− ξ0(u).

所以对 k ∈ N, 0 6 t 6 1, 有

f(k + t) 6 f(k) + µ(k + 1)− µ(k),

以及

∞∑
k=0

sup
06t<1

e−α(k+t)|f(k + t)| 6
∞∑
k=0

e−α(k+1){f(k) + µ(k + 1)− µ(k)} < ∞.

可利用类似于证明 (2.8) 式的方法, 证明最后的不等式成立. �
定理 1.7 的证明 (I) 首先, 注意

e−αtP (Ht > 0) 6 e−αtmt, (2.13)

且由定理 1.4 知上不等式右侧有界. 其次, 令 g(t) := 1 − L(t) − f(t). 由 (2.5) 式, 引理 2.3 和 2.4 知

g(t) 满足 (2.3) 式. 因此利用引理 2.2, 可得极限

lim
t→∞

e−αtP (Ht > 0) =

∫∞
0

e−αtg(t)dt

β
.

(II) 现在说明, 在 (1.6) 式条件下, 有

lim
t→∞

e−αtP (Ht > 0) > 0. (2.14)

将 CMJ 过程中第 n 代实现的个体数记为 Zn, 则 {Zn} 为一个 GW 过程, 称其为嵌入 CMJ 过程的

GW 过程 (参见文献 [10, 11]). 记 qn = P (Zn = 0) 是第 n 代没有个体的概率. 对 t > 0, 记 hn(t) 为事

件 “第 n 代有一个个体, 属于 It, 且 Zn+1 = 0” 的概率, 即

hn(t) = P [Zn = Ht,n = 1, Zn+1 = 0],
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其中, Ht,n 是第 n 代在 It 中的个体数, 即 Ht,n =
∑

x∈Nn χ{x∈It}. 显然, 可得

P [Ht > 0] = P [∃n ∈ N+,Ht,n > 0]

> P [∃n ∈ N+, Zn = Ht,n = 1, Zn+1 = 0]

=

∞∑
n=1

hn(t),

这是因为,若存在某 n0 ∈ N+ 使 hn0(t)对应的事件发生,则任意的 n ̸= n0, hn(t)对应的事件一定不发

生. 因此接下来只需证

lim
t→∞

e−αt
∞∑

n=1

hn(t) > 0.

记 H
(k)
t,n =

∑
x∈Nn−1 χ{(k,x)∈It}. 回忆推移算子 Sx, x ∈ I. 对于 n > 2, 有

hn(t) =
∞∑
k=1

P (H
(k)
t,n = Zn = 1, Zn+1 = 0)

= E

{ ∑
τ0(k)6t

P (Ht−τ0(k),n−1 ◦ Sk = Zn−1 ◦ Sk = 1, Zn ◦ Sk = 0|ξ0)qξ0(∞)−1
n−1 ; ξ0(∞) > 1

}

=

∫ t

0

hn−1(t− u)E[q
ξ(∞)−1
n−1 ξ(du); ξ(∞) > 1]

=

∫ t

0

hn−1(t− u)µ(du)−
∫ t

0

hn−1(t− u)E[(1− q
ξ(∞)−1
n−1 )ξ(du); ξ(∞) > 1].

记

ηn(dt) = E[(1− qξ(∞)−1
n )ξ(dt); ξ(∞) > 1], n > 1.

则有

hn = hn−1 ∗ µ− hn−1 ∗ ηn−1, n > 1.

利用此式进行递推, 并去掉其中的某些正项放缩, 然后求和, 可得对于 n > k, 有

∑
n>k

hn > hk ∗
∞∑

n=0

µ∗n − hk − hk ∗
∞∑

n=0

µ∗n ∗
∑
j>k

ηj . (2.15)

若记

hkα(t) = e−αthk(t), ν =

∞∑
n=0

µ∗n, να(dt) = e−αtν(dt), λj(dt) = e−αtηj(dt),

则有

e−αt
∑
n>1

hn(t) > hkα ∗ να(t)− hkα(t)− hkα ∗ να(t) ∗
∑
j>k

λj(t).
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与离散情形类似, 利用文献 [1] 中的方法, 可得

e−αt
∞∑

n=1

hn(t) >
[
hkα ∗ να ∗

(
µ̌−

∑
j>k

λj

)]
(t). (2.16)

因为 0 6 hk(t) 6 E(Ht,k) 6 mk, 可由控制收敛定理得 limt→∞ hk(t) = 0. 注意

hkα ∗ να = hkα + hkα ∗ να ∗ µ̌, (2.17)

且 hkα 满足更新定理的条件. 事实上, 一方面有∫ ∞

0

hkα(t)dt =

∫ ∞

0

e−αthk(t)dt

6
∫ ∞

0

e−αtE(Ht,k)dt

=

∫ ∞

0

e−αt

∫ t

0

[m− µ(t− u)]µ∗(k−1)(du)dt

=

∫ ∞

0

e−αuµ∗(k−1)(du)

∫ ∞

0

e−αt[m− µ(t)]dt < ∞.

另一方面还有

∞∑
n=0

sup
06t<1

hkα(n+ t) 6
∞∑

n=0

sup
06t<1

e−α(n+t)E[Hn+t,k]

=

∞∑
n=0

sup
06t<1

e−α(n+t)

∫ n+t

0

[m− µ(n+ t− u)]µ∗(k−1)(du)

6
∞∑

n=0

e−α(n+1)

∫ n+1

0

[m− µ(n− u)]µ∗(k−1)(du)

6 e−α[m− µ(0)] +
∞∑

n=1

∫ n

n−1

∫ t+2

0

e−α(t+2)[m− µ(t− u)]µ∗(k−1)(du)dt

= e−α[m− µ(0)] + e−2α

∫ ∞

0

e−αuµ∗(k−1)(du)

∫ ∞

−2

e−αt[m− µ(t)]dt < ∞,

这里记 µ(t) = µ(0) 如果 t < 0. 将引理 2.2 运用于 (2.17) 式, 则有

lim
t→∞

hkα ∗ να(t) =
∫∞
0

e−αthk(t)dt

β
. (2.18)

并且在 (1.6) 式条件下, 有 (文献 [1, 第 161 页])

∞∑
j=0

λj(∞) < ∞.

回忆 µ̌(∞) = 1. 若
∫∞
0

e−αthk(t)dt > 0,则由文献 [1]的引理 5.2.10,不等式 (2.16)得到,对足够大的 k,

lim
t→∞

e−αt
∑
n>1

hn(t) >
∫∞
0

e−αthk(t)dt

β

[
1−

∑
j>k

λj(∞)

]
> 0.
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因此只需讨论积分
∫∞
0

e−αthk(t)dt. 若 p1 > 0. 先假设 P [ξ(0) = 1|ξ(∞) = 1] < 1. 在文章的最后将给

出关于这一假设的解释. 则存在 r 和 R, 0 < r < R 6 ∞, 使得 P [ξ(R)− ξ(r) = 1|ξ(∞) = 1] > 0. 因此

可知, ∫ ∞

0

P [Z1 = Ht,1 = 1]dt > p1rP [ξ0(∞)− ξ0(r) = 1|ξ0(∞) = 1] > 0,

且 ∫ ∞

0

hk(t)dt=

∫ ∞

0

P [Zk = ht,k = 1, Zk+1 = 0]dt

= p0

∫ ∞

0

P [Zk = ht,k = 1]dt

= p0

∫ ∞

0

E

[ ∑
τ0(i)6t

P (Zk−1 ◦ Si = Ht−σi,k−1 = 1)

]
dt

= p0E

[ ∫ ∞

0

∫ t

0

P (Zk−1 = Ht−u,k−1 = 1)ξ(du)dt

]
= p0m

∫ ∞

0

P (Zk−1 = Ht,k−1 = 1)dt

= · · · = mk−1p0

∫ ∞

0

P (Z1 = Ht,1 = 1)dt > 0.

从而有 ∫ ∞

0

e−αthk(t)dt >
∫ ∞

0

hk(t)dt > 0.

若 p1 = 0,可定义一个新的过程,祖先 (0)以 1
2 的概率在 t = 0时刻繁殖一个后代并不再繁殖,以 1

2 的

概率按照点过程 ξ0 繁殖. 其他个体 x ∈ I 类似, 以 1
2 的概率在 t = σx 时刻繁殖一个后代并结束繁殖,

以 1
2 的概率按照点过程 ξx 繁殖. 新的过程未来代记为 Ĩt, 则 H̃t = ♯Ĩt 是以 µ̃ = 1

2 + µ
2 为生殖函数的

分支过程. 因此 α 也为新过程的 Malthusian 参数, 且有

E[
ˆ̃
ξ(α) log ξ̃(∞)] =

1

2
× 0 +

1

2
E[ξ̂(α) log ξ(∞)] < ∞.

因此对于任意的 t, H̃t 与 Ht 同分布. 从而

lim
t→∞

e−αtP [Ht > 0] = lim
t→∞

e−αtP [H̃t > 0] > 0.

证毕. �
注 2.5 为什么假设 P [ξ(0) = 1|ξ(∞) = 1] < 1? 因为

Ht =
∑
x∈I

χ{σx6t}[ξx(∞)− ξx(t− σx)],

若 P [ξ(0) = 1|ξ(∞) = 1] = 1, 则对任意的 t, 独生子的母亲对 Ht 和 It 没有贡献. 而这些母体, 会被她

们唯一的后代立即取代.

致谢 感谢审稿人和副主编的修改建议.
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Limit properties of subcritical CMJ processes about the coming

generation

GUO HongSong & ZHANG Mei

Abstract In this paper, we consider the subcritical branching processes with overlapping generations in con-

tinuous time, which is sometimes referred to as subcritical CMJ processes in continuous time. CMJ processes

depict populations of individuals who can produce offsprings at different ages, and the time interval of the next

two reproductions is no longer of exponential type. We mainly study the count of “the coming generation” at

time t, which is called {Ht}. The coming generation is the “potential population” that are sure to be born at

sometime in the future. With the help of renewal theorem, we obtain some conditional limit theorems for {Ht}.
Keywords subcritical, branching process, overlapping generation, the coming generation
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