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试论统计物理基本方程

邢修三
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,
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摘要 提 出时间反演不对称的 iL o u vi lle 空 间反 常肠 n g e vi n 方程或其等价的广 义

iL o u vi lle 方程
,

作为统计物理的基本方程
.

此方程反映了统计热力学的运动规律是随

机性的而非确定性的
.

由它出发推导出了非平衡嫡
、

炳增加原理
、

平衡态系综
、

B BG K Y

扩散方程链
、

流体力学方程
,

如质量漂移扩散方程
、

广义 aN vi e r 一 st o

kes 方程等
.

所有

这一切都是统一 的严格的
,

不需增补任何假设
.

但是难 以普遍证明所有非均匀的远

离平衡态的孤立系统内各处的嫡产生密度 。 ) 0
.

关键词 U 。
州 ue 空间反常 U gn e村. 方程 随机规律 不可逆性 非平衡摘 流体力学方程

众所周知
,

理论物理每个主要分支领域都有其基本方程
.

如经典力学中的 N e wt o n 动力

学方程
,

量子力学中的 cs h r 6 id n g e r 方程
,

电动力学中的M ax 讹n 方程组等
.

这些方程
,

都有两个

共同特点 : 一是其基本性
,

即它们是各自领域内基本物理规律和基本物理特性 的数学表述
,

是

由实验总结归纳出来的
,

既不能从任何其他基本方程推导出
,

也无法明确 回答为什么是 如

此 ;二是其指导性
,

即它们在各自领域内起指导作用
,

由它们出发不需再增补任何基本假设就

可推导出本领域几乎全部有关物理定律
,

广泛 阐 明各种物理现 象
,

计算各种不 同类型 的课

题
,

甚至还能给出某些预言
.

统计物理亦存在这种基本方程吗 ? 它反映统计热力学 的基本

规律吗 ? 由它能推导出包括流体力学方程在内的非平衡态和平衡态统计物理的各种主要结果

吗 ? 若存在
,

这种方程是什么 ? 长期 以来
,

人们都将 iL o u vi lle 方 程看成是统计物理的基本

方程
.

然而
,

iL o u vi lle 方程是时间反演对称 的
,

是 与 6N 维 相 空 间 的 H a而 it o n 方程完全

等价的
,

不反映统计热力学系统固有 的基本特性— 时间方 向性或不可逆性 【’ l
,

由它推算

的孤立系统的嫡不随时间变化`’ 1,

也不能严格推导出流体力学方程乃
.

为了试图由 iL o

viu lle 方程导

出不可逆性
,

总要增补某种假设甚至是随机性假设 l’
,

’ 一

凡为 了能从 iL o u vi lle 方程出发解决嫡

增长问题
,

总要引人某种粗粒化技术 11, 3]
,

尽管如此
,

我们仍得不 到 G ib be 非平衡嫡的表 达

式 ; 为了推出流体力学方程
,

或从 oB lt

~ nn 方程的近似结果求出M
,

或增补另外的随机性假

设冈
.

事实上
,

由于宏观量是相应的微观量的统计平均值
,

可以证 明
,

若不增补任何统计假

设
,

从可逆的微观 iL o u vi lle 方程不可能推导出任何不可逆的宏观运动方程
.

由此可见
,

正由

于 iL o u v i lle 方程仅是一个动力学方程
,

未反映统计热力学 的基本规律
,

因而在研究上述问题

时
,

总要引人某种假设
,

而且 不只一 种假设
.

与 N e wt o n 动力学 方程
、

S c h r
6 id n ge r

方程及

1卯 5一 05 一 29 收稿
,

1望巧 一 0 1一 24 收修改稿



中 国 科 学 (A辑 )第6 2 卷

M axe wU 方程组等相 比
,

无论就其基本性
,

或从其指导性来说
,

iL o vu i lle 方程作为统计物理的基

本方程
,

都是不完满的
.

鉴于上述理由
,

作者认为
,

在统计物理框架 中
,

与其将一个动力学方程作为基本方程再增

补某些统计假设
,

其优美性和逻辑性不如一开始就假设一个反映统计热力学系统基本特性 的

方程作为基本方程
.

至于这个方程是否正确
,

那就看统计热力学的实验结果是否证明它具有

上述基本性和指导性 了
.

正是在这种思路指引下
,

本文 试图提出一个时间反演不对称的新方

程
,

以代替时间反演对称的 iL o u vi lle 方程
,

作为统计物理的基本方程
.

从而提供一个能统一严

格推导出包括流体力学方程在 内的非平衡态和平衡态统计物理的各种主要结果的统计物理框

架
.

本文以下所有结果都是从这个基本方程推导出的
,

未增补任何假设
.

1 L i o u村l l e 空 I’ed 反常 L a n g e v i n 方程

根据基本方程应反映统计热力学基本特性— 时间方向性的思路及以下的物理解释
,

我

们假定 : 统计热力学系统内粒子的运动规律遵守下述的 iL o vu i lle 空间反常 aL n g e vi n 方程
,

奋
`

= vP H + 叮
,

(叮
, , `
川

或一又
,

H,
( l )

其中

娜 iq, ))t 一 0,
、

_ _ _

)
戈叮

。

(叮
, ,

t )气(qj
,

t
`

)夕= ZD 。 ,

(叮
. ,

t ) 。
, , 。 ( t 一 t

’

)
·

)
( 2 )

H = H X( ) = H (q
l ,

叮
2 ,

…
,

q 3、 ; p 。,

p Z,

…
,

p w ) 为系统的 H a而 lt o n 函数
,

x 为 6N 维相空bIJ (即 L i o u v ille

空间 )的状态向量
,

吼和 iP 各为粒子的广义坐标和广义动量
·

D 二 {D
; , ,

(q
,

t ) } = {几冰iq
,

t )气
,

,

}二

{班 q
,

O凡
,

}为相空间坐标子空间的扩散矩阵
·

D ( q
,

O 二几
。

(q
,

O 正是三维坐标空间的 自扩散

矩阵
,

其矩阵元素 D。一几
,

有 6 个
,

它们 既可从理论上计算又可从实验上测量 围
·

几
。
(q

,

。 二

线
,

怀 )t 入
。

是由于两个不同粒子的随机速度的相互关联远小于同一个粒子的随机速度的 自

关联
,

因而可以略去
·

乓
` ,

(叭
,

O二 D (q
,

)t 是根据粒子全同性原理
,

不同粒子在各处的 自扩散矩

阵可看成与同一粒子在各不同处的 自扩散矩阵相等
,

因而 6 N 个矩阵元素可由 6 个随坐标 q

变化的矩阵元素表示之
.

方程 ( l) 就假定是统计物理的基本方程
.

它表明
,

在统计热力学系

统内
,

粒子的广义速度不再是确定性的
,

而需增加一个遵守 G a us s 分布的随机项 叮`俪
,

O
,

因而

有别于 iL o u vi lle 空间的 H a而 lot n 方程 〔4,9]
.

即是说
,

在统计热力学系统内
,

尽管作用于单个粒

子的力是确定性的
,

但其速度却是随机的
,

即统计热力学系统内粒子运动规律是随机性的
,

而

非确定性的
.

为何方程 ( 1)叫反常肠
n g e v

in 方程 ? 这是因为与通常的表达式相反
,

肠n g e vi n
力不是作

用于动量时间导数
,

而是坐标时间导数
.

如何理解粒子运动规律在动力学系统内被认为是确

定性的而到了统计热力学系统内就变为随机性的 ? 反常肠 gn e vi n
力 由何而来? 为何它是作

用于速度而不是作用于力 ? 这些问题目前难以明确回答
.

一个重要 的启示来 自下述事实
: 根

据统计物理基本方程应反映统计热力学基本规律的思路
,

将热力学第一和第二定律变成算符

再作用于系综几率密度上
,

其运算过程虽不严格
,

所得的近似方程刚好与后面的广义 iL o u vi lle

方程 ( 3) 相 似
.

这就是作者为何假定方程 ( l) 作为统计物理基本方程的最 初思想来 由
.

此
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外
,

还可通过下述两种物理效应来理解
.

第一
,

统计热力学 系统整体作 用效应
.

例如我们知

道刚
,

在方程 l( )的 H a m i lot n 函数中
,

其相互作用来 自理想化的简单模型
,

且仅考虑二体相互

作用
.

可是在统计热力学系统中
,

粒子数目极多
,

且所有粒子 (原子或分子 )都是实际的
,

结构复

杂
,

可能变形或激发 ; 此外
,

不仅有二体相互作用
,

还有三体
、

四体等非线性多体关联相互作用
.

这样
,

统计热力学系统内粒子间的实际相互作用就比 ( l) 式 中的理想相互作用远 为复杂
.

它

们在大量碰撞过程中将会不断遇到不稳定因素
,

从而引起不规则的随机性运动和混沌运动 {’钦” ]
.

现已证明 I’ 2
、

’习
,

混沌运动所诱发的空间扩散可由标准的空间扩散方程描述之
.

第二
,

实际容器

表面的微观结构不均匀效应
.

已经证明 {” J
,

从负曲率表面反射的粒子将产生随机性
.

流体的容

器总是由实际固体材料构成的
,

因而它的微观结构总是不均匀的
,

其微观曲率既有正亦有负
,

故

从实际容器表面反射的部分粒子将不断产生随机性
.

通常
,

这两种效应总是被略去陈 ,)]
.

实际

上
,

在方程 ( l) 的 H a而 lt o n 函数中也无法计算它们
.

模拟这些效应的简单方法 {’ 3] 就是给 ( 1) 式

的第一个方程增加一个随机速度项
.

这就是目前对统计热力学 内反常 助n gve in 力的起源的

可能理解
.

正如 L i o u v i lle 方程等 价于 L io u v i lle 空间的 H a m i l t o n 方程
,

容易证 明 l川
,

根据 S t r a t o n o -

vi ch
一

oF k ke 卜 P h cn k 规则
,

与 iL o
vu i lle 空间反常肠

n g e vi n 方程 ( l) 等价的几率密度演化方程为

鲁一分
·

v , 。 + v
, ·

! v
。 ·

(。 。卜合
(v

。 ·

。 )。卜

【H
,

川· v
, ·

{
v

。 ·

`。 ,一

合
(v

, ·

D )·

〕
,

( 3 )

其中 p = 风X, )t 为系综几率密度
.

方程 (3 )可叫广义 iL o u vi lle 方程或 iL o u vil le 扩散方程
.

与

ioL vu ille 方程相比
,

广义 。 iou vill
。 方程多 了个扩散项 v

。 .

「
v

。 .

(DP )一冬(v
。 .

。 )。

l
,

它表示

L

“
一

」

iL o vu i lle 空间的几率流不仅有漂移的
,

且在坐标子空间有扩散的
,

因而是时间反演不对称 的
,

反映了统计热力学过程的基本特性— 不可逆性
.

由 ( 1)
,

(3) 两式等价可见
,

统计热力学不可逆

性是与随机性密切相关的
.

统计物理为何一定要用统计方法
,

其原因正在于其运动规律是随

机性的
.

应该指出
,

rP igo g ine 网 早就提出把热力学第二定律作为一个基本原理的假定
,

并由此研究

其对时空和动力学的影响
.

但是他一直仍把 iL o u vi lle 方程作为基本方程
,

因而本文的思路
、

方法和结果 与他的是不同的
.

根据随机理论 l阎
,

可求得系综几率密度对时间的总变化率为

即 _ 日。
1

/
公

.

1 。
_

n

丫 7t _

(v
q。 )

·

v
, ·

(DP )
一兀气一 一

~
万了 了 `入 下

一

不 v e .

口 耳
. v X 尸一

—
, 又, 少

a l “ i \ 乙
’

/ 尸

代人 ( 3) 式
,

则有
·

v , ·

(DP ) 一
(v

,户)
·

v
, ·

(DP )

P
( 5 )

由 (5) 式可知
,

在非平衡态
,

卑
U f

尹 0
,

即系综几率密度在运动中不稳定
,

它将要在相空间的坐

标子空间扩散
,

直至其达到平衡态

有的基本特性
.

卑
一 。 为止

,

因而反映了不可逆性是非平衡过程所普遍固

d t
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经典统计理论指出
,

若已知系综几率密度风X
,

)t
,

即可求得任一动力学变量 A x(
,

0 的平

均值

其中

<, >一

{
, (X

,
! , , X(

,
! , d r

,

{
· (x

,
! )户(x

,
! )` r 一

{
· (X

,
亡,̀ 叼

1

… ` 、 3· d ,
1… d , 脚一 ,

·

(6 )

将 ( 6) 式两边对时间求导数
,

代入广义 iL o u vi lle 方程 ( 3) 并作部分积分
,

则得

厂dP

一....IJ

竿
一

{(爷
· “

刽dr
-

{〔鲁
·

介
·

合
v二

介.vx
-

(v , A)
·

v , ·

(DP )

P

另一方面
,

当 X 为随机变量时
,

A x(
,

t) 对时间的全导数为【’习

擎
一

粤
、

份
、
李 v

_ .

户
.

v
,

, -

d t 口 t \ z
’

/

(v产)
·

v , ·

(DP )
,

P
( 7)

d <A >

d t

,

d A
= 又一下下 ,

O t
(8 )

由此证明了动力学变量 A (X
,

t) 的系综平均值的时间全导数等于其时间全 导数的系综平均

值
.

即是说
,

与 iL o u vi lle 方程同样
,

广义 iL o u vi lle

均 .( 二 >可对易的运算
.

一 ~
, , 、

~ ~ 。 ~ ~
人 ~ ~ d 。 * ~ ~

刀 住 L习刃
“

俩正 a,J I月主哥狱 一了 -

与示 际十
a r

2 非平衡嫡

在平衡态统计热力学中
,

嫡是宏观系统的一个态函数
.

在非平衡态中
,

如何定义和计算宏

观系统的非平衡嫡? 在 6N 维相空间
,

非平衡系统的 G ib比 嫡可定义为「’闷

“ `r ,一
“

{
。 x(

,

` , in

器
d r + 0S

,

其中 k 为 oB l tz m
a n n 常数

,

p。 和 0S 各为平衡态的系综几率密度和嫡
.

衡态的 自扩散矩阵 )
,

故由 ( 3) 式知 0P 满足

(9 )

由于 v , ·

0D 二 0( 0D 为平

将 ( 9) 式两边对时间

变化率为

鲁
一 `H

,

“日+ v
, ’

v
·

求偏导数
,

并代人 L i o u v i lle

·

(乌户
。
)

.

(3
a
)

扩散方程 ( 3) 和 ( 3a)
,

可推算出系统的嫡

鲁一
“

{餐(
,·

会
· ,

)
d r 一 “

{
v二

(
` p in

会)
d r -

“

{
v

, ·

{
。

卜
·

、 ,· (。 卜合
v , ·

月
,·

会
·
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·

卜
·

v , ,· (。 卜。
·

v OnI 、 一

合
、

…」}
d r ·

“

丁
·

{合
v

…… v’ 、 一。
·

v , p

刁
·

v . l·

会
d r -

一

{
几

·

dsJ 厂
·

{
。

dr
一

餐
·

等
,

( 10 )

或写成相空间的嫡密度形式

擎 一
v

, .

, + 。
.

口 t
” ( 1 1)

( 10)
,

( fl ) 式中的各量为 :

嫡密度

xS = 一 kP nI 卫
P o

( 12 )

嫡流密度
, _ , 。 , _ ,

_
_

「
n

_

t7 、 _ , n _ 、
1 。

_ 。 奋1
1_ p

l

` ’
一 “ 下“ 一叩L

L,
一

” ” ’ 、
即

, 一 万
v , 一

L, 一`
」

11 ’

而 下

k。

际 .vl
n (DP )一 .0D

、 .ln 。 一冬
、二 。

1
.

L

”
乙

’

」
( 13 )

漂移嫡流密度

4)5)
产刃.、了.、

一

l
..J

D

stJ = 一肪内卫
P o

扩散嫡流密度

、 一 、

巨v,nI (nD卜合
v二

小佘
、

巨晒 (nD卜。
·

v、
。 一

合v,.

嫡产生密度

一 、

〔合
v二 ” · ”

·

v
抑

一。
·

v,0nIP」
·

.vln会 ( 16 )

引入广义力

x
,

= 一 .v nI 卫
P o

( 17)

广义流密度

、..声、 .产n入éO夕ù
,..目皿
.几了.、了.t

、

于是

、一蔚喜
、

, .

。 + 。
.

、 .in 。一 OD
.

、
.nnI

0

1
一 、

.zP
L
乙

’ ’ ’

」

“ = 人
·

X : 二却 z
·

X
: :
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从( 17 )
,

( 18 )式消去 P
,

得

、 一 、。
硬)

卜
·

x
g一 (。 一 、

·

v
,

,

一合
v

, ·

D

〕
二p (一 v 二 , ·

X
。
)

(2 0 )

可见广义流人是广义力 X
。

的非线性函数
.

( 10)
,

川 )
,

( 19)
,

(20 ) 式正是非平衡态热力学的基本方程
,

它表示系统的嫡变化率是由外
、 _ 、 .

口
_

S
_ . 、 ` _ , 、 _ 、 _ . , 、 _

日
.

5 _ _
` . ,

_
. 、 ,

_
.

_ _
.

_
r

~ _ 一 二
. 。

.

。
.

, . 、 . , _

部嫡流率 止亭立 和内部嫡产生率
.

.

考牛 两部分组成的
,

而嫡产生率则是由系统内部的厂
`

义力 与
即

” , v , L 一
仁 日r

” ” r ’ 曰 r 门 , ’ 匕一 日r
『 , 曰 r / J

一
’

们
曰 J

”
” ` ” , ’

一「
` ’ `

~ ~
` ’

“
’ ` 曰 ” 一 ` ’

~
J `

由其引起的广义流的标量积决定的
.

由于嫡流可正可负
,

由 ( 10 )
,

( 1 1) 式知系统的总墒 变化

率亦可正可负可为零
.

由 ( 15)
,

( 16 )式可见
,

自扩散矩阵 D 是决定墒产生 (密度 )和扩散嫡流 (密度 )的重要物理

参量
.

自扩散矩阵愈大
,

则墒产生 (密度 )和扩散墒流 (密度 )亦愈大 ; 反之亦然
.

当系统处于近平衡态或那些 D 色 0D 的远离平衡态时
,

( 巧 )
,

(I 6)
,

( 20) 式变为
,

_
,

_ _
八

_

[
, 。 1_ _ 、 , _ 。

.
0 1 _ 。 飞

J “ 一 ` 尸场
’

L
、 v “ ` , ,尸 ,川而 一 v ,

川又 J
’ ( 15 a )

一 、。

(
v

, ·̀

会)
·

、
·

v
, ·̀

会
,

魂一
“ p0OD

·

v vln 会
一 “

·

X
。 ,

( 16a )

( 2a0 )

其中 L = k p0DO 是 o ns a ge r 矩阵
.

因几二几
, ,

由此即得 O ns ag er 倒易定理 几
, = L 。

.

( 16a ) 式表明
,

嫡产生的特性满足

招 厂
.

一
一

a 多 0 或 一百一 = ! a d l 多 .O
C t J

2 1)

这正是孤立系统的嫡增加原理
.

当系统处于某些不均匀的远离平衡态时
,

它的 D 与环 相差很大
,

即 D 》 双 戈 沙《 鸟
.

.JJ

Iv
, .

。 }充分大
,

贝,「粤
、

。 .

。 + 。
.

v
。

In。 一 OD
.

、
a

! n p o

{
的 ,、数符号 。! 能 与 v

。

! l、

二 的不 !司
,

一 ’

一
` 一

”
’ `

L Z
’ - 一 ’

一
「 一 ” ’ 一 「 ’

」
`

一

” 一 ”

一
’

一
,

l)4)

因而由 ( 16) 式难以普遍证明嫡产生的特性仍满足
a ) 0

.

这表明
,

在某些不均匀的远离 平衡态

的系统 内
,

各处的嫡产生是不均匀的
.

虽然系统整体遵守热力学第二定律
,

墒产 生在增加

( ” p

{
“ 厂 · 0)

,

“ 系统内的墒产生密度不 ” ” ” 都同“ “ ” 力“或不“ `”p · ) “ ,
,

而是某 `些局

部可能在减少 (即 6 < 0)
.

显然
,

这结果与我们目前熟知的嫡产生密度普遍满足
6 ) 0 的结论

, 4周

是不一致的
.

这儿应该指出
,

认为任何系统内各处都满足
。 ) O的看法实际上仅是一种推论

,

既无理论证明
,

又无实验验证
.

将嫡产生密度 ( 19) 式两边对时间 t 求导数并代入广义 iL o u vi lle 方程 ( 3 )
,

( 3a )
,

即可推算嫡产

生密度的变化率为 I’刀
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厉_ 日
, ,

_ _

7
_

v
、

_
;

_ _

刁
,

,
_

。 、 . ,
. 了

7
_

。 、

助 一

一五丁 一 币了 L凡尸乙
.

A J 一 人P we万丁 、 `
’

八 J 甲 人气乙
’
八 J

~ 目

石丁 一
盯乙 U L ~ 卜 止 . ~ U L

、 .声、 .声,ù、J,白,ù
r了.、了.̀气、

一几
·

[k p X( 一 D
·

vq l n户) (Z
·

X沙一 Zk p ( Z
·

v
,

)司 一

ZkP IZ
·

G
·

Z + v
, ·

( Z
·

v
,

) 2 1
.

其中矩阵 G的表达式为

G
一

v
,

(v
。
ih ,。 +

vD
, ·

(` 一 D
·

v
,
, n。 。 ) +

合
【(̀ 一 D

·

v
,

,n。 )
·

v
,

ID一

在得到 ( 22) 式时利用了在近平衡态求得的下列方程
,

日 _
, r 、

_

「解
。

.

r 、
; _ _

, 、

_
, , ,

〕 _
r

:
, _ _

, 、

_
,

_
. , 、

_
、

贪 Z̀
’

X沙一 ’龙扩
+ 【X( 一 ”

’

v
o
in p ,

’

v。 ,万
g

了
`

z 一 `X( 一 ”
’

v俨n p ,
’

v习( z
’

X沙
,

(2 4 ,

(22 )式表明系统的嫡产生密度的变化率同样是由流项 (右式第一项 )和源项 (右式第二项 )两部

分组成的
.

对 ( 22) 式两边积分即得系统的总嫡产生率为

卑
一

牛 { ad 厂一
2、

f
, ; 2

.

。
.

2 + v
, .

(2
.

。
,

) z 】d厂
.

a : u : J J
(2 5 )

在得到 ( 25) 式时实际上略去了 ( 22) 式右方流项的贡献
.

当

Z
·

G
·

Z + v
。 ·

( Z
·

v
,

) Z ) o (2 6 )

时
,

( 25 )式正是最小嫡产生定理
.

应该指出
,

由于利用了 ( 24) 式
,

最小嫡产生定理仅在近平衡

态成立
.

这正是熟知的结果 14]
.

3 BB G K Y 扩散方程链

如所周知
,

由 iL o u vi lle 方程可导出 BBG K Y 方程链陈
’ 8]

,

同样
,

由广义 iL o u
vil le 方程 ( 3) 亦可

导出约化动力学方程链
.

实
ha

,

这仅需将 ( 3 )式中的扩散项
、

。 .

yr
。 .

(DP ) 一 冬 (v
。 .

)D ,

1-

·

一
- J ·

-

一 “
`

一
’

一 ” ~ 一
’

一
、 ,. , ` ’

“
一 ` 一

” ”

一
’
一

’ 一

” ’

L
’

甲 ` 一 『 ’

2
、 ’ 一 ” 」

变成约化项加于 B BG K Y 方程链就成
.

引人 S 个粒子的约化几率密度

fs (x
: ,

x Z ,

一 x s ,

亡)一 、 5 0 5 ( x
一

x Z ,

一 X S ,

! )一 。 ·

丁
…

{
仄X

,

! ) Xd
、

一
dX

·

其中 X
`

为第 i 个粒子的广义坐标 q
`
和广义动量 iP

,

V为系统的体积
.

可以证明

一

{
…

{〔
· ,

二
,

一合一
`

一
,

」
/ X(

,
! ,dx

,

一
d二

客}
·。 ·

v
。 ·

、 一合…
(… 、

·
,

」
fs ( X

l,

X
Z ,

一
,

·

` 27 ,

将 (27 )式加于 BB G K Y方程链即得约化几率密度 fs X(
.,

X
Z ,

…
,

X
、 ,

)t 的动力学方程链如下
,
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鲁
· H: 、 月丝产睿{

v (, :
,

: + 1
·

}
v

;

、 一 (x
1 ,

X Z ,

一
,

」
d X

S

一

纷
。` ·

v
。 ·

。
。 一

合
v
。 ·

`一 。
。

小
` X

! ,

X
Z ,

一
,

,

2̀ 8 ,

其中

H: = 一艺〔
、

(必 + 艺
`

咐
·
。 皿 。 1

v p 一 二丁
’ v 。

卜
」

( 29 )

少 为系统的外加位函数
,

科
* = V (冲

。
一钊 ) 为两个粒子间的相互作用位能

.

在方程链 (2 8) 式 中
,

最有用的是单粒子和双粒子约化几率密度五( X
,

O二关(q
,

P, O和关x(
卜

X Z, `) 的方程

〔景
·

青
·

v
。· ·…」

、 (X
,
r
卜令{

`,
。

、
·

,…关`X
,

X
l ,

r ,` X
l·

〔
v ;

·

、 -

{景
·

令
·

v 。 ·

合
v , ·

(v
。 ·

、 )

」
关(X

,
r ,

·

(3 0 )

令
·

v
O Z
一 v

, 1

【, `q
l

,+ 长
, ·

,
`

兄
1

-

v
q Z

。, (。 · 、
1,
}

·

v二

}
、 ( ,

,

` 2 ,
t ) -

N 厂
r ,

_
, 、

_
. /

_
, , 、

_
1 , , , , 、 , 二 , 、 ’ , 、 , .

下 」`( v , 、 `
、 , 2

” v , 、十 Lv , :
f 。 、 , 飞

,
’

v , ,’ 3怀
卜 ` 2,

` 3, r , Q̀ 3十

〔
v ;

·

、
,

: v ;
2 ·

。
2。
厂

合
v

,

: (v
,

: 。
, 。 .

卜合
v

OZ ·

(`二 。

小
X

l ,

X Z,
! ,

·

( 3 1、

其中 F二 一 V巾 为系统的外力
.

与 BBG K Y方程链相比
,

方程链 ( 28)
,

( 30)
,

( 31 )多了个扩散项
,

因而是时间反演不对称

的
,

可称之谓 BBG K Y 扩散方程链
.

方程 ( 30) 可称为动力学方程
.

对于稀薄气体
,

利用分子混沌假设冈
,

由于 ( 30) 式左边和右边第一项变为oB it z

aln lm 方程
,

故 ( 30) 式变为

[景
·

斋二
,

… 、

」
, (,

,

一卜

}
· ;一合一

(

一
,

」
“ ,

,

P, ! ,·

{
。·

(。
,

。【, (,
,

,
, ,
亡) ,。

,

, ;
,
! ) 一 , (,

,

,
,

r ,了(,
,

, 1, ! , l ,
ld“

,

(3乏)
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这可称谓 Bo f ztma nn碰撞扩散方程
,

碰撞是在动量空间
,

扩散是在坐标空间
·

式中 D = 气
.

4 流体力学方程

如何从微观动力学严格导出宏观流体力学方程 ? 这是迄今未完全解决的重要课题
.

虽然

从 OB lt mz
a nn 方程间 的近似结果可求得 aN vi er 一 Sot ke s 方程

,

但流体特别是液体并 不都是稀

薄气体
,

OB it z 们。a lm 方程并不适用
.

我们现在从 B BG K Y 扩散方程 ( 30)
,

( 31) 来简洁地推导出

流体力学方程
.

我们知道 4l[
,

从 BB G K Y 方程已推导出质量平衡方程为

斋
+ v

·

p̀ c ,一 ”
,

(33 )

这儿 v = v
, ,

p = p (q
,

O为流体质量密度
,

C 二 C ( q
,

)t 为流体平均速度
.

已推导出流体动量平衡

方程为

日(P C )
日t

十 V
·

( P 〔艺
,

+ )P 二 P式 ( 3 4 )

其中 P 为压力张量
.

已推导出流体内能平衡方程为

刁(P
u
)

a t
+ v

’

( p u C + 人) = 一 p : v C
,

( 35)

其中人为热流
, 。 = 。 (q

,

t) 为流体总内能密度
.

为了推导出流体力学方程
,

仅需将 ( 30)
,

( 3 1) 式右边的扩散项化成流体项加于相应的方程

,
_ _ 、 二 ,、

一 ~ N川 `
,

~
、

二二护` 裕 、 、
」 _

。 八
` 。

( j j )
,

( j 4 )
,

t j 勺) 扰议
.

用 一 ;了
一

米 又J u )八甲 心 队伙井利 u P 价万 ,寸
F

粤 {「v
2 .

。 一冬、
.

( ,
.

。 )
1

, (。
,

,
,

t )。 一

「
v

2 .

。 一
粤

、
·

(、
·

。 )

)
p

F J L 乙 」 L ` 」

将此式加于 ( 33 )式就得流体质量演化方程

零
、 v

.

「乙
e 、
喜、

.

。

)
。

{
一 v 2 .

(。 )

刀 r L\ 艺 / J

( 3 6 )

这个方程描述了流体质量的变化率是由漂移 (流动 )和扩散两项引起的
,

可叫质量漂移扩散方

程
.

当扩散项可略去时
,

流体质量变化仅 由流动引起 的
,

( 36) 式就变为 ( 33) 式
.

当流动项可

略去且 V
,

D = O时
,

流体质量变化仅由扩散引起的
,

( 36) 式就变为通常的扩散方程

李
一 。

.

v ,
盯不

(3 7)

~ N
用

一 ;丫

F

p乘 (3 0) 式中扩散项并对 op 积分得

令{
·

}
v

Z· 。 一

合
v

·

(v 二 ,

」
, (。

,

P, ! )。 一

[
v Z

一合
v

·

`v
·

” ,

」
` / C ,

,
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将此式加于 (3) 4式得流体动量演化方程

夕架早
+ v

.

「 (
e +

冬 v
.

。 、
。 e +

川
一 。 r+ v

2 .

(。 c )
.

(3 8)

“ L、 乙 / 」

由 (3 ) 8式减去 C乘 (3 ) 6式两边
,

得

。

华
十 。 (。

.

、 ) e + 、
.

, 一 。 ; 十 。
.

v Zc 十 ,

「{粤
v

.

。 + 2, .

v l n。

、
.

v

)
。 ( 39 )

vl L\ 乙 / 」

或

日C

口t

其中粘滞系数

+ c(
.

、 ) e 十 上 、
.

, 一 , .

、 Z
e +

「{喜
、

.

。 + 2 , .

、 In 。

)
.

v

〕
e

,

、、 )

尸 L \ 乙 / 」

、

、.产、.,J

l,144
口了龟、 /

`
、

运动粘滞系数

叮= PD
.

二 D = 叮/ P

(40) 式就是广义 N a vi er
一 Sot kse 方程 (F = 0)

,

与通常的 N a vi er
一S ot k es 方程相 比

,

多了扩散项

日 3 _ _ _
_

,

、 一 1 -

一
,

一一一一一一 、 -
了 -

一一 一 一一一 - - - ,

一日份 V
·

D + Zv ·

V in p 】
·

V }C
,

它是由于存在密度梯度 Vp 和扩散系数散度 V
·

D 引起 的
.

L火2 - -
一

「

2 」
一 ’

一
`

-

一
’ ,

一 -
,

- - - - ·
·

-
·

-
-

-

-
-

- - - ·

-
-

一
- - ·

一
当 Vp 与 V

·

D 都为零时
,

(40 )式就变为通常的 N a vi er 一 Sot k es 方程
.

( 41 )式给出了粘滞系数 叮

与扩散系数 D 的关系式
,

( 42) 式则说明运动粘滞系数
? 与扩散系数 D 相祭

因 ( 35) 式中总 内能密度冈

u = 。 (̀ ) + 。 ( . ,,

( 4 3)

其中动能内能密度

1 / N 、厂 1 _
、 。 ,

￡” 吸q
,
t ) =

- 丁 I 兀下卜 11 不二丁 切一 m L )
`

J l tq
,

p
, ` ) QP

,

尸 \ F / J 乙川

位能内能密度

l / N 丫 r
,

￡
` 一 ’

Lq
, ` , 一丽 戈下 少J

f 气,q一叮
,” J

,
气入

,

孟 , , ` , “ 人 ,

QP,

故在推导内能演化方程时
,

应与推导 ( 35) 式相同冈
,

需利用 ( 30) 和 ( 31) 两方程
.

m N
用

~ 二丁
F

伽一 m o
’

2m
乘方程 (3 0) 中扩散项并对助积分得

粤 { 望望旦二「
v 2 .

。 一
粤

、
.

(、
.

。 )

〕关( ,
,

二 , ) d , -

J ` ,’I L ` 」

V ’ ·

( D p。 ` k) )一李 v
.

2
t(V

·

。 ) p。 (k)〕+ p D
·

(V C ) : ( V C )
T
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用

合( 令 )
Z F伽一

动 乘 ” “ `, , , 中扩“ 项
,

并对 dx
l
d , 积分 ”

合(令)
’

丁
· (

一
)

{
【

一
v ;

, ·

。
一 ,

卜合
【v

·

`

…
,

一
`… 、

· , ,

}
·

无 (X
,

X l ,
r ) d X

,
d p 二 V ’ ·

(DP
。 (

` ,
)一

将上列二式加于 (35 )式得流体内能演化方程

李 v
.

2
【(V

·

D )户
。 (

.
)』

.

刁( P u
)

日t

+ 、
.

「f
。 、
冬

、
.

。

)
。。 + 、 1一

, : v 。 +

L、 乙 /
`

」

V
’ ·

(pD
u ) + p D

·

(V C ) : ( V C )

由 (科 ) 式减去
u
乘 ( 36) 式两边

,

得

(科 )

v.
l一p鲁

+ C̀
’

v ,
“ + aJ一 生 p : v c + D

.

v Z。 +

P

。
.

( v e ) : ( v e )· +

厂粤
v

.

。 + 2。
.

v ln。

)
.

(v 。 )
.

( 4 5 )

、 乙
/

_
. ,

~
, 、 ~ 一 _ _

, 、

一一一 一 日u _ a T , 一 ~ 一 _
, , 、 : , , , 、

一
, 。 ~ 二 。 比

引人间峨温度 1 二 1 岭
,

t) 与哭侠八 花丁 = 叭 不刃 反 v “ 二叭 v l, 代八 L们 )八仔沉悴问狱
V L U L

温度演化方程

日T
. ,

~ 。
、

~
.

1 。
,

又 。 , ~
.

D
, 。 。

、 ,

。 。 、 二
.

~ ~ ; - - 十 ! L
. V , 1 十 一代二

`

V . J _

=
一一 - =

~ V 一 1 十 一二尸 .

气 V L 厂 气V L ) --t
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其中 vC 为单位质量的定容比热
,

而

又= PvC D (4 7 )

为热导张量
.

将 ( 3 6 )
,

( 3 8 )
,

(科 )式与 ( 3 3 )
,

( 34 )
,

( 35 )式相比
,

可见本文推导出的流体力学方程组中
,

既存在质量流动项 V
·

( p C )
,

动量流动项 V
·

(p C C )
,

内能流动项 V
·

(p u C )
,

同时还存在质

量扩散项卜
.
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质量扩散
、

粘滞性和热传导都是不可逆的耗散过程
,

它们 的共同起源都是扩散
:
质量扩散

、

动

量扩散和内能扩散
.

流体力学方程组 ( 36)
,

( 38)
,

(44 ) 的时间反演不对称性正 反映 了这邺过

程的不可逆性
.

5 平衡态系综

平衡态统计物理应是非平衡态统计物理的极限情形
.

现在我们就根据这种思路来求 平衡

态系综
.

在经典统计物理中
,

平衡态系综几率密度仅是几个守恒量 (运动积分 )的函数网
,

即

户。 “ 户。

( A I ,

A Z , 二 、 A
。

)
,

(4 8 )

其 中 A , ,

儿
,

…
,

A
,

为守恒量
.

现在我们来证明
,

广义 iL o u vi lle 方程 (3 )的平衡态解亦满足 ( 48) 式
.

二 O
,

由 ( 5 )式得dn0一
dt

一一饥一
击

当系统处于平衡态时
,

0D一0P
V

·

V
·

( 0D ()P ) 二
(V PO)

. ·

(V p。 )
( 4 9 )

~ 一 ~
,。 _

一
、

_ _ l

一
, 、 、

, 。 d A
·

云月
囚仕

一

十衡态
,

还叨税分俩正 下兮一 二 飞丁
a f C L

二 O
,

故由 ( 7) 式得

0D一0P
X

·

Vx ·

A =

将 (4 8 )
,

(4 9 )式代人 ( 3 )式并利用 ( 5 0 )式得

(V PO)
· .

( V A )
( 50 )

0D一0P鲁 一客.t[ v.x 戌-
(V P口

· (v 月
:

) } d。。 令 d A
,

d 。
。 _ 八

—
2

—
~ 一 /

— —
一 U

.

! 口 l)

j d月 ,

昌 d t d通
,

这正证明 ( 48) 式是方程 ( 3 a) 的解
,

即广义 iL o u vi lle 方程 ( 3) 的平衡态解
.

这样我们就可用类

似经典统计物理 l9, ’ 8] 的方法求得平衡态的微正则系综和正则系综
.

由此可见
,

广义 iL o u vi lle

方程 ( 3) 的平衡态解与 iL o u vi lle 方程的解的形式相同
,

差别仅在于随机性变量代替 了确定性

变量
.

6 结论

统计热力学的运动规律是随机性的而非确定性的
,

它所表现出的宏观基本特性就是时间方

向性或不可逆性
.

嫡增加原理和流体力学过程中的质量扩散
、

粘滞性及热传导等
,

都是这种

基本特性 的具体表现
.

粒子的随机扩散运动则是所有时间方向性的共同微观基础
,

因而它在

统计热力学中起着决定性作用
.

我们提出时间反演不对称的 iL o vu i lle 空间反常加 n g e vi n 方程或其等价的广义 iL o u vi lle 方

程
,

作为统计物理的基本方程
.

由此方程出发
,

即可推导出非平衡嫡
、

嫡增加原理
、

BBG K Y 扩

散方程链
,

进而由 B BG K Y 扩散方程链可推导出流体力学方程
,

如质量漂移扩散方程
、

广义

N a vi e r 一 tS o
ke s 方程等

.

由这个方程求得的平衡态系综
,

其形式与 iL o

viu lle 方程的相同
.

所

有这一切
,

都是严格的
,

不需增补任何假设
.

但是难以普遍证明所有非均匀的远离平衡态的孤

立系统内的各处嫡产生密度都满足
。 ) 0

.

这样我们就提供了一个包括非平衡态和平衡态在内

的统计物理框架
.
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