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摘 要

本文从生物学和变分学两方面探讨 了红细胞形状的优化设计 问题
.

取细胞质膜

和胞质的生化效益为优化 目标
,

运用变分解法求得一族理论优化 曲面
.

理论解很好

地模拟了人红细胞在等渗状态下的双凹形态及在低渗环境中的形态变化
,

间时成功

地给出了蛙和嵘蜘红细胞的椭圆盘状外形
.

文中建立的理论对于从两栖类
、

爬行类

直至哺乳类动物红细胞形态的优化意义给出了统一的说明
,

为这一领域的研究提供

了新的思路
.

关键词 : 红细胞形状
,
变分解

,

生化效价

一
、

引 言

人们很早就发现
,

在不受应力的自然状态下
,

哺乳动物的红细胞总是呈现为中间薄
、

周边

厚
、

通体光滑
,

形如美丽的双凹圆碟
.

它们的规则性
、

一致性及其独特性给人们留下了生动而

深刻的印象
.

为什么哺乳动物的红细胞需要维持这一奇妙的细饱结构呢 ? 换句话说
,

双凹碟

形这一特定形态的生物学含意究竟何在呢 ? 这是生物学上一个由来已 久而又 饶 有 兴 味 的 间

匙1
.

生物学家
、

生理学家
、

生物力学家各从不同的
J

息路对 三一问题作过很有意义的探讨
.

其

中
,

一条引人人胜的途径就是用生物优化的观点来指导研究
.

生物优化的原理是说
,

历经数百

万年的进化选择
,

现存生物体的结构形式和活动方式
,

对于完成其相应的生物学功能来说
,

往

往达到了最理想的状况
.

将这一原理应用于红细胞形态的研究
, P On de

r l1[ 认为
,

双凹碟形是

氧气被动扩散的最佳形状
.

q 。 米eB cK浦田 也持类似的观点
.

可是
,

众所周知
,

在气体交换的主

要场所— 毛细血管中
,

红细胞已变形成为降落伞形
.

19 7 0 年
, C a

hn
a m 〔3] 提出另一见解

:
假

定不受应力时红细胞成平板状
,

且设膜具有一定的抗弯刚度而抗张能力可予忽略
,

那么
,

当跨

膜渗透使红细胞变形时
,

双凹碟形所需能量为最小
.

正如冯元祯
〔4]
所指出的

,

这一分析的基本

前提是不合理的
.

首先
,

自然状态下的红细胞是双凹碟形而不是平板壳体 ;其次
,

红细胞膜很

薄
,

弯曲刚度比抗张能力低得多
,

不应保留后者忽略前者
.

冯 l,J 本人则从另一角度予以讨论
,

他

接受既成事实
,

并去分析这一事实的后果
.

他的结论表明
,

三维凹 面膜非常易于变形
,

红细胞

本文 19 8 9 年 7 月 15 日收到
, l , 8 9年 11 月 6 日收到修改 稿
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可借此获得较大的变形能力
,

以顺利通过毛细血管
.

遗憾的是
,

对于不具凹面的其它动物红细

胞
,

他的理论就不能普遍适用了
.

综观前人的研究
,

其出发点大多局限于被动扩散
,

流体力学或膜弹性 力学等机械因素
,

而

对更为本质的生物性 过程则较少论及
,

几个较为系统的理论又各有疑难
.

从优化设计的观点

来看
,

迄今为止
,

这个问题尚没有一个完满的理论
.

基于以上的考虑
,

本文首先着重于用生物学的观点来研究红细胞在进化和机能上的特殊

性
,

提出了适当的目标泛函
.

其中
,

特别强调了红细胞表面膜的生化功能
.

经过模型处理及数

学简化
,

我们给出了间题的变分表述并求解了红细胞的理论优化形态
.

与实际情形相比
,

两者

在定性
、

定量上都是相当吻合的
.

此外
,

我们发现
,

两栖类
、

爬行类红细胞的椭圆盘形
L̀

,

71 遵从

于同样的优化规律
,

其与双凹碟形的差异仅仅是 由于变分参数的取值不同
.

本文约变分思想

及其所取得的令人鼓舞的成果
,

为深人探讨红细抱形态的生物学间题提供了新的思路
.

二
、

生 物学 分析

比较解剖学告诉我们
,

并不是所有动物的红细胞都是双凹碟形体
.

在进化上的另一支—
鸟类

,

红细胞体积小
,

具核
,

具细胞器
,

为卵圆形
「
叭 比哺乳类低等的两栖类

、

爬行类
,

其红细胞

也具核
,

但细胞器退化
,

体积庞大
,

形状为扁椭圆体
.

哺乳类红细胞在幼稚时期仍具核
、

具细胞

器
,

且不呈双凹形即
.

在物种进化过程中
,

个体上在细胞发育过程中
,

红细胞高度专门化
、

高度

特化
,

脱去了核和细咆器
.

这样
,

除了骆驼类和驼羊等少数例外
,

哺乳动物成熟红细胞一般表

现为双凹碟形 6[, 7]
.

我们推想
,

这一特征形状的出现看来是和细胞器
、

细胞核的丧失有关 联的
.

用细胞生物学的观点来分析
,

这一关联是意味深长的
.

我们知道
,

在其它细胞中
,

普遍存

在的粗面内质网
、

滑面内质 网
、

高尔基体
、

线粒体
、

细胞核膜等构成了十分丰富的内膜系统
.

这

些生物膜和表面质膜一样
,

在细胞生命活动中有着极为重要的功能意义
.

对于高度特化的红

(细胞
,

尽管其不再具备自我增殖的能力
,

生化合成
、

转化也不必那么复杂
,

但作为一个活细胞
,

尸机能活动以及最基本的代谢活动仍将存在
.

不难设想
,

当它的胞内膜系统缺失之后
,

表面质膜

必将是唯一重要的
.

首先
,

它将替代线粒体膜合成能量物质 A T训
,

为细胞提供基本的能量
}

供给
,

其次
,

红细胞中有旺盛的 D P G幻 合成活动
, D P G 对于氧的释放有着重要意义 ;此外

,

表

面膜还要执行物质交换的调节
,

通过离子泵的主动运输
,

载体的易化扩散来控制胞内外物质的

流向和流量
,

维持细胞的内平衡
,

并为血红蛋白的氧化还原反应提供适宜的生化环境既 10J
.

可

以说
,

胞质中进行的所有的生化反应
,

无论是代谢活动也好
,

还是功能活动也好
,

所需的酶和辅

酶系统以及主要的反应场所都是与表面质膜的内表面密切相关的
.

以上分析明确揭示了这样一对矛盾
:
在红细胞因专门化

、

特化而脱去细胞核和细胞器后
,

一方面
,

它的生存及机能几乎全以表面质膜为基础 ;另一方面
,

这一膜资源又十分有限
.

按照

进化上形态和机能相适应的原则
,

这对矛盾必将深刻地影响到红细胞的形状表现
.

由此看来
,

如何使极为有限的表面膜最大限度地发挥其生化功能
,

很可能正是问题的核心所在
.

增强变

形能力以降低循环阻力也会在一定程度上影响细胞形态
,

特别在运动状态下
,

但相比之下
,

可

暂不讨论
.

l) 腺昔三磷酸
.

幻 双磷脂醚甘油
.



第 3期 程和平等 :红细胞形状的变分 解

三
、

变分方程的建立

在我们的问题中
,

视细胞体积和质膜面积为两给定量
,

论
.

进一步
,

我们假定红细胞的可能形状为轴对称旋转体
,

满足这些条件的某一曲面的 124 剖面轮廓线示于

图 l ,

其中
。 为对称中心

, , 轴为旋转轴 ;
。
为旋 少

转半径
.

现在考虑 〔;
, , 十 dr 」间的胞质 ( d y ) 和胞

膜 ( d s)
,

记其对细胞代谢活动
、

机能活动的生物

学效益 ( B )的贡献为 d B
.

这里 B 是一综合参量
,

反映细胞生化活动的水平
.

具体说来
,

它是 A T P
,

DP
G 的产率

、

q
, C q 与血红蛋白的结合量与结

泞

一石

合速率
,

胞质中经膜主动转运的 ca
’ + ,

N
a 干 , K 十 等

物质的流量等一系列生化指标的加权值
.

根据上

一节讨论
,

胞膜过程与胞质过程是所有这些完整

决定它们大小的机制这里不作讨

且有一垂直于旋转软的对称平面
.

r + d r 口 护

图 1 曲面的 1 4/ 轮廓图

的生化过程中不可分割的两个环节
,

并且它们是相互依赖
,

相互促进的
.

胞膜过程的快慢将影

响胞质过程的节奏
,

反过来
,

胞质过程的强弱也决定着胞膜过程的水平
.

这就是说
,

它们对 d B

的影响不是彼此独立的简单的加法关系
,

而是相互影响的乘法关系 (更确切地说
,

目前这还是

一个假设 )
,

即

d B 一 K
·

毯二
·

d .y ( 1〕

K 为一比例常数
,

击 为质膜项
, d y 为胞质项

.

进一步
,

为简化数学分析
,

在上式中取

J , ~ 2 , ; J ; ,

( 2 )

即 ( l) 式中胞膜项可近似由它在与 y 轴垂直的平面上的投影即同心圆环的面积来代替
.

考虑

到细胞形态较为扁平
,

这一近似在大部分区域中均是适用的
,

仅在曲率较大的侧面边缘处会弘

进一些误差
.

对于变分处理来说
,

这种局部误差不至于给总体趋势带来多大影响
。

这样
,

细胞

总体的生物学效益即为

B 一

!
d B 一

!
; , 二 K · d V 一

!:
8二 ZK一 y J二

( 3 )

前述的细胞体积
,

质膜面积也即表面积为定值可表为

v 一
{;
4二 , J

一
c ! ,

( 4
·
)

: 一

i;
4二了

两
`

一
C Z ,

`

( ` b ,

其中 C
: , c Z

是常数
.

所谓最高效率地发挥质膜的生化机能
,

其指标就是在细胞体积及质膜面积不变的条件下

其生物学效益 B 达到最高
.

此时所得的极值曲线 l 即为所求的红胞细优化外形的 l / 4 剖面轮

廓线
.

根据泛函的极值条件
,

得本节所求的变分方程如下 :
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占 B !
`
一 母

;
8一、 rZ yd·

)
}

才一 “
·

(5 )

四
、

求

考虑到 8二 ’ K为常数
,

变分 ( 5) 式等价于

解

,

({:
· ” ` 犷

与 ( 6 )式相应的条件极值的辅助泛函 F 及其 E u

F ~ r , y 一 2 l r y 一

! 1
` ~ o

·

le : 方程各为

、 : ;

了了下砰 一

( 6 )

( 7 )

和

F ,

一 F
r , , 一 F , y ,夕

’

一 F , , ,
·

}
, ’

一 0
.

( s a )

端点
!
~ 0 和

!

一
。
为可动边界

,

分别在 y ~ 咖 ( r) (现为 , 轴 )和 y 一 朴 (
:
) (现为

,
·

轴 )上

变动
,

于是端点必须满足 的横截面条件 t11 ,

[ F + (中石一 y
`

) F
, ,

] ,
。
~ 0 和 [ F + (甲 ; 一 y

`

) F
, ,

]
,

=a 一 o 变为

F , ,

} ,
。
~ 0

,

( s b )

( F 一 y
’

F ,
,

) }
, = 。

~ 0
.

( s e )

特 ( 7 )式代人 ( 8) 式得

、 J了、 ,产、2
aInC

n,QùQZ了、
J
了、é、̀

_ ,

_
; _

_ _
,

「 了 二
_

厂 1 _
,

d 厂 叮
’

、
, 一 人 11 一 一

几之 l ~ -丁二二二二二二二二 ,
, , 丁甲一尸一一~ 二分兮丁 l 一 一

几 z -一一 天一二 二二二二二二二丁 I,
L
丫 z + 夕” 吸l + y

’ `

)
, “ J d r `·

丫 1 + 夕” /

y
`

} _
。

一勺
r 一丁于千= 不 (_

。

一 v,
V I 十 丫

乙 `

~
,

(
· ” 一 ` : ·

, 一 ` 2·

斌

雨
十 ` 2·

万
y

’ 之

1十 y
, 2

丫 几
, a }

) }一
-

一
一产书二二三 } _

_

~
U ,

`

” 一 ,

V l 十 丫
` ’
一

“

( g b )式是 自动满足的
.

由 ( 9c )式可推得

夕
`

( a ) ~ 一 co
.

( 10 )

令 ( g a) 式各项在
!
一 。 处取值

,

同时考虑到曲率 左~ v’’ / ( 1 十 广 ) 3,2 在
犷 ~ o处取有限值 及

一般情况下 孟? 钾 0 ,

可推知

夕
’

( 0 ) ~ 0
.

( 1 1)
`

边界约束条件 ( 10 )
,

( 1 1) 式在几何上有明确的含义
.

( 10 ) 式意味着曲面上下对称两部分在侧

面边缘处的衔接是光滑的 ; ( 1 1) 式则说明曲面在与旋转轴的两交点处不会出现尖点
.

两式联

合
,

保证了三维曲面通体光滑
.

积分 ( g
a
) 式得

了 l + y
` ’ ~ m ;

。

十 br ~ 广
,

( 12 )

式巾 。 一 1 / ( 3礼 )
, b ~ 一免

,

/ ( 2从 )
,

令 ( 1 2 )式在
犷
~ a 处取值并注意到 ( 10) 式得 m ~

b 。 ) /
a ’ ,

代人 ( 1 2) 式并作如下尺度变换使旋转半径归一化
:

夕/
a
~ Y ,

r
/
a
~ X

.

结台边界条件解 ( 9 )式
,

最终得确定变分通解的方程为

一 l一

( 13 a )

( 13 b )
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{刃
a

!
、

氢 {{{{{

一一
一一一一万万

B一 C一D 一 E一F 一 G产H

1
.

0/ ra

图 2极了沉生线族

(d A
~一 0

.

9 9 , d B 二 一 0
.

, , d C
= o

·

o , d D “ o
·

, ,

d已 一 1
.

0 , d ,
= 1

.

5
,
d G 二 2

.

0 , d H = 2
.

5 )

图 3 人红细胞形态的理论剖面

( V 二 94 拜m
, , 孚” 1 35 拜心

,

相应于

渗透压 3 0 0 m O om )

f
`
一
7了士下

,

厂1

( 14
a

)

Y ~ I y
,

dX

f一 一 ( d + l ) X
,
+ d X ,

式中仅含一个参数 d 一
。 b

,

d 取不同值即对应于不同的极值曲面
.

积分
,

无法表出解析解
,

但
`

不难得到其数值结果
.

( 14 b )

( 14
e
)

因 ( 14 b ) 式一般为一椭圆

图 2 是经数值积分 ( 14 b ) 后绘制的极值曲线簇
.

d ) .2 5时
, Y 将出现负值

,

为非物理

解 ; d ~ 一 l 为球形
,

是变分的极端情形或退化情形 ;优化曲面形态上有两类
,

以 d 一 。 为界
,

当一 1 < d 毛 0 为椭圆盘形
,

而当 o < d 攫 2
.

5时
,

为双凹碟形
.

如果
a , d 给定

,

则不难数值地求出 ( 14 )式的解
,

但在实际问题中往往给出红细胞体积 V

及质膜面积 S ,

此时为了求红细胞优化外形
,

需要在 V , 5 和 。 , ` 之间建立起两个关系式
.

定义

: ,
一

{;
X Y d X 一 “ 1

( d ,
,

s : 一

!;
` 丫 r不

一

万
d` 一 5 2

( d ,
·

( 1多
a
)

( 15 b )

考虑到 ( 4 )及 ( 13 )式
,

有

V

4 , a 3

( ] 6
a

)

4二 a 2 .
( 一6 }

。
)

由此可得
5 2 ( d ) V

5 1

( d ) S
( 17 a )

4 二 S盈V
’

S亏占
,

( 1 7b )
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0 , d ,
= 1

.

5
,
d G 二 2

.

0 , d H = 2
.

5 )

图 3 人红细胞形态的理论剖面

( V 二 94 拜m
, , 孚” 1 35 拜心

,

相应于

渗透压 3 0 0 m O om )

f
`
一
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a

)
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,
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f一 一 ( d + l ) X
,
+ d X ,

式中仅含一个参数 d 一
。 b

,

d 取不同值即对应于不同的极值曲面
.

积分
,

无法表出解析解
,

但
`

不难得到其数值结果
.

( 14 b )

( 14
e
)

因 ( 14 b ) 式一般为一椭圆

图 2 是经数值积分 ( 14 b ) 后绘制的极值曲线簇
.

d ) .2 5时
, Y 将出现负值

,

为非物理

解 ; d ~ 一 l 为球形
,

是变分的极端情形或退化情形 ;优化曲面形态上有两类
,

以 d 一 。 为界
,

当一 1 < d 毛 0 为椭圆盘形
,

而当 o < d 攫 2
.

5时
,

为双凹碟形
.

如果
a , d 给定

,

则不难数值地求出 ( 14 )式的解
,

但在实际问题中往往给出红细胞体积 V

及质膜面积 S ,

此时为了求红细胞优化外形
,

需要在 V , 5 和 。 , ` 之间建立起两个关系式
.

定义

: ,
一

{;
X Y d X 一 “ 1

( d ,
,

s : 一

!;
` 丫 r不

一

万
d` 一 5 2

( d ,
·

( 1多
a
)

( 15 b )

考虑到 ( 4 )及 ( 13 )式
,

有

V

4 , a 3

( ] 6
a

)

4二 a 2 .
( 一6 }

。
)

由此可得
5 2 ( d ) V

5 1

( d ) S
( 17 a )

4 二 S盈V
’

S亏占
,

( 1 7b )
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表1 实测值与理论值的定量比较 (人红细胞)

资料来源 渗 透 压 F(月 m
3

) s (祥。 ’

)D (乒 m)

E
va ns 和 Fu ng 〔 ” , 3 0 0 9 4斗 1 4 1 3 5士 1 6 7

.

82 + 0
.

6 2
…业竺竺{三三
1 0

.

8 1土 0
.

3 5 】 2
.

5 8士 0
·

2 7

本文 13 5 l 1 2
.

23

E v a n s 和 F u n g [` ’ ] 2 1 7 111 1666

111 1666

13 5 7
。

5 9 + 0
.

5 2 2
.

1 0+ 0
.

3 9 3
.

3 0 + 0
.

3 9

本文 13 5 7
。

9 8 2
。

4 9 2
.

8 6

T s a n g [ , 3〕 13 0 + 1 6 7
.

6 3十 0
.

6 7 1
.

4 4+ 0
.

4 7 2
.

8斗士 0
.

4 6

本文 9吕 1 3 0 7
。

9 8 6 0 2
。

4 1

P o n d e r [
且〕 1 12 1 5 2 8

.

, 0士 0
.

4 0 1
.

0 2土 0
.

0 8 2
.

4 0+ 0
.

1 3

本文 1 12 15 2 8
。

7 0 1 6 2
。

36

注: D示旋转直径 ; H耐
.

示最小厚度 ; H .
二

示最大厚度 ;士号后数字为各统计数据的标准差
.

图 5 蛙红细胞形态的理论剖面 嵘螺红细胞形态的理论剖面

( F , 4
·

3又 10 ’召 m ’ , s 二 1
.

3 1火 1 0
’
拼二 ,

)

图 6

〔V 二 5
.

77 x l o
3
召m

, , 了二 2
.

12只 10 ,
拼m Z

)

表 2 实侧值与理论值的比较 (蛙和蝶螺 )

动动 物物 资料来源源 Z a (产
l m ))) Z b (声

,
m ))) V (解m

3

))) s (拼m
,

)))

蛙蛙蛙 文献 [ 8 ]]] 2 2
。

888 1 5
.

888 4
.

3 0 大 10 3 *** 1
.

3 1丫 10 3***

优优优化解解 2 3
。

000 1 5
.

777 4
.

3 0 x 1 0 ,, 1
.

3 1 X 1 0 ,,

二二二者偏差差 < 1%%% < 1%%%%%%%

蜂蜂蝠蝠 文献 [ 8 ]]] 2 9
.

333 1 9
。

,, 8
.

7 7 x 1 0 3 *** 2
.

1 2 又 10 3***

优优优化解解 2 9
。

777 19
.

333 8
.

7 7 X 1 0
,, 2

.

1 2 x 1 0 333

二二二者偏差差 1%%% 1%%%%%%%

. 根据轴长参数 o2
,

b2 按严格扁椭球析算所得
.

析算出 V , s 值
,

对现有数据的蛙和蝶螺两种 动物进行了计算
.

结果表明
,

轴长参数理论 遭与
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实际值以误差小于 l 外 的精确度相符 (表2 ,

并参见图 ,
,

图 6 )
.

这一结果并不 意 外
.

两 栖

类
、

爬行类红细胞虽然具核
,

但细胞器不发达 ;体积硕大
,

往往为哺乳类的几十倍
,

上百倍
,

膜质

比很小
,

因而同样存在膜资源紧张的问题
.

一二`

l 、 、 结 语

本文中
,

我们从生物学和变分学两方面探讨了红细胞形状的优化设计问题
.

文中建立的

优化理论具有很强的解释力
.

理论解很好地模拟了人红细胞在等渗状态下的自然形态及在低

渗环境中的形态变化
.

更为重要的是
,

对两栖类
、

爬行类的椭圆盘形以及哺乳类的双凹碟形两

类不同的形态给出了统一的解释
.

这也是其它理论所不及的
.

较为公认的冯的理论
汇4〕可以部

分地解释双凹碟形的生物学意义
,

但不能认识椭圆盘形的优化价值
.

认识哺乳类
、

爬行类
、

两栖类红细胞形态的内在统一性
,

在生物学上是有深刻意义的
.

从

两栖类
,

经爬行类
,

直到哺乳类
,

在进化上是一脉相承的
.

随着细胞分工的高 度专门化
,

红细胞

高度特化
,

内膜系统渐渐退化至几乎消失
,

而生物膜对于活细胞的生化活动是不可或缺的
.

内

膜资源的短缺必须加以弥补
.

一方面是生化进化
,

一方面是形态进化
.

对于后者
,

大 自然似乎

选择了两条途径
.

一是细胞体积趋于减小
,

相对增加表面膜面积
.

膜质比 (驴 /V
’

) 从两栖类的

12 2 (蛙 )
、

1 2 3 (蝶蜘 )增至哺乳类的 2 8 0 (人 )
.

我们的研究揭示了另一条重要途径
,

这就是充

分发挥有限膜资源的生物效益
,

也就是形态上维持在我们所求解的最优状态
.

本文的研究仅局限于红细胞
.

通常认为红细胞的形状应和生化功能及变 形 能 力两者 有

关
,

但本研究表明红细胞在静息状态下的形状几乎只和生化功能有关
.

当然当红细胞处在血

管中的运动血液时
,

它的形状则和红细胞变形性能密切相关
.

作为初步的探讨
,

本文难免仃不少粗略之处
,

尚待进一步的改进
.

但是这一理论在以上诸

方面取得的成功
,

充分表明它已经触及问题的生物学本质
.

作者希望
,

这里建立的理论模型及

研究方法将为透彻理解红细胞形态的优化意义投射一线光明
.

本研究得到北京大学生物学系贺慕严副教授
、

曹悼副教授的有益指教
.

在数值计算方面
,

卢志泊同志曾给予不少帮助
.

谨此致谢
.
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