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摘要 给出紧i Re m an
n

流形上第一 特征值 下界估计的一 个一 般公 式
.

该公 式改

进了已知的最优估计
,

包括 iL
c h n e or w ic z 估计和钟

一

杨估计
,

并被拓广到非紧流形上
.

所使用 的主要工具是揭合方法
.

关妞词 第一特征值 报合方法 lR
e m an

n

流形

设 M 是紧连通 iR
e m an

n 流形
,

无边或具凸边界 J M
.

令 L = △ 十 勺 v
,

v 任 C Z ( M )
.

以 久:

表 L 在 M 上的第一 (非零 )特征值
,

当日M笋必时
,

考虑 N eu m an
n
边界条件

.

关于 * 1
的估计是几何学著名的研究课题 〔̀ 一 ’ 〕

.

最近
,

我们使用祸合方法
,

获得若干新进

展〔4一 ’ ]
.

作为这项研究的继续
,

本文给出了 久、
的一个一般下界公式

.

基本想法来 自对 R “ 上

椭圆算子谱隙的研究
` )

.

1 主要结果

设 R i e M妻 一 K
,

K 任 R
.

令 K ( v ) 二 i n f l
r : H e s s v 一 R i e M镇 r }

.

以 e u t ( x )记 x 的割迹
,

分

别以 d
,

D 和 户表示流形的维数
,

直径和 iR
e m an

n
距离

.

定义
a (

r

) = s u p { (勺户 ( x
, ·

) ( 夕 )
,

甲V (夕 ) ) 州外 (
· ,
夕 ) ( x )

,

, V ( x )>
:

户 ( x
,

夕 ) = r ,

夕 告
e u t ( x ) }

, r 任 ( 0
,

D ]
.

约定 a ( 0 ) 二 0
.

此外
,

记 K
十
= m a x {0

,

K }
,

K
一

= ( 一 K )
十

并选取 y 任 C 〔0
,

D ]使得

, ( : ) 妻 m i n

{
、 ( v ) :

,

: 沂可灭了丁丽
t a n h

{普抓妙不万丁而
} { `

2

一
t二

…合

…
卜

·
( · ,

…
甲乙二二乙李份A描ǎ母à定义

产

!
J1一4

C ( r ) = e x P

, ( ￡ ) d s

{
, · 。 。0

,

D 〕
·

1 9 9 6
一

0 1
一

2 2 收稿
,

19 9 6
一
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一
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流形第一特征值下界估计的一般公式

本文的主要结果如下
:

定理 l任给 f任 C lo
,

D 〕满足八
。

.

)D > 0
,

有

“ 1 ) `
r 。 `; )

D )f ` ·
)

{{;
C ` 5 ,一 d ,

厂
C ` · ) , ( · ) d·

( 1
.

1 )

注 1 设 , ( d工 ) 一 Z

一
`丈 , d二

,

` 一

见
一` X , d二

·

由经典的变分公式知
,

任给 , 。 c l (M )

满足 , ( f , : 一

{了
d , 一 o

,

有 * 1 、 产 ( }} , , }}
2 ) / , (产 )

·

由此
,

可把定理 1看成经典变分公式

的一种对偶
,

然而这两个公式之 间
,

并没有共同之处
.

定理 1 的证明基于文献【4] 和 【6] 的桐

合方法
,

这与以往的几何和分析证法 (如 iL ch ne or w icz [“ ]方法和 iL
一

Y au 〔3〕梯度估计方法 )完全

不同
.

目前还不知道公式 ( 1
.

1) 是否可由其他方法得到
.

注 2 文献【4] 一 【6] 的所有估计都可由 ( 1
.

1) 式导出
,

而这些估计已经覆盖了许多 已知的

最优估计 (参考推论 3 后的评注 )
.

首先
,

取 f 三 1
,

( 1
.

1) 式即导出文献〔4」的定理 1
.

4 和 1
.

5

及文献【6」的定理 1
.

4 和 1
.

5
.

注 3 为覆盖文献【4] 一 【6] 的所有结果
,

只需证明 ( 1
.

1) 式等价于如下的微分公式
:

任给

g 任 2C [ o
,

D ]满足 g ( o ) = 0
,

g
`

l [。
、

。 ) > o
,

有

久; ) 一 s u p 14 9
,,

( ; ) + 下 ( : ) g
`

( : ) } / g ( r )
.

( 一 2 )
r 〔 ( 0

,

D )

事实上
,

对于 ( l
·

1 ) 式中的 f
,

令 g ( ·卜 J;
e ( , )一 d s

厂
e ( · ) , ( · ) d二 则 ( 1

·

2 )式蕴含 ( 1
·

1 )

式
.

另一方面
,

给定 ( 1
.

2 )式中的 g
,

若 一 s u p
r 。 (。

.

D ) {4 9
,,

( r ) + 7 ( r ) g
’

( r ) } / g (
r ) : = 古> 0

,

那

么

产
;

产D 产
;

广D

奇}
C ` 5 ,

一 ` d
s

}
C` · , g `· ,` · 簇

含}
C“ ,

一 ` d`

{
`一 、 ” “ · , d一

` U ` 压 口 U ` s

告{;
· ` 5 ,一 〔· ` 5 , : “ ,一 `· ,· “ · ,〕d s

簇静
` : ,

·

由此令 f = g
,

则 ( 1
.

1) 式蕴含 ( 1
.

2) 式
.

当然
,

这两个公式有各自的优点
,

( 1
.

2) 式的计算比较

容易
,

但对于相同的试验函数 (即 f 二 g )
,

( 1
.

1) 式优于 ( 1
.

2)
.

由于 ( 1
.

2) 式在以前的文章中已

反复用过
,

这里集中讨论 ( 1
.

1) 式
.

注 ; 以 *
,

记算子 4

共
十 , (二 )共在 (。

,

D )上的第一混合特征值
,

在 。 处取 iD icr ih e t 条

一 一 …
`

” r “ 一
J ’

d x Z ` 、 一 /

d x 阵
、 一 ’

一
产

一~
` 卜 ’

~ 目
’ ”

~ ~
,

一 -

一价 一 “ 一 “ 一 “

~

件
.

D 处取 N eu m an
n 条件

,

设 f( > 0) 是相应的特征函数
.

由定理 1 知 几 : ) 叉: ,

且当 M = 5 “

及 V二0 时等式成立
.

由于试验函数可自由选取
,

( 1
.

1) 式自然会给出众多新估计
.

且关于 久, 下界估计的研究

可由此得到相当的改观
.

为说明这一点
,

给出如下推论
.

推论 l 一般地
,

有

* 1 ) 二 ( v ) }
e x p

[告
二 ( v )。 2

1
一 1
}
一 ` 、 篡

一

粤
二 ( v )

} L O J ) 丈少一 `
( 1

.

3 )

此外
,
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K
矛一8

从 )
v)

{
二 p

者
K` v’ D 、

斧
二

磊
K` V,

·

若 K ` V , 妻 0
,

( 1
.

4 )

又! 、

斧 K ( V )
,

若 K ( V ) 镇 0
.

( 1
.

5 )

一

!
...̀、、、.̀..r犷产

,̀一兀

推论 2 设 V 三 0
.

如果 K毛 0
,

则

矛 }
二

月

2 1
, ,

` 1 多 万
一 m a x

{石
,
` 一
丽 }

八 ( 1
.

6 )

久1 、 一

恶卜一su[ 号

一
州

` 、
条

一

誉
、 > 1

·

推论 3 设 V 二0
.

如果 K ) 0
,

则

( 1
.

7 )

* , 、

矛
一

(合
一 `

)
“

,

( 1
.

8 )

* 1 、

斧石
不而

厄

面初
Cos hl 一【警

一
」

,

“ > `
·

( 1
.

9 )

现在
,

把如上估计与一些已知最优估计作 比较
.

显然
,

当 K ( V ) < 0 时
,

( 1
.

3) 式和 ( 1
.

5)

式都改进 了文献【4] 的一个估计
: 几1妻 8/ D 2 一 K ( v ) 3/

.

当 K < 0 时
,

( 1
.

5) 式和 ( 1
.

6) 式都改

进了钟家庆和杨洪苍的估计 9[]
:
久 1 ) 矛 / D 2

.

当 K > 0 时
,

( 1
.

4) 式和 ( 1
.

6) 式都改进 了蔡开仁

的估计 〔101
: * ,

) 犷 / D Z 一 K
,

而 ( 1
.

9 ) 式 改 进 了杨洪 苍 和 贾方的估计 〔; ,
,

川
: * , 、 共

x

· - - - - ,

一
-

一
’
,

’

一
’

一 ’ - - 一 ”

”
一 ` 一

D
`

ex p

{
一

粤D 了万而丁面 ! (文献 [ : 2 ] 仅 对 、 ) 5 证 明 了 该估计 )
.

最 后
,

由于 K 簇 。 时
一 “ r’ L 2 一

’

“
、 一 一 ’

」
、

~ ”
、 “

一
“

~
`

’

` 一 一 -

一 “ “ ’

~
’ 曰 ” ” ~

`

~ ’

~
`

一 ~ 一
切

D 厂丁瓦万了二D簇
7r 且通常严格不等式成立

,

( 1
,

7) 式改进了 iL ch ne or w ic z
估计

: 又 , ) 一 d K /

( d 一 1 )
.

第 2 节开头给出定理 1 的简短证明
,

该节的大部分用于证明诸推论
,

这些证明虽属技术性

但包含了统计物理中著名的 F K G 不等式的应用
.

第 3 节处理非紧情形
.

2 定理与推论的证明

定理 1 的证 设 ( x
, ,

y ,

)是 L 扩散过程的反射藕合 [` ,
,

` 4 〕,

当 刁M尹必时
,

赋反射边界 0[]
.

d尸( x
` ,
夕,

) 毛 2在 d b , + 了 ( 尸( x
, ,
夕:

) ) d
t ,

其中 。 ,

是一维 B r o w n
运动 [`

·

6 ]
.

K e n d a l l [` , l首先证明当 v 二 o 时 ( 2
.

1 )式对 7 (
r

( 2
.

1 )

) = K
r

成立
.

而 了 的目前取法属于 e r a n s t o n [̀ 4 1 ( K ) o 时 )和 e h e n
一

w
a n g [4 ] ( K簇。 时 )

.

任给 f 任 e [ o
,

D ]满

足 f } ( 0
,

D ) > o
,

设 占 是 由 定 理
’

l 给 出 的 下 界
.

定 义 g ( ; ) 一

{;
c ( 、 )

一 ` d 、 \

{
D。 ,

J , 七 、 u ) f (
u ) d u , r 任 [ 0

,

D ]
.

由( 2
.

1 )式及 I t6 公式
,

有

d g ( 。 ( x
, ,

关 ) ) ( 2授 g
’

( 产( x
` ,

夕,
.

) ) d ,
, 一 松 ( 。 ( x

, ,

从 ) ) d ,
.

由文献【4] 的定理 1
.

7 立得定理 1
.

在余下的证明中
,

将经常用到如下的基本不等式
:

引理 1 (F K G 不等式 ) 设 P
,

q 任 〔一 co
,

co 」
,

P < q
,

而
·

, d( x )是 ( P
,

妇上的概率测度
.

如
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果 f
,
g 任 C b ( P

,

妇是非降函数

证 易见

。 , .

!
“ r , 、 ` 、 , 」 、 、 }

“ , 了 、 , , 、

}
q ,

,
男幼 {户J 气工 夕g 气 J j F 气u x , ` ,

户

J户J 火x 声 F 火Q x 夕 J Pg 、 x 产 F 、 Q x /
·

{谕
d一
{沙

d ·

{飞
d一 合厂厂

【, (二 , 一 了̀ · ,〕〔· `二 ,一 `· ,〕
·
( d· ’ · `d· ’ ) ”

` P ` P . P ` 户 ` P

推论 1的证

l(
.

3) 式 中 的 第

(` , 取 了 (· ,一 K ` V ,一 则 C ` · ,
一

p

}音
K` V ,· ,

}
·

令 f (
·

卜
· ,

则

1 个 估 计 由 定 理 l 得 到
.

为 证 第 2 个 估 计
,

令 g ( r ) 二 r -

二 p

!合
D Z ·

{
一 `

)(合
一

合)
· e “

·

则 g `0 , 一 g “ “ , 一 “ 且 ;
“

` · )一

徐
二 p

!合
。 2·

{一
g

’

(
二

) ) 0
, : e R

.

从而 g ( ; )异 0
, 二

) 0 且 g ( : ) ( 0
, :
簇 0

.

由此立得 ( 1
.

3) 式的第 2 个不

价件
、
此

等式
.

( 11) 设 x ( V ) ) 0
.

在以 下的证 明中
,

总记 月二 二 / ( ZD )
.

取 f ( r ) = s in (户 )
, , ( d : ) 二

Z
一 ` ; d :

,

这里 (及下文 ) Z 是归一化常数
.

由 F K G 不等式得

厂
二p

{音
、 ( v )

小
· ( , ) d一 os[

二 p

}音
K ( V ,一

}幽黔
r `

于今下 (f
· ·̀ ` , , d·

)厂
二 p

!青
K ` V ,· ’

」
· d

一

8一 (户 )
(
二 p

}音
、 ( v )。 2

{一
p

!合
K` V , ` 2

) )
K ( v )月( D

Z 一 : 2 )

从而

兀
C` 5 ,

一 ` d s

厂
C`· , f ` · , d · 成

几不瓮孚长
万 f l

,

一
,

e x P }万 气口
-
一 s 一 )

L O

r
簇

}
一 ,

}
d` 镇

8

D Z

尸K而 }
二 p

!音
D`

」
一 `

}
f ( · ,

, · 任 〔”
,

D ,
·

由定理 1得 ( 1
.

4) 式的第 1个不等式
,

而第 2 个估计由 ( 1
.

3) 式的第 2 个不等式得到
.

( 111) 假定 K ( v ) ( 0
.

取 f ( r ) = s i n (户 )
.

则
: ` 、

.

_ 「。
_ 「1 。 , 、 , 、 : 1

.

, 。 、 ,

` 、 万声
’

一 J
` e x p l百八

、 丫 户 r

」
s “ ` 、 rP

少。 r “

些华鱼
e x p

!告、 ( v ) : , 1
十

典孝2 {
D e x p

f鲁二 ( v )
二 2

1
:

cos (斑 ) d r
.

( 2
.

2 )

P L O J 峥 P
J s L o J

取
,

( d
r

) 二 z
一 ` s i n (户 ) d :

,

由 F K G 不等式得
产D r l , 了广D 、 一 1 广D

J
: “ x p {百八 ` “ ’ 犷

一

」
r c o s L户 ’ “ r 多 ’ 气” ( J

, “ , n L声 ’ “ r

) J
, r c o s `户 ’ “ 犷 -

、 。
_

.

, _ 、 _ _ 1 , _ 、 ,
~

, , 、
一 f

`

2 、
co s 一 `

(角 ) ` ( ` ’ LD 一 “ , `n (户 ) 一 月
一 ` c o s (户 )」 ) ` ( , ) D (

` 一

言)
c o s (角 )

·

( 2
·

” )

此处
,

用到了不等式
二 / 2 一 : s i n : 一 c o s ; ) ( 1 一 2 / 二 )

。 0 5 2 : , : 任 [ o
, 二 / 2 ]

.

结合 ( 2
.

2 )和 ( 2
.

3 )

式
,

有

J ( , ) 、 些华Z
e x p

{告、 ( v ) : ` 1
十

婴毕2 fl
一

答
P L O J 一尸 \ 几

I ( s ) e o s (户 )
,

( 2
.

4 )
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此外
,

易证 g ( s ) ““ z ( 、 ) e x p

数
,

有

1
, , , , , 、 ,

1二
一
万八 气 V ’ s 一

」足 的非增函数
.

事实上
,

由于
r 一 ` S i n (令 )是减函

g
’

( 、 ) 二
一 K ( V )

4

r l
, , , , , 、 ,

飞 f D f l
, , , , , 、 ,

1
.

, 。 、 ,
.

, 。 、
一

e x p {
一 百八 又 v ’ ` 一

」J
: “ x p l百八 、 v ’ r 一

」“ , n L产 ’ “ r 一 ” ` n 、 牌 , 簇

二

华弄卫
s i n (声 ) e x p !

一

告、 ( v )川 {
D e x p

!告K ( v ) ; ,

!
: d : 一 , in (声 ) -

恃 L 0 J J S L O J

一
ǹ `角 ,一 p

!音
K ( V ,` D Z

一
)」、

”
·

取
, ( d )r 二 Z

一 ` d
: ,

由 F K G 不等式得

f
r
g ( : ) C o s (压 ) d 、 、 烈粤 {

r
g ( 、 ) d 、 ) 粤{

r

g ( 、 ) d 、
.

J O 尸T J O 孔 J O

最后
,

将 ( 2
·

` ,式两边乘以 xe p

卜静
( v , 5 2

{并在〔0
, · “上取积分

,

得

{;
· ( 5 , d￡钱 }

` 一

粤卫 (
` 一

是){
一 `

半
由此及定理 1

,

立得 ( 1
.

5) 式
.

对于 v 三 0 情形
,

选取

, (
;

) 二 2抓正石石
一二巧

t an h {普护祀 / ( J 二l) !
一 2护 K

二

(、 一 1 ) t a n {普了 K / ( 、 一 1 )
, 、 ’ 产

一 ` 丫

“
、 “ ` / ` “ “ “ L Z

丫

“
’

“
` 产

」 一 ’

“
、 一 一 产 “ 一“ L Z

’ 一 ’ ` “ 一

则

e o s h J
若 K ) 0

,

e o s以一 1

}合了贾兀了万
.

劝 ]

合沪不闷花万丽 若 K 镇 0
.

l||夕、|
t

一一
、、,声

r
了.、

C

从现在起
,

记 一合护万开万万丁.
·

在以下的讨论中
,

将经常用至”如下引理
·

弓l理 2 设 f 任 C , 仁o
,

D ]
·

如存在
r 。 任 [ o

,

D ]使得 f
`

} [。
. , 。

l簇 o
,

f
’

} [
r 。

,

D I ) 0
,

则 f 簇

m a x { f ( 0 )
,

f ( D ) }
.

推论 2 的证 ( i) 由 ( 1
.

5) 式及 耐 ( 4 d ) < 1 一 2/ 二 ( d > 2)
,

为证 ( 1
.

6) 式
,

只需证 d = 2 时

入 , ) 矛 / D Z 一 二 K / ( 4己 )
.

为此
,

取 f ( r ) = s i n (户 )
.

由于
。
簇月

,

有

广D l ~ 广D

` ( “ ) : 一

)
: C o s ( a

r

) s ǹ (价 ’ d一 方
C o “ a , ’ c o s (压 ’ 一方)

: , ǹ ( Q r ) c o , (俞 )“ r
毛

1
, 、 , 。 、 。 2 「D

.

, 。 、 _ , 。 、 」 _
_

万
c o s 、 “ ` ’ Co s `娜 ’ 一

歹J
, ” ` n 、 厅 ’ C U S 、 ” r ’ 。 r -

合
。OS (一 )一 (角卜翁

一护`户 ,
·

D一2此外
,

由引理 2 知 g ( : ) :=
s 、n (声 ) 一 !言

c 。 , (角 ) d
、

成。
, : 〔 [ o

,

D 一 因此

{;
“ ·

,一 “ 一 ’ d` _ , i n (庄 ) _

一 月2 翁五
co 一 “ 一 ’ co s“ 汤 ’ d ` 镇
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应丝色 Z f
, _
鱿旦 、二 丝区鱼 2 f

l _ 旦二旦 \
尸 \

`

4月 l 尸 又
`

4夕 /
`

由定理 1得

、 矛 l
` a ZD \

一 ` _ 护 /
` a ZD \ 护

入 ` 多 砰 (
`
一百万) 笋 丁 (

上 十

而
-

)
二

于
一 百八

11) 为证 ( 1
.

7

丁;
co 一 d ( a s ) d s

,

令 f ( ; ) = s i n ( 。 ; )
,

有
。。 s d 一 , ( 。 。 ) f ( 。 ) d 。 一

牛f
r 。。 s `一 d ( 。 : ) [

。。 s d ( 。 : ) 一 。。 s d ( 。 n ) ] d
: 镇

“ a J O

卜、01
一了
产
.

!
刀叭

、、J户一、é

。 一 Zd
一 1〔 l 一 。o s d ( 。 D ) ] f (

二

)
.

由定理 l 立得第 1个估计
.

为验证第 2个估计
,

只需证明

g ( r )

。 = D / ( 2 了万二1

d r Z , o
_ _

2 、

、 一

(合
十

令)〔
` 一 c o ·“ “ r ,〕 ) ”

, r ) ”
,

其中

其中

)
.

注意到

g
·

( · ) 一

恶一 :卜
。。一 (二 )」一

(备
·

誓)
J · 。O8 一 ( dr )

· i· (二 ) )

恶 一 〔卜
。os · (二 )卜 (备

·

誓)
以· 2

一
(二 ) = hr `· ,

,

入 ( : ) = 2 己 / ( J 一 l ) 一 1 + 。 o s d ( 。 : ) 一 ( 8 / D Z + ; 2 / 2 )而
Z e os d 一 ’ ( 。 ; )

.

有 人 ( o ) = 0 且

人
’

( ; ) == 一
由 co s d 一 ` ( 。 : ) s i n ( 。 r ) 一 心

口 Z e o s d 一 ` ( 。 : ) +

(备
·

誓)
“一`“ 一 ` , co

s“ 一 ’ `二 ’ · ·̀ `二 ’ )

、 。 。 S一 , (二 )
· i n (二 ) ( 一 2 +

备
` d 一 ` ,· ` , 一 0

因而 g
’

( r ) ) hr ( r ) ) 动 ( 0 ) = 0
.

由此得 g ( : ) ) g ( 0 ) = 0
.

推论 3的证 i( )取 f(
二

) = is (n 脚 )
.

则

广D 广 D

I ( ` ) : 二

上
C ( “ ) f ( u )“ u 一

{
: c os h d一 `

( a u ) s` n (伽 )“ u 二

青
。。 · h“

一 ’ `一 ’ 。 os `户’

青cos
丫

一

“ 一 ,一 `角 ,

+

首
`“ 一 ` ,

·

誓
`“ 一 ` ’

广 D

{
` c o s h“

一 ` ( a u ) s` n h ( a u ) CO” (伽 ) d u
(

广 D

{
` c o s h`

一 ` ( a u ) u c , (伽 )“ u
·

( 2
.

5 )

这里最后一步用到了不等式 is hn
;
毛

r Cos h ; , 二

) 0 令
, ( dr ) = Z

一 ’ is n( 牙 )
,

由于 。 ot (伽 )是

减函数而
c os 丫

一 ’
(
a “ )是增函数

,

由 F K G 不等式得

厂
。。 ·

h J 一 ( 。 · )

一
(伽 ) d一厂

。 。 · h一 (二 )

一
(伽 ) ·、· (伽 ) d · 、

, ( ` )

(厂
· i· (伽 , d·

)
一 `

厂一
`伽 ,`一

I ( s ) e o s一 ` (角 )〔D 一
s i n (角 ) 一 夕

一 `

cos (角 )〕簇

(。 一 ,
一 ` ) , (

:

) · 。 (;
一 鱼 )

, (、 )
.

\ 7t /
( 2

.

6 )
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此处
,

使用了不等式 D 一 : s in( 角 )毛 D
。
os (声 )

,

这可由引理 2 导出
.

由 ( 2
.

5) 和 (2
.

6) 式得

, (
:
) 、 毛

c o s h己
一 1
(
。 5

)。 。 s
(* ) {1

一

{
1 一 鱼 {率祥

一
`

L 、 代 / ` 7t

由定理 1 立得 ( 1
.

8) 式
.

( 11) 取 f ( : )之 c o s h ,
一

J ( 。 r ) s i n (户 )
,

有

厂r 广D l 广r

! e ( 、 )
一 ` d

、

} e ( “ ) f ( u ) d u = 七 {
e o s h`

一 “ ( a s ) e o s (角 ) d s 镇
J 0 J S

尸 J O

去一
h “ 1 ( 。 。 ) , (· )

}
e o s h`

一 “ (
。 s

) c o s (角 ) d、
.

( 2
.

7 )

为验证这一不等式
,

令
c = {。 e o s h `

一 J ( 。 、 ) e o s (角 ) d 、 ,

定义

g ( · ) 一

{;一
h l 一 (一 ) 。。 8 (角 ) d

s -

一
h一 ( · D ) f ( · )

·

则 g
`

(
二

) = 。 o s h , 一 J ( 。 : ) c o s (户 )人 (
r

)
,

其中

入 ( : ) = 一+ 。 ( 己 一 1 ) 。 C o s h d 一 ` ( 。 D ) t a n h (
a r ) t a n (户 ) -

由于 h 关于
: 增且 h (0 ) < 0

,

h ( D ) 二 co
,

由引理 2 得 g ( : )成

( 2
,

7) 式得证
.

由此及定理 1 得

n l a X

明
。

`

} g

co s h

( 0 )

J 一 1 ( 。 D )
·

,

g ( D ) } = 0
.

从而

、 ; 、

多一
h !一 ( · D ,

}
。
!

e o s h`
一 “
(
。 、 )。 0 5 (脚 ) d、 ( 2

.

8 )

( 111) 现估计 ( 2
.

8 )式右边的积分 项
.

令
。 二 D Z K八 2二 z )

,

g ( ; ) = e o s h d 一 ` ( 。 : ) 一 1

。 s i n Z (所 )
.

则 g ( 0 ) = 0 且

g
’

( r ) = ( d 一 1 ) a e o s h d
一 2 (

a r

)
s i n h (

a r

) 一 2谓 s in (所 ) e o s (户 ) 多

( d 一 l ) 。 2 : 一 Ze月2 : = o

因此 g (
二

) ) 0
,

从而由 ( 2
.

8) 式得

* , 、
轰

c 。 s h l一 、 。。 。
}龚

a r

一
n

{嚓 {{
一 ’

~ {上夕 V 立、 ` 7T 丫

“
一

( 2
.

9 )

令
c = 4 /护

,
g (

r

) = 。 r e t a 。 : 一 : /护石p
.

则 g
’

( r ) = ( r + ; 2 )
一 ’ 一 ( 一+ 。 r Z )

一 ’ /` ) o 当且仅

当

人 ( r ) : = 。 3 r 4 + ( 3
。 2 一 1 )

r Z + 3
。 一 2 ) 0

.

由于 h ( 0) 一 c3 , 2 < 0
,

从而存在
r 。 > 0 使 川 阳

, r 。 l毛 0, 川 〔 r。
,

一 ) > .0 由引理 2 可得 g ( r )簇

m a x } g ( o )
,

g ( co )卜 0
.

从而
: ( a r e t a n : )

一 `多了石
.

万芬厄兀乏
,

即 ( 2
.

9 )式蕴含 ( 1
.

9 )式
.

3 非紧流形上的谱隙

设 M 是完备的连通 iR
e m an

n
流形

,

D = co
.

设 iR
c M ) 一 K

,

K ) 0
,

K ( v ) < co 且 :Z 二

}
。 x p 〔v ( 二 ) ] d二 < co

.

贝。 : 扩散过程习卜爆炸且关升 ( d二 ) : = Z
一 ` e x p〔v ( 二 )」d二 可逆

.

: 的

谱隙是

* 1 = i n f }群 ( }} 勺 f l{
z ) / 产 (尸 ) : f 任 C ` ( M ) 自 2L (拜 )

,

产 ( f ) = o }
.

设 y 和 C 如第 1 节所定义
,

只是把 D 改成 co
.
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定理 2如存在一列凸正则区域 D
,

个M
,

则定理 l 对现在的 M 成立
,

只是把 D 改成 co
.

设 几 , ( n )是 L 在 D
,

上的第一 N eu m an
n
特征值

.

则由文献〔7 〕引理 1 的证明知 入1 )

n )
.

从而定理 2 得证
.

证抓

一ilmū
由 w hi et h e a d 定理 (见文献【15 〕的定理 5

.

14)
,

当 M 的截面曲率非正且某点的割迹是空

集时
,

定理 2 的假设成立
.

给定 户` M
,

令 月(
r ) = i n f , (

二
.

, )、 二

{ 一 H
e
ss v ( X

,

X )
:
X ` T注M

,

11X Jl 一 1 {
.

则有如下结

果
.

推论 4 在定理 2 的假设下
,

若 浏 co ) := hm
r
一。 浏

: ) > 0
,

则 几; > 0 进一步
,

如果 M 的

截面 曲率非正且每点的割迹都是空集
,

则定理 2 对如下 y 成立

, ( ; ) 一 : 沪丽百万习 t a n h {冬了灭 7万了丁 i万1
一 : {

r` , 。 ( 。 ) d 。
.

L ` J J O
( 3

.

1 )

特别地
,

有
、 8 「

二

l 「
a 。

_
_

, 、 ,

1
_ _

几 , ) 杀
e x p l

一 1 一 寸一 y (
u
) d

u
{ ) 0

,

~ 儿

/
。 资一 ~ r’ l

一

4 J n 口 、 一 产

一 」` 一 ’

“ 0 ` ’ , U J

其中
a 。 > 0 是方程 y( a) = 一 8/

a
的唯一解

.

证 i( ) 设
; 。 > 0 满足 浏

r 。 ) > 0
.

对于任何极小测地线
,

其含于 B ( p
, r 。 )部分的长度不

超过 Z r 。
.

设 二
,

y 任M 满足可 x
,

刃 = ; ,

l ( 、 )
:

0[
, 二 」~ M 是从 x 到 y 的极小测地线

,

认 是单

位切 向量
.

则

( , V ( x )
,

? 户(
· ,

夕 ) ( x )> + (? V (夕 )
,

v 户( x
, ·

) (夕 ) ) =

{;
H

·

… `。
,

。 , d
·
簇 2一 〔“ `一 , 一 “ ` 0 ,」一 明`一 ,

·

( 3
.

2 )

因此可选取 y(
; )二 2了 K ( d 一 1 ) 十 2

r 0【月 (
r。 ) 一 浏 。 )〕一 明 ( : 。 )

,

令 f (
二

) 二 : ,

由定理 2 得

几1 ) 0
.

ii( ) 从现在起
,

假定 M 的截面曲率非正且每点的割迹都是空集
.

设 l :

〔0
,

p ( x
,

刃 〕~ M

是极小测地线 (从 x ytJ 夕 )
,

取
s 。
使得 户( 户

,

l ( s 。 ) ) = m i n
:

{尸 ( P
,

l ( s ) ) }
.

我们有 产(户
,

l ( s ) ) )

)
` 一 ` 。

卜 事实上
,

不失一般性
,

假定
、 > : 。 ,

令 X , = e x p l( :
。 ) ( , )

,

X Z 二 e x p八:
。 ) ( l ( 、 ) )

,

则

<x l ,

x Z )
一晶

尸 ( , l ( : ) ) ! 簇 0
.

` = ` o

取 ,
’ ,

、
`

任及d
使 J ,

’

}一 产 ( ,
,

l ( : o ) )
,

i 、
’

}一
: 一 : 。 且 < ,

’ , 、 `

> = <X 、 ,

X Z
>

·

设 I :

lT (
。 。 ) M~ R d

线

性
,

保持内积且 I ( X l ) = 户
` ,

I ( X Z ) = g
’

最后
,

令
c ( t )

:

[ 0
,

户( 户
,

l ( s ) ) 〕~ M 是从 户到 l (
s

)

的极小测地线
·

则 亡(t ) “一 `
’

ex p ,

又
,
。 “ (t )是从 ”

’

到 。
`

的曲线
·

由 R au ch 比较定理 (见文献

〔 15 ]的推论 1
.

3 0 )
,

有

尸( 户
,

z ( 、 ) ) ) 。 ( t ) 的长度 ) }户
’

一 。
`

}) }、
’

! =
` 一 s 。

.

此处用到了 ( P
’ ,

q
’

)簇 0
.

ii( i) 给定
: > O

,

设 x
,

y
,

l ( 、 )及 sU 如 i( )中所给
,

由 ( 3
.

2) 式及 ii( )得

<勺 V ( x )
,

, 户 (
· ,
少 ) ( x )> + ( , V (夕 )

,

, 户 ( x
, ·

) ( 夕 )> 镇

f
, o 。 , 、 。

f
r 一 `。 。 , 、 」

/
。

f
r
/ 2 。 ,

一 ! P 、 万产u 百 一 I P 、 s 少 u s ; ; 之二一 ` I P 、 u 少a u ,

J U J O J U
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其中最后一步用到了月的非降性
.

因此定理 2对 (3
.

) 1式所给的 y (
:) 成立

.

i () v由于 T (二
) /

:
是

:
的减函数

,

而 一 8 /尸 是
:
的增函数

.

所以当 浏 co ) > 0 时
,

有唯一

解
a 。 > 0

.

取

r ~ 广r
A

a 、

l
, J \ ,

f ( r ) 一 r e x p

l
一

育{
。 “

(
` ( u ) 一云

` ( a “ ) )
d u

」
由定理 2 得

从 ) 一
y ( a o )

口 0

二 p

[
一

青丁;
。

(
, ( · , 一

戈
, (一 ,

)
d ·

卜
s f

二

1 f
a

几
e x IP 一 1 一 丁 !

a 6 L 一 J O

。
了 ( 。 ) d U

〕
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