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近似计算有效位数的增长不超过几何级数

洪 加 威
(北京计算机学院 )

摘 要

假定我们要用加
、

减
、

乘
、

除开方等运算去计算任何一个实数或复数
,

并且假定每

次运算都是绝对精确的
.

我们证明了
: 不论用什么方法

,

如果不能在有限步之内达到

绝对精确的值
,

则要精确到
, 位小数

,

至少需要正比于 log n 的运算次数
.

换言之
,

若不能在常数步之内求得精确解
,

则计算的有效位数的增长不能超过一个几何级数
,

中间的情况是不存在的
.

如果只许可使用四则运算
,

那末逼近一个无理数的最高速

度是平方收放
.

一
、

主 要 结 果

假定我们要计算某个实数或复数
,

例如
。 , , ,

或者某个方程的根
.

手头上能够用的数归

根到底只能是某个范围内的整数
.

所能使用的工具不外乎加减乘除
、

开方等代数运算
.

如果

能在有限步之内求得精确解
,

当然万事大吉
.

否则就要近似地计算
.

有时
,

随着计算步数的增

加
,

计算结果的有效位数也线性地增长 ;有时
,

随着计算步数的增长
,

计算的有效位数成几何级

数增长
.

用 N
e
w t on 切线法来求根就是有效位数成几何级数增长的例子

.

有没有更快的收敛

速度呢 ? 这是计算理论和代数逼近理论中一个有趣的问题
,

但却未被深人地研究过
.

作者在

本文中严格证明了
: 如果使用四则运算和开方运算

,

那末有效数字的位数不能超过运算步数

的一个指数函数
,

如果只使用算术四则运算
,

那末最快的收敛速度是平方收敛
.

作者在研究用例证法证明几何定理 t1J 时用到这一结果
.

本文中的某些引理是继续了吴文

俊 .12 3] 和 iR tt[
`
,,] 的工作并加以复杂性分析以后得到的

.

设我们想要计算某个实数或复数 p
.

在计算过程 中
,

把每一步运算后得到的数依次写下

来
,

得到一个序列

( 1 )

其 中的某个子序列

( 2 )

应该趋向我们想得到的数 :P

本文 1 9 8 5年 7 月 1 5 日收到
.
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( 3)

( ) l式中
,

每个
。 ,

或是在一个固定范围内的整数
,

或是它前面的某个数的方根
,

或是它前面的

某 两个数的和
、

差
、

积或者商
.

更一般地
,

我们可以假定 凡 。 。 : ,

…
, 。 ,

之间满足一个整系数的

代数方程

F `

(
x : , 二 : ,

…
, x `

) ~ 0
.

这 里 F , 是 x l , 二 2 ,

…
, 二 , 的整系数多元多项式

,

当用 。 、 , 。 2 ,

…
, 。 , 一 ,

代替
x : , x : ,

… 幻
一 :

之后得

到一个关于 x `的多项式 F `
(

a : , a : ,

…
,

ia
一 : ,

ix )
,

而且
x , 是真正在里面出现的

.

换句话说
,

ix

的某个非 0 次方幂的系数不为 0
.

把
a `
代人 F `

(
。 : , a J ,

…
, ia 一 : ,

ix )中的
x , ,

应该使多项式的

值为 0
.

于是 。 ; , 。 : ,

…
, a ,
都是些代数数

.

现在可以给出下面的定义
.

定义 1
.

如果用 。 `
代替

二 ,
后满足一组整系数代数方程 F `

(
x l , r : ,

…
,

ix ) ~ 0 i( ~ l
,

2
,

3 ,

… )
,

而且
二 ,
在 F `

(
。 : , 。 : ,

…
, 。 `一 : , x `

)中有某个非 。 次幂系数不为 0
,

则称 ( l) 式为一个代数

数列
.

这个定义太一般了
,

我们下面对 F `
作一点限制

.

把 F ,
(

x : ,

朴
,

…
,

粉 ) 展开成一些单项式

之和
,

把这些单项式的最高次数称 为 F ` 的次数
,

把这些单项式前面的系数 (都是些整数 )取绝

对值后求和
,

称为 F ` 的项数
.

例如若 F ,

(
x : , x : ,

九 ) 一 2x 知
:

一 3x 里
,

则次数 为 3 ,

项数为 5
.

次

数和项数有下面简单的性质
:
多项式和的次数不大于各多项式次数的最大值

.

多项式和的项

数不大于项数的和
.

多项式的乘积的次数等于各多项式次数之和
.

多项式积的项数不大于各

多项式项数之积
.

定义 2 如果定义 1 中的每个 iF (
x : , : 2 ,

…
,

幻 ) 的次数和项数都不超过某一个常数 m ,

则称 ( l) 式为一个 二 一

代数数列
.

显然
,

在普通计算过程中
,

用加
、

减
、

乘
、

除
、

开方所得到的数列都是某一 m 一

代数数列
.

它

的一个重要性质是
:
其中任何一项

,

如果不等于 。 ,

则不能非常的小
.

可以精确地被表述为下

面的裂缝定理
.

它的证明构成了本文的主要内容
.

定理 1 设 a l , a Z , a , ,

… 是一个 , 一代数数列
.

那末
a ,

~ 0 或者 }
a `
} ) 2一日

,

其中
`
是仅

依赖于 m 的一个常数
.

现在假定
`

。 一

代数数列 ( l) 式的某个子序列 ( 2 )式趋向于 p
.

我们把 } p 一
“ i ,

! 称作逼近 的

理论误差
.

但是 p 还没有算出来
,

所以 } p 一
“ 、 }是多少是不知道的

,

这个定义没有什么用处
.

在实践上
,

往往用最后两次逼近值的差取绝对值来作为逼近程度的度量
.

因此我们给出下述

定义
.

定义 3
.

设 , 一

代数数列 ( l) 式的子序列 ( 2 )趋向于 p ,

且 ( 2 )式中相邻两项都是不相等的
.

称 价
,

为 p 的第 i 次逼近值
,

心为第 j 次逼近时已经经过的计算步数
.

沙
i , 一 内 ,一 }为第 护次

逼近后的实用误差
,

L一 109 aI
i , 一 “ ii

一 :

}」为第 i 次逼近后得到的有效位数
.

定义中的对数是 以 2 为底的
,

但是在讨论中以什么为底都没有关系
.

从定理 1 可以得到

关于逼近速度的定理 2
.

它说明了在近似计算中有效位数的增长木会超过一个几何级数
.

定理 2
.

第 i 次逼近得到的有效位数不超过第 夕次逼近已经使用的计算步数 i , 的一个指

数函数
. 、

·
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证
.

考虑代数方程组

FI (
二 1

) ~0
,

F Z

(
x 、 , x :

) 一 0
,

F , ,

(
二 : , 二 : ,

…
, x ; i ) ~ o

,

它是由原来的代数方程组 中的前 心

, +

一 ( x , , 一 x ; s一 ) 一 o
,

个方程再加上 幻+i :

一 (粉
,

一

到的
.

数列 a , , a 刁 ,

…
,

a,i
,

iia 一 iia
一 、

显然满足以上的方程组
,

据定理 1
,

它的第 i , 十 I 项 a(
i ,

一 ia , _ :

) 应该满足

勺 i一
:

) 一 。 (第 ii + l 个 )而得

因而是一个 功 ,

代数数列
.

根

l a
, ,

于是第 i 次逼近后的有效位数

L一 10 9 l
a , ,

不超过计算步数 i ,

的一个指数函数
.

本文的第 2 节证明一些引理
,

第 3

度
.

一
“ 份一

,

! 必 2 一 “

a , s一
、

IJ ( c ` , + `

毛 ( :
,

)
` ;

节证明主要的定理 1
,

第 4 节讨论算术数列逼近的速

二
、

关于代数数列的若千引理

设有变元
x : , 二 2 , x 3 ,

… 的无穷序列
.

考虑这
r

些变元上的某个整系数多项式 F
.

显然
,

其

中只能出现有限多个变元
.

设 x *
是其中最后一个变元

,

于是可以把该多项式写为 F (
x : , x : ,

…
,

勾 )
.

考虑所有这样的多项式
,

它仅含变元
x : , x Z ,

…
, x ; ,

次数 毛 P
,

项数 簇
, ,

变元 价

的最高方幂数成
“

.

这样的多项式只有有限多个
,

把它们的集合记为 少 ( i
,

P
, , ,

u)
.

, 一

代数数

歹U的前 i 项所应满足的方程组

F ,

(
二 : , x Z ,

…
, 二 s ) ~ O ( j ~ I

,

2 ,

…
, i )

,

一共只有有限多种不同的可能
.

用
` 习犷、

代表所有长度 为 i 的 。 一

代数数列 a(
: , a : ,

…
, 4 `

) 的

集合
,

用 男
`
代表其 中第 滚项所构成的集合

,

即

男
`
= 毛

。 、
} (

a : , 。 : ,

…
, a 、

) ` j 厂、 }
,

这些集合都是有限的
,

所以可以再定义

M了一 M二 { 、
·

,
{
· 。 ,

/
}

,

、 f ( ;
, 了 , · ) 一 M

a · 、 , F (

一
,

一 ) 。
{
F 。 , (`

,

,
, , ,

、 )
,

( ·
t ·

一
) ` 、

艺
,

,

。 、、;
, 才 , “

) 一 M i· 、 . : ( a ; ,

一
, · 、

) }
!
: 。 , (*

,

p
, ! , ·

)
,

(
· : :

…
, · `

) 。 、
; ,

F (
a : ,

一
, , ,

) 钾 O }
.

显然
,

M
: ,

M
,

( P
, , ,

u) 是各变元的不减函数
, 。 、

( P
, , ,

u) 是不增函数
.

引理 1
.

M
,

( P
, , , u

) 蕊
Z

·

M犷二
_ 少

证
.

设下 ` 少 i( 沪
, , , “

)
,

则 F丈
。 。 , 。 : ,

…
。 , 、

)中最多只有
,
个单项

,

每项是不超过 护个因

子的乘积
,

而每个因子的绝对值都 ( M , ,

于是 陌 (a
: , 口 2 ,

…
, ; `

) ! 《 才 ` M季̀
、

引理得破
一 ` 、 -
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引理 2 .Mi成
,

·

M
; 一 :

(。
, 。 , , )

m ,一 :

( m
, m , 。 )

证
.

。 `应该满足方程 iF (
。 : , a Z ,

…
,

ia ) ~ 0
.

不妨设

F `
(
a : ,

…
, a `

) ~ F *。

(
a : ,

…
, a ,一 :

)
a军+ F 1 1

(
a : ,

…
, a ,一 :

)
a犷一

`

+ …
+ F i ,

(
a : ,

…
, a ; ` 1

) ~ 0
.

l 成 , 镇 。 , F `。
(

a : ,

…
, a ,一 :

) 粉 0
.

如果 }
a ,
} 提 1则引理不证自明

,

故可设 }
a ,
. 》 1

.

于是由移项可得
:

}a * ! 提 {1里丛-a
: ,

…
,
ia

一

J } 十 … + }.iF (
。 : ,

…
, 。 一

l)l
一 F 0̀

( a : ,

…
, a `一 :

)

二
·

M ; 一 1

(。
, 。 , m )

。 i 一 、

(二
, m , 。 )

这是因为 iF
。 ,

凡
: ,

…
,

F,
,

都属于 岁 ( , 一 l
,

,
,

,
,

m )
.

引理 3
.

f , 犷(。
, m , m ) ) 。 `

(户,
,

m 户 ,

户。 )
,

飞材犷( m
, m , 。 ) ( M 、

( , , , m , ,

, 。 )
.

证
.

因为若有 护个 少 ( i
, m , 。 , m ) 中的多项式相乘

,

则它们的乘积属于少 ( f
,

Pm
,

m 户 ,

Pm )
.

引理 4
.

设 H 〔少 ( i
,

P
, t , u

)
,

G ` 少 ( i
, 宁

, , , ,
)

, u )
t,

李 2
.

那末存在 G 。 ` 少 ( i 一 l , 宁 ,

, , 宁一 l )
, L 〔 少 ( i

,

P +
u q ,

( 2
5
)

“ r , “ 一 ,
)

, R ` 少 ( i
,

P +
u q

,

( 2 ,
)

u r , t, 一 l )
,

使得下式成立 :

G尝
`

H 十 L G ~ R , u `

《 “ -

证
.

实际上是用 ` 对 H 作带余除法
.

设

H ~ 0H (
二 : ,

…
, x卜

l

)
x梦+ H

l

(
x : ,

…
, x卜

1

)
x 梦一

,

+ … + H
“

(
x l ,

…
, x 、一 ,

)
,

G ~ G O

(
x : ,

…
, x `一 l

)
x犷十 G l

(
x : ,

…
, 二 , 一:

)
x 了

一 `

+ … 十 G
,

(
x : ,

…
, x ,一 1

)
,

令 H’ ~ OG H 一 OH G对
一 “ ,

显然 对 的项被消掉了
,

故可 以写成

H
’

~ H二(
x : ,

…
, x `一:

)
x 梦

一 `

+ H ;(
x : ,

…
, x `一 :

)
x 梦

一 ,

+ … + H几
一 ;

(
x : ,

…
, x `一 :

)
,

不难验证 月
’

` 少 ( i
,

P + q
,

Zs r , u 一 l )
.

若 u 一 l ) , ,

我们再作 H
, `

~ G o
H

’

一 H石G
x 梦

一 , 一 ` ,

消去
x梦

一 `

的项
,

不难验证 H
“ 〔 少 ( i

,

P + 2仔 ,

( 2
,
)
, z , u 一 2 )

.

这样用 H云
,

H石
` ,

… 表示 H
’ ,
月

` , ,

…的首项系数
,

得到一串等式
:

H
,

一 G o
H 一 11

。 G x 梦
一 口 ,

H
”
一 G o

H
’

一 H舀G x 梦一
` ,

H二
,

H
’

〔 少 ( i
,

P + q , 2 , t , u 一 1 )
,

月宁
,

H
’ `

〔 少 ( i
,

P + Zq ,

( 2
:
)

, t , u 一 2 )
,

H `“ 一 , + i ,
~ ` 。

月` u 一 p ,

一 月吕
“ 一 , , G ,

玛
“ 一 “ + , , ,

月 `一
’ 十 , ’ ` 少 ( i

,

P

+ (
u 一 ,

+ l )宁
,

( 2
,
)
“ 一 “ + ` z , , 一 l )

.

将以上各式分别乘以 ` 苦
一 ’ , G甘

一 ’ 一` ,

…
,

.l 全部加起来
,

就得到
:

.

G :
一 ’ + ,

H 一 ( OH G尝一 x于
一 ,

+ 拭 G告
一 “ 一 ` x 梦

一 “ 一 `

+ … + 风
“ 一 ” ) G 一 H `“ 一 , + ` , .

我们已经知道 G。 ` 少 ( i 一 l , 宁
, , ,

q 一 l )
,

H
“̀ 一 ’ + ` , ` 少 ( i

,

户+ (
u 一 , + l ) q

,

( 2
5
)卜

, + , , ,

, 一 l )二少 (`
,

户 + u 。
,

( 2
,
)
“ , , , 一 l )

,

令 L ~ 一 ( 0H ` 言
一 , x 梦

一 “

+ … + 矶
“ 一 “ ,

)
,

及 一

月` u 一 “ + ` ,
就有

G言
一 “ + I

H + L G 一 R
。

其 中 L 的次数 《 p + qu
,

项数 ( 丫一 +
,

·

s2
·

户一 , 一 `

十 ,
·

( 2, )
,

·

产一 , 一 2

+ … +
,
( 2

,
)
“ 一 ,

簇

( 2
,
)

“ 一 , + , t 《 ( 2
,
)

“ t .

故 L 〔 少 ( i
,

户 +
u ? ,

( 2
,
)
“ , , u 一 ,

)
,

引理全部证毕
.
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引理 4是用 ` 去除 H
,

使余式 R 中
x , 的次数低于

二 ,
在 G 中的次数

.
`

得到 R 以后又可以

用 R去除 G ,

把 G 中 二`
的方幂再降低

,

这就是碾转相除法
.

利用这个方法可以证明引理 ,
.

为

了方便起见
,

我们将用 * 号代表一个常数
.

但是等式左右的 * 号不一定代表同一个常数
,
于是

我们可以写成 。 成 * ,

*2 ~ * , * 2

镇 * ,

( * “ , * )
*

~ * `
,. 等等

.

引理 5
·

设
a : , a : ,

…
, a , 一 :

是 , 一

代数数列 中的前 i 一 1项
,
月 ` 少 ( i

,
P

s , , “
)

, G 〔少 ( i
,

叮 , , , ,
)

, u , ,
成 二

.

那末存在 H
` ,

G
` , L 〔 少 ( i

, * ( P + 宁)
,

( 2
, s
)
. , * )

,

使得 G
’

H + H
`

G 一 L
,

且 L (
a : , a Z ,

…
, a *一: , x ,

)是 H (
a : , a Z ,

…
, a `一 : , x ,

)和 G (
a : , a , ,

…
a “ : , 二 ,

)的作为
二`的 多项式的

最大公因子
.

证
.

将
a : , a : ,

…
, ia 一 :

代人 H 和 G 中
,

和引理 斗一样
,

对 H 和 G 作形式地碾转相除
.

碾转

相除的次数不超过 。 ,

是一个常数
.

最后可得一个最大公因子 乙
.

我们现在来观察
,

用 ` 去

除一次 H (假定
二、
在 H 中的次数不低于在 ` 中的次数 ) 得到余式 R ,

然后再用 R 去除一次 G ,

在这样一个往复中
,

各有关多项式复杂程度的变化
.

根据引理 4 ,

有 c
,

D
, R ` 少 ( i

, * ( p 十 妇
,

( 2
, ,
)
* , , )使

C H + D G ~ R
.

再对 G 和尺 用一次引理 4 ,

有 E , F , S ( 少 ( i
, * ( * ( p 十 叮) + 宁)

,

( 2 ( 2
, t )

. ,
)
* , 。 ) g 尹 ( i

, *

( P + q )
,

( 2 : t
)
* , , )使 E G + F R ~ 5

.

从这两式可得

( E + D F ) G + C F H ~ 5
.

于是
,

存在 e : ,

刀
: ,

E : , F ; ,

从
, ` : 〔 少 ( i

, * (户 + 宁)
, 2 , ,

)
* , * ) 使

C :
H + D , G ~ H

: ,

E
:
H + F i G ~ G一

H
: ,

G
:

中
x `
的方幂数比 H

, ` 中
二 ,
的方幂数都降低了

.

再对从 和 G :

反复使用这个结果 (常

数多次 )
,

就知道存在 H
’ , G

, , L ( 少 ( `
, * ( P + 叮)

,

( 2
5 ,
)
* , * )使得 G

’

H + 月
’

G = L ,

且 L (
a : ,

…
, ` ,一: , 勺 )是 H (

。 : ,

…
, a 、一 , , 二 ,

) 和 G (
a l ,

…
, 。 ,一 : , t 、

) 作为
x `的多项式的最大公因子

.

引理 `
.

设 F 。 , (i
, 户, , , “

)
,

G 。 , ( i
, 、 , , , t,

)
, G (

a : , a : ,

…
…

, 。 ,一 : , x ,
)与 G (

a : , a Z

…
F (

a : , a : ,

…
, a `

) ~

…
, b

,

, 。 ,一 : , ix )作为
x `的多项式是互素的

.

L (
。 , ,

…
,

ia
一

J

, a `
) ~ 0

. u , ,
( m ,

F (
e : ,

则

G才(
a : ,

…
, a ,一 1

) F (
a , ,

…
, a ,一 : , b Z

)… F (
口 : ,

…
, a * 一: , 吞

,

)

其中 石
:

一 a ` , 石2 , b , ,
.

G (

少 (

a 、 ,

…
, a ;一 、 , 二 ,

)的
,
个根

.

G 。 〔 少 ( `一 l , 宁 , s , 叮) 是 G (
: : ,

…
, x’ )中x, 的首项系数

, L 〔 i 一 1
, * ( P + 宁)

,

( 2
,一
)
* , * ( P + 甲) )

, L (
a : ,

证
.

因为 F 和 G 没有公根
,

所以 F (
a : ,

…
, 内一 : ,

bj ) 钾 0( j ~ l , 2 ,

…
, ,
)

.

…
, 叭 一

口钾 。
.

于是

F (
a : ,

…
, a ,

) 一
F (

; , ,

…
, 。 , 一: , 占1

) F (
a : ,

…
, a , 一 , ,

石2

)… F (
a : ,

…
, a `一 : , b

,

)
F (

a , ,

…
, a ,一 : , b :

)… F (
。 : ,

…
, a 、 一 : , b ,

)

把分子形式地乘开
,

是一个关于
a : , a : ,

…
, ia 一 : , 去: , b : ,

…
, b

,

的多项式
.

它关于 b : , b , ,

…
,

咨
,

是对称的
,

总次数 《 P。
,

项数 ( 严
,

关于 b
: ,

b
: ,

…
,

云
,

的次数成
“ , ~ *

.

因为它关于 ` 的

根 b
: ,

…
, b

,

对称
,

故可 以用初等对称多项式 。 : , 。 : ,

…
, a ,

表出
.

每个形如艺 对
,

习 鲜b , ,

“
今 萝

艺 办
, ,

… 的对称式需要用多少项初等对称多项式才能表出
,

是只依赖于 。 的
,

因此是一个
i 今 j

常数
.

因此
,

分子可以写为一个关于
。 : ,

…
, 。 ,一 : , 。 : ,

外
,

…
, a ,

的多项式
,

其次数 ( p 。
,

项数

成 * , * 。

关于 几
, 。 : ,

…
, 。

,

的次数 《 , ~ *
.

设
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G (
a , ,

…
, a `一 : , x 、

) 一 G
。

(
a : ,

…
, a卜

:

) x犷+ … + G
,

( a : ,

…
, a ` 一 ,

)
,

这里 G 。 , G : ,

一
,

G
,

` 少 ( i 一 I 刃
, , ,宁 )

.

把 a : , a 诸 ,

…
, a ·

分别用 G ,

/ G
。 , G ,

/ 0G
,

…
, G

·

/ G
。

代

人
,

得到

F (
a l ,

…
, a ;

) =
L (

a : ,

…
, a *一 :

)
G才F (

a : ,

…
, a ,一 、 ,

云:

)… F (
a , ,

…
, a *一 : ,

b
,

)

其中 L ` 少 ( i 一 l , * ( P + q )
,

( 2
, r
)
* ,

* (户 + 叮) )
, F 〔 少 ( i沪

, , , u
)

,

G 。。 少 ( i 一 l 刃
, , ,

宁)
,

分母中 0G 的方幂不超过原式分子中 几
,

…
, 。 ,

的次数
,

故是一个常数 *
.

. . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . 、

我们要证明主要的定理

代数逼近的速度

1二 为此需要先给出两个递推的不等式
.

。 ,

二 。 , 了M`一:

( * 户
, * ” , , ,

* p ) 、
*

J杜
.

1气 r , ` , r Z
叫

二之 咤
.

, 尸甲竹- 兮一一甲~ ~ 一一井二 J
\ 阴 s一 i

戈* P
,
*

“ t ’ ,
* P ) /

证
·

因为 M i一 :

(P
, ` ,

)P ) ` ,

根据引理 卜 2 得到
:

M `
(户

, , ,

P ) 毛
,
M乡钱

t o p M灸
:

( m
, , , 。 ) M

,一 f ( ,
, z , 。 ) M I竺

,

( ,
,
m

, 。 )
, 乳

,

( 。
, m , , ) 。 仁

l

( 。
, 。 , 。 )

毛 竺些些些生业二卫丛互生卫进二生业 `
,

`一 i

( * P
,
* p ,

* P )

材六
,

( * P
,
* ” z* ,

* P )

, 六
1

( * P
,
* “ , * ,

* P )
’

引理 a

.

*
、

l
/’ /

( ”
, , , p , )

(
, `一 1

( * P
,
* 户 t . ,

* P )

M ,一 1

( * P
,
* “ , * ,

* P )

证一 设 F ` 少 ( i
,

P
, , ,

)P
, F `
是定义 二 一

代数数列的代数方程
,

故 F “ 少 ( i
,

,
,

,
,

。 )
.

在

引理 4 中令 G 为 F ` ,

可知存在 F *。 〔 少 ( i 一 l
,

m
,

,
,

m )
,

R ` 少 ( i
,
* 户

,

* “ , ,
* )

, u 提 户
,

使得

F乳F + 乙 F
;

~ R
.

( l )

下面求 F `

(
a : ,

…
, a ; 一 : , x ,

)与 R (
a ; ,

…
, a `一 : , x ;

) 的最大公因子 H
.

根据引理 5 ,

有 H
: ,

月
2 ,

H 〔 少 ( i
, * P

, * p t * , * )使得

H
I F

;

+ H
Z R ~ H

.

根据引理 4
,

用 H 去除 F , 得到

S F
,

一 H F :
.

其 中 s ` 少 ( i 一 l
,
* p

,
* ” , * ,

* )P
,

烈 ` 少 ( i
,
* P

, * “ , * ,
* )P

.

上式仅在用
。 : ,

…
, ia 一 :

代替

xl,
` ’ `

, ix 一 ;

时成立
.

现在 尺如
; ,

…
, ia 一 , ,

xj )与烈 a(
, ,

…
, 。 ` 一 : , x ;

) 互素 (因为我们可以假定

没有重根
,

如有重根
,

则可以用求导数
、

求最大公因子及除法把重根消去
,

得到二个新的 F , 仍

属于 少 ( i
,
*

,
*

,
* ) )

,

故可以使用引理 6
.

用 R 和
.

鲜 代替引理 6 中的 F 和 ` 得到

R ( a
: ,

…
, a ,

) =
L (

。 1 ,

:.
, 。 ,一 )

F :言(
a : ,

…
, 。 ,一 、

)
·

尺 (
a : ,

…
, 口 , _ : ,

占2

)… 尺 ( a
: , `

二
, a ,一 , , 石

,

)

其中 L 〔 少 ( i 一 l , * P
,

* 户 t * ,
* P )

,

F ;
。 ` 少 ( i 一 l , * P

,
* ” t * ,

* P )
, R 〔 岁 ( i

, * P
,

* )
.

所以可以得到如下的等式
:

( 2 )

* 户z ,

}F (叭
,

二
` ,

云) 1一
找 气a : , . , , , a 矛 )

F几(
a : ,

…
, a `一 :

)
从 ( l) 式得到
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G (
a , ,

…
, a `一 : , x 、

) 一 G
。

(
a : ,

…
, a卜

:

) x犷+ … + G
,

( a : ,

…
, a ` 一 ,

)
,

这里 G 。 , G : ,

一
,

G
,

` 少 ( i 一 I 刃
, , ,宁 )

.

把 a : , a 诸 ,

…
, a ·

分别用 G ,

/ G
。 , G ,

/ 0G
,

…
, G

·

/ G
。

代

人
,

得到

F (
a l ,

…
, a ;

) =
L (

a : ,

…
, a *一 :

)
G才F (

a : ,

…
, a ,一 、 ,

云:

)… F (
a , ,

…
, a *一 : ,

b
,

)

其中 L ` 少 ( i 一 l , * ( P + q )
,

( 2
, r
)
* ,

* (户 + 叮) )
, F 〔 少 ( i沪

, , , u
)

,

G 。。 少 ( i 一 l 刃
, , ,

宁)
,

分母中 0G 的方幂不超过原式分子中 几
,

…
, 。 ,

的次数
,

故是一个常数 *
.

. . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . 、

我们要证明主要的定理

代数逼近的速度

1二 为此需要先给出两个递推的不等式
.

。 ,

二 。 , 了M`一:

( * 户
, * ” , , ,

* p ) 、
*

J杜
.

1气 r , ` , r Z
叫

二之 咤
.

, 尸甲竹- 兮一一甲~ ~ 一一井二 J
\ 阴 s一 i

戈* P
,
*

“ t ’ ,
* P ) /

证
·

因为 M i一 :

(P
, ` ,

)P ) ` ,

根据引理 卜 2 得到
:

M `
(户

, , ,

P ) 毛
,
M乡钱

t o p M灸
:

( m
, , , 。 ) M

,一 f ( ,
, z , 。 ) M I竺

,

( ,
,
m

, 。 )
, 乳

,

( 。
, m , , ) 。 仁

l

( 。
, 。 , 。 )

毛 竺些些些生业二卫丛互生卫进二生业 `
,

`一 i

( * P
,
* p ,

* P )

材六
,

( * P
,
* ” z* ,

* P )

, 六
1

( * P
,
* “ , * ,

* P )
’

引理 a

.

*
、

l
/’ /

( ”
, , , p , )

(
, `一 1

( * P
,
* 户 t . ,

* P )

M ,一 1

( * P
,
* “ , * ,

* P )

证一 设 F ` 少 ( i
,

P
, , ,

)P
, F `
是定义 二 一

代数数列的代数方程
,

故 F “ 少 ( i
,

,
,

,
,

。 )
.

在

引理 4 中令 G 为 F ` ,

可知存在 F *。 〔 少 ( i 一 l
,

m
,

,
,

m )
,

R ` 少 ( i
,
* 户

,

* “ , ,
* )

, u 提 户
,

使得

F乳F + 乙 F
;

~ R
.

( l )

下面求 F `

(
a : ,

…
, a ; 一 : , x ,

)与 R (
a ; ,

…
, a `一 : , x ;

) 的最大公因子 H
.

根据引理 5 ,

有 H
: ,

月
2 ,

H 〔 少 ( i
, * P

, * p t * , * )使得

H
I F

;

+ H
Z R ~ H

.

根据引理 4
,

用 H 去除 F , 得到

S F
,

一 H F :
.

其 中 s ` 少 ( i 一 l
,
* p

,
* ” , * ,

* )P
,

烈 ` 少 ( i
,
* P

, * “ , * ,
* )P

.

上式仅在用
。 : ,

…
, ia 一 :

代替

xl,
` ’ `

, ix 一 ;

时成立
.

现在 尺如
; ,

…
, ia 一 , ,

xj )与烈 a(
, ,

…
, 。 ` 一 : , x ;

) 互素 (因为我们可以假定

没有重根
,

如有重根
,

则可以用求导数
、

求最大公因子及除法把重根消去
,

得到二个新的 F , 仍

属于 少 ( i
,
*

,
*

,
* ) )

,

故可以使用引理 6
.

用 R 和
.

鲜 代替引理 6 中的 F 和 ` 得到

R ( a
: ,

…
, a ,

) =
L (

。 1 ,

:.
, 。 ,一 )

F :言(
a : ,

…
, 。 ,一 、

)
·

尺 (
a : ,

…
, 口 , _ : ,

占2

)… 尺 ( a
: , `

二
, a ,一 , , 石

,

)

其中 L 〔 少 ( i 一 l , * P
,

* 户 t * ,
* P )

,

F ;
。 ` 少 ( i 一 l , * P

,
* ” t * ,

* P )
, R 〔 岁 ( i

, * P
,

* )
.

所以可以得到如下的等式
:

( 2 )

* 户z ,

}F (叭
,

二
` ,

云) 1一
找 气a : , . , , , a 矛 )

F几(
a : ,

…
, a `一 :

)
从 ( l) 式得到



中 国 科 学 (^辑 )9 16 8 年

可得
a` (p

, ` ) ) c 一 ? 一 ’ “ , 一` 材
一 c, , ,

l
。 *

一) , `
( l

,

l
,

l ) ) 。 , ( l
, 一) ) ` 一 “ 一材

一` ) 材
一 `

{ (材 ) 2 时 )
,

定理 3
.

若 。 `

是带参数的 。 一

代数数列的第 i 项
,

参数都是绝对值不 超 过 M 的 整 数
,

M 〕 2
.

那末 。 `
~ 。或 }

a ,
} ) M

一产 .

其中
`
是只依赖于 。 的常数

.

四
、

算术逼近的最快速度

以上讨论了代数逼近的最快速度
.

关于几何定理证明的许多结论和它密切相关
.

我们如

果只允许算术四则运算 (这更符合实际计算的情形 )
,

问题就变得简单得多
.

而且可以证明
,

平

方收敛就是最快的收敛速度
.

定义 5
.

若整数 P
,

q 互素
,

则有理数
a ~ P / q 的模定义为 , ( a) 一 M a

x{ IP }
,

!引 }
。

引理 1 0
.

设 a ,

口为有理数
,

那末

( l ) m (
a吞) ( m (

a
) m (夕)

,

( 2 ) m ( a
/月) ( m (

a
) m (夕)

,

( 3 ) , (
a 士月) ( 2。 (

a
)。 (夕)

。

证
.

设 a 一 P
:

/宁
: ,

夕~ 2P /孕
2 ,

( P
: , 宁:

) ~ ( P
: , 宁2

) 一 1
.

。 (
。夕) ( M a x

{ 1P
l

九 .
,

. q
lq Z

I } 《 M a x
{ IP

:

}
,

,q
:

t }
·

M
a x
{ IP

:

l
,

{q
:

I}

一 二 (
a
)

·

二 (夕)
.

m (
a
/夕) ~ 。 ( P

l q Z

/ P
Z叮:

) ( M
a x
{ 1P

l q :

I
,

IP
: q :

. }

簇 M
a x
{ IP

:

,
,

Iq
:

l }
·

M
a x
{ 1P

Z

I
,

lq
Z

I} ~ 。 (
a
) 。 (夕)

.

。 (
a 士口) ~ , ( ( P

l q启士 户2q l

) /q
l q :

)

提 M a x
{ 1P

l q Z士 P
Zq :

I
,

.宁
: 叮2

{ }

成 M
a x
{ {P

l ? 2

!
,

}叮
: , 2

{ } + M
a x
{ }P

:叮:

{
,

}宁
: 宁:

{ }

( }宁
:

{ , (
a
) + }q

:

1。 (夕)

镇 。 (夕) m (
a
) + 。 (

a ) m (口)

~ Zm (
。
) , (夕)

.

定理 4
.

设有有理数的序列
。 : , a : , a 3 ,

…
,

每个
a ,
都是前面某两项的和

、

差
、

积或商
,

或是

某范围内的整数 .
。 `
. 镬

。 .

那末
,

若
。 `
铸 。 ,

则有 }
。 ,
. ) (丫云 )

一 2 ,
.

证
.

定义 M
`
~ M a x

{。 (
a :

)
, m (

a Z

)
,

…
, m (

a i
) } 则对每个 ` 都有 M `

簇 M
a x
{ ZM扛

: , c
}

于是可得
:

M
:

(
a l

) 《 ` ,

M
:

(
。 2

) ( Z c , ,

M
,

(
。 。

) 毛 2 ( Z
c ,

)
,

M ,
(

a `
) 镇

c , ’一 ’ ·

2` + , + ` + “ `

+ , ’ 一 ’

《 二 ,` 一 ’ ·

2 ’ `一 ’

~ ( 2
`
)
’ `一 ’ .

若
a ` 钾 0 ,

则

}
a `
l ) ( 2

: )
一 , 一 ’

一 (了云--)
, .



第 3期 洪加威 !板似计算有效位数的增长不超过几何级数

定理 5
.

如果用四则运算来逼近一个无理数
,

那末实用有效位数的增长不超过公比为 2

的一个几何级数
.

换言之
,

最快的收敛速度是平方收敛
.

证
.

鼠定理 .2
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