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摘要 本文研究由带摩擦效应的三维非等熵可压缩 Euler 方程组描述的管道内气体的定常流动. 这种

流动在工程中被称为 Fanno流. 本文在等方截面平直管道中分别构造非平凡的亚音流、超音流和跨音

激波.由于对亚音流, 三维定常可压缩 Euler方程组是典型的拟线性双曲 - 椭圆复合型方程组, 尚无一

般理论, 本文提出一个源于跨音激波的边值问题, 通过证明上述特殊的亚音流关于进出口边界条件的

高维扰动的稳定性, 说明该边值问题提法的合理性. 本文的证明基于对 Euler 方程组中双曲部分和椭

圆部分的主部的分离, 以及设计恰当的非线性迭代格式. 特别地, 由于摩擦效应, Euler 方程组中双曲

部分和椭圆部分出现了较强的相互作用,诱导出一类含积分非局部项的二阶线性椭圆型方程混合边值

问题. 本文用 Fourier 分析方法和二阶椭圆型方程正则性理论等研究了该非局部问题的适定性.

关键词 定常 Euler 方程组 亚音流 Fanno 流 摩擦 非局部椭圆型方程 双曲 - 椭圆复合型方程组
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1 引言

本文研究多方气体 (状态方程为 p = A(s)ργ) 在具摩擦效应的三维等方截面平直管道中的定常流

动问题, 这里 p、ρ 和 s 分别表示气体的压强、质量密度和熵; 常数 γ > 1 是绝热指数, 而函数 A(s)

= k0 exp(s/cν), 其中 k0 和 cν 是两个已知的正常数.

对三维 Euclid 空间 R3, 取标准的直角坐标系, 记 D = {(x0, x1, x2) ∈ R3 : x0 ∈ (0, L), (x1, x2) ∈
(0, π)× (0, π)} 是一个长度为 L (> 0) 的等方截面平直管道. 在实际问题中, 由于管壁难以避免的不光
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滑性,气体在管道内流动时将受到某种摩擦力的作用. 例如,对气体在长管道中的运输、航空发动机进

气道和喷管形状的设计等, 实验和初步的理论分析都表明, 摩擦对管道中的流动形态有着非常显著的

影响 (参见文献 [1]). 所以, 在空气动力学中, 这种带摩擦效应的可压缩流被命名为 Fanno 流. 本文希

望从偏微分方程理论角度, 用数学工具严格分析摩擦对管道流的效应.

那么怎样描述摩擦力呢? 记 u = (u0, u1, u2)⊤ 为气体的流动速度. 通常, 气体在管道 D 中主要沿

着 x0 方向流动, 即 u0 > 0, 且 u1 和 u2 相对于 u0 来说是小量. 根据空气动力学实验的结果 (参见

文献 [1]), 不失一般性, 我们可以假设单位质量气体所受到的摩擦力的方向为 x0- 轴负方向, 大小等于

µ(u0)2, 其中 µ 可能依赖于气体 Mach 数 M = |u|/c (函数 c =
√
γp/ρ 是音速). 这里为简单起见, 假设

µ > 0 是一个常数. 于是得到如下带阻尼项的定常可压缩 Euler 方程组 (参见文献 [2, 3]):

div(ρu⊗ u) + grad p− ρb = 0, (1.1)

div(ρu) = 0, (1.2)

div(ρBu)− ρb · u = 0, (1.3)

其中 “div”和 “grad”是标准的散度和梯度算子, Bernoulli量 B , 1
2 |u|

2+ γ
γ−1

p
ρ ,而 b = (−µ(u0)2, 0, 0)⊤.

上述三个方程分别表示动量守恒、质量守恒和能量守恒.

当 |u| < c时,流动称为亚音流; 当 |u| > c时,流动称为超音流. 本文在管道 D 内构造了仅依赖于

x0 的非平凡的 (即不是常值的)亚音流、超音流和跨音激波.我们发现, 摩擦对亚音流和超音流将产生

完全不同的影响, 并会出现壅塞现象, 即给定长度的喷管有一个允许定常气流存在的最大可能的质量

通量.

为了从数学理论角度研究这些流场, 以及开展数值计算的需要, 就要提出恰当的适定的边值问题.

这里最基本的困难源于如下事实: 对亚音流,三维定常可压缩 Euler方程组是一个典型的拟线性双曲 -

椭圆复合型方程组 (参见文献 [4]). 我们提出了一个源于跨音激波的边值问题.该问题在管道侧壁给定

滑移条件 (无渗透条件), 在出口给定压强, 在进口给定流场切向速度、熵和 Bernoulli 量. 我们将通过

证明前述特殊的亚音流关于上述进、出口边界条件的高维扰动的稳定性, 说明该边值问题提法的合理

性. 该结果也是进一步考察摩擦对跨音激波的致稳效应的必要基础 (参见文献 [5]).

为避开目前尚无法解决的一般来流情形下管壁对流场低正则性的影响 (涉及是否有边界层分离

等复杂问题), 暂时集中力量于对定常 Euler 方程组本身性质的研究, 如同文献 [4], 假设管道进口流体

相对于管壁 [0, L] × ∂([0, π]2) 具有一定对称性. 这样一来, 与文献 [4] 类似, 就可以通过对称延拓的方

法, 要求流动状态在 (x1, x2) 方向上是 2π 周期的, 并且压强 p、密度 ρ、熵 s 和速度分量 u0 关于平面

x1 = kπ 和 x2 = kπ (k ∈ Z) 是偶函数, 而速度分量 u1 和 u2 分别关于平面 x1 = kπ 和 x2 = kπ 是奇

函数. 因此, 下文中将直接考察在 x1 和 x2 方向上周期为 2π 的流体运动, 而完全忽略侧边界.

如前所述, 对于亚音流, 三维定常可压缩 Euler方程组是拟线性双曲 -椭圆复合型的, 这是一类极

具难度的偏微分方程, 目前尚无一般数学理论, 甚至提出一个适定的边值问题往往都具有挑战性. 下

面简要回顾近年来相关研究的进展.

就我们所知,虽然对亚音速绕流问题已有很多研究,但都是基于等熵无旋的位势流方程开展的 (参

见文献 [6] 及其参考文献). 对亚音流定常可压缩 Euler 方程组, 陈恕行先生围绕跨音激波问题, 最早

开展了系统、深入的研究. 在两个自变数的情形 (二维管道), 他在文献 [7] 中引入了特征分解的方法,

分离了 Euler 方程组中的椭圆部分和双曲部分. 在文献 [8] 中, 他又引入了 Lagrange 坐标方法, 大

大简化了双曲部分的求解. 这两个方法奠定了后续研究二维定常可压缩 Euler 方程组的其他方法的
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基础 (如文献 [9–13] 等), 为解决二维扩张喷管中跨音激波的稳定性等重要问题铺平了道路 (参见文

献 [14, 15]), 被广泛应用于研究超音射流 [16,17]、亚音接触间断、激波反射和激波透射等其他问题 (参

见文献 [18–22]).

对于三维情形, 定常可压缩 Euler 方程组变得更加复杂, 也不能期望引入显式的 Lagrange 坐标.

这方面的第一个工作是文献 [4] (参见文献 [23, 24]), 在其中陈恕行先生和本文第一作者用拟微分算子

技术对 Euler 方程组作了特征分解, 由此可以把定常 Euler 方程组分解为一个关于压强的二阶椭圆型

方程,以及关于速度和熵的 4个输运方程. 在此基础上, Chen和 Yuan [25] 讨论了球对称跨音激波的唯

一性; Liu 等 [26] 解决了球对称跨音激波在高维小扰动下的稳定性. 特别地, 文献 [26] 避免了拟微分算

子的运算, 建立了较一般的在乘积 Riemann 流形上分解定常可压缩 Euler 方程组的框架性结论, 发现

了 Ventsell 边界条件和新型点态非局部边值问题等新现象.

本文正是在上述研究工作的基础上完成的. 但不同于文献 [26] 中研究的几何效应, 摩擦将导致

Bernoulli量 B 沿着流线不再是常数,从而即使对纯亚音流,也将导致含积分型非局部项的二阶椭圆型

方程的边值问题. 这在对定常可压缩 Euler 方程组的研究中是首次出现. 本文给出处理这类非局部问

题的基本方法.

总的来说, 目前对三维定常亚音流可压缩 Euler 方程组的研究工作还非常少. 除本文和上述所引

文献外, 只有文献 [27–29]. 这些文献提出了不同的边值问题, 研究了上述等方截面三维直管中的均匀

的亚音流的稳定性 (即背景解是常量, 而非本文研究的非常值函数).

Chen等 [30] 利用拟微分算子理论,讨论了一类线性双曲 -椭圆复合型方程组的边值问题的提法及

其估计.这也是目前为止唯一一项关于较一般的高维双曲 -椭圆复合型方程组的数学理论的研究工作.

在陈恕行先生指导和影响下, 本文作者十几年来持续对定常可压缩 Euler 方程组开展研究. 事实

表明, 这是一个既有广泛的物理背景和应用需求, 又与数学其他分支有密切联系的有待系统发掘的巨

大宝库, 其中不但有大量有意义的问题亟待解决, 而且还有许多新的有趣的现象尚需探索.

在本节的最后, 介绍一下本文的结构安排. 第 2 节用常微分方程工具分别构造管道内一类特殊的

亚音流、超音流和跨音激波;然后,针对上述特殊亚音流的稳定性,提出一个边值问题 (S),并给出本文

的主要结果,即定理 2.1. 第 3节基于文献 [26]中的框架,分解方程组 (1.1)–(1.3),最后将问题 (S)等价

化约为问题 (S3), 其中包括关于熵、Bernoulli 量和切向速度的 4 个输运方程, 以及一个关于压强的二

阶椭圆型方程, 它们之间通过低阶项耦合. 第 4 节研究一个含积分非局部项的二阶线性椭圆型方程的

混合边值问题. 最后, 第 5 节设计一个迭代格式, 由此建立一个非线性映射, 最终用推广了的 Banach

压缩映射原理 (Schauder 不动点定理) 完成了定理 2.1 的证明.

2 特殊解及主要结论

如前所述,下文将所考虑的三维等方截面平直管道看作 Ω = {(x0, x1, x2) : x0 ∈ (0, L), x′ = (x1, x2)

∈ T2}, 其中 T2 = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ [0, 2π)} 是二维平坦环面. 由于侧边界通过前述对称延拓已被忽

略, 故管道 Ω 的边界 ∂Ω 仅由 Σ0 ∪ Σ1 给出, 其中 Σ0 = {0} × T2 和 Σ1 = {L} × T2 分别是进口和出

口. 为方便起见, 我们称速度场 u = (u0, u1, u2)⊤ 中 u0 为法向速度, u′ = (u1, u2)⊤ 为切向速度.

2.1 特殊解

本节首先考察方程组 (1.1)–(1.3) 的一类特殊解. 假设在区域 Ω 内, 气体的流动状态仅依赖于 x0,
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法向速度 u0 大于 0, 而切向速度 u′ 恒为 0. 于是, 方程组 (1.1)–(1.3) 简化为下述常微分方程组:

d

dx0
(ρu) = 0, (2.1)

d

dx0
(ρu2 + p) = −µρu2, (2.2)

d

dx0

(
ρ

(
1

2
u2 +

γp

(γ − 1)ρ

)
u

)
= −µρu3. (2.3)

当气流的 Mach 数 M ̸= 1 时, 由上式容易解得

du

dx0
=

µuM2

1−M2
,

dρ

dx0
=

µρM2

M2 − 1
,

dp

dx0
=

µγpM2

M2 − 1
. (2.4)

这里已经将法向速度 u0(x0) 简写为 u = u(x0). 由定义可知, Bernoulli 量 B = 1
2u

2 + γp
(γ−1)ρ , 压强

p = A(s)ργ , 于是,

dB

dx0
= − 2µ(γ − 1)M2

(γ − 1)M2 + 2
B,

ds

dx0
= 0,

dθ

dx0
= (γ − 1)

µθM2

M2 − 1
, (2.5)

其中 θ = p/(ρR) 表示气体的温度, R 是气体常数. 注意到 Mach 数 M 满足下述解耦的方程:

dM

dx0
=

µ(γ + 1)M3

2(1−M2)
. (2.6)

2.1.1 亚音解

假设管道中气流是亚音速的, 即当 x0 ∈ [0, L] 时, 0 < M < 1. 容易看出,

du

dx0
> 0,

dρ

dx0
< 0,

dp

dx0
< 0,

dM

dx0
> 0,

dθ

dx0
< 0,

也就是说, 沿着流动的方向, 亚音速 Fanno 流的密度、压强和温度减小, 而速度和 Mach 数增加. 如果

气体运动状态是连续的且M(0) < 1,则由常微分方程组 Cauchy问题的解的唯一性可知,在管道中,气

流总是处于亚音状态.

记在管道的入口处 {x0 = 0} 和出口处 {x0 = L}, 气流的 Mach 数分别为 M0 和 M1 且 0 < M0

< M1 < 1. 对 (2.6), 关于 x0 从 0 到 l 积分, 就得到∫ M1

M0

1−M2

M3
dM =

∫ l

0

µ(γ + 1)

2
dx0,

从而, 管道的长度是

l =

1
M2

0
− 1

M2
1
+ lnM2

0 − lnM2
1

µ(γ + 1)
. (2.7)

因此, 当处于亚音状态的气体从 Mach 数 M0 < 1 加速到音速 (M1 = 1) 时, 容许的管道的最大长度是

LM0 =

1
M2

0
+ lnM2

0 − 1

µ(γ + 1)
> 0. (2.8)

若管道的长度大于上述最大长度 LM0 , 壅塞现象将会发生.
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由 (2.7), 我们也可以推导出 M(x0) ∈ (0, 1), 并且

1

M(x0)2
+ lnM(x0)2 =

1

M2
0

+ lnM2
0 − µ(γ + 1)x0, (2.9)

其中 x0 ∈ (0, LM0). 于是, 在管道的入口处或出口处给定初始值, 我们能够求解 p(x0)、ρ(x0)、u(x0)、

B(x0)、s(x0) 和 θ(x0).

这样, 在管道中, 我们构造了方程组 (1.1)–(1.3) 的一类特殊的亚音速 Fanno 解, 且不难看出它们

解析地依赖于参数 {γ > 1, µ > 0,M0 ∈ (0, 1), L ∈ (0, LM0), p(L) > 0, s(0) > 0}.

2.1.2 超音解

假设管道中气流是超音速的, 即当 x0 ∈ [0, L] 时, M > 1, 则

du

dx0
< 0,

dρ

dx0
> 0,

dp

dx0
> 0,

dM

dx0
< 0,

dθ

dx0
> 0,

也就是说,与亚音流相反,沿着流动的方向,超音速 Fanno流的密度、压强和温度增加,而速度和 Mach

数减小. 此外, 如果气流状态是连续的, 且 M(0) > 1, 则允许气体总是处于超音速状态的管道的最大

长度仍由 (2.8) 给出.

这样, 在管道中, 我们构造了一类特殊的超音速 Fanno 解, 它们解析地依赖于参数 {γ > 1, µ > 0,

M0 ∈ (1,∞), L ∈ (0, LM0), p(0) > 0, s(0) > 0}.

2.1.3 跨音激波解

有一种工程中重要的情形, 即在管道的入口处气流是超音速的, Mach 数 M0 > 1, 而在出口气流

是亚音速的. 这时,管道内可能会出现一个正激波,其上游气流是超音的,而下游气流是亚音的. 记 U−

和 U+ 分别为该激波面前后的两个状态, 则如下 Rankine-Hugoniot 跳跃条件成立:

ρ−u− = ρ+u+,

ρ−u
2
− + p− = ρ+u

2
+ + p+,(

1

2
u2
− +

γp−
(γ − 1)ρ−

)
ρ−u− =

(
1

2
u2
+ +

γp+
(γ − 1)ρ+

)
ρ+u+.

由此可以解出

M2
+ =

1 + γ−1
2 M2

−

γM2
− − γ−1

2

, (2.10)

其中 M− 和 M+ 分别为激波前后的 Mach 数 (熵条件要求 M+ < M−, 所以只能是正激波前气流为超

音速 (M− > 1), 正激波后气流为亚音速 (M+ < 1). 这种正激波也叫作跨音激波).

记 L1 < LM0 为正激波与管道的入口之间的距离. 利用 (2.7), 由

L1 =

1
M2

0
− 1

M2
−
+ lnM2

0 − lnM2
−

µ(γ + 1)
,

可知 M− 的值. 然后, 根据 (2.10), 我们得到 M+ 的值. 于是, 跨音激波与出口之间的最大距离为

L2 = LM+ =

1
M2

+
+ lnM2

+ − 1

µ(γ + 1)
.

因此, 当 M0 > 1, 并且 L < L1 +L2 时, 我们在管道中构造了一类特殊的跨音激波解, 且它们解析地依

赖于参数 {γ > 1, µ > 0,M0 ∈ (1,∞), L1 ∈ (0, LM0), L ∈ (0, L1 + L2), p(L) > 0, s(0) > 0}.
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2.2 主要结论

为了后续工作研究跨音激波的稳定性 (参见文献 [5]), 也基于物理上的考虑 (参见文献 [2]), 本文

提出方程组 (1.1)–(1.3) 的如下边值问题: 在管道的入口 Σ0, 给定 Bernoulli 量、熵和切向速度分别为

B = B0(x
′), s = s0(x

′), u′ = u′
0(x

′); (2.11)

在管道的出口处 Σ1, 给定压强 (工程上称作背压)

p = p1(x
′), (2.12)

其中 B0、s0 和 p1 都是 T2 上的已知函数, 而 u′
0(x

′) 是 T2 上的已知的向量场.

本文的主要目标是研究如下问题 (S): 在区域 Ω 内, 求方程组 (1.1)–(1.3) 的经典解, 使之满足边

界条件 (2.11) 和 (2.12). 选取在第 2.1.1 小节构造的一个亚音速 Fanno 流 Ub = (Bb(x
0), sb(x

0), u′
b ≡

0, pb(x
0)), 称之为背景解. 本文的主要结论如下:

定理 2.1 假设背景解 Ub 满足 S- 条件, 常数 α ∈ (0, 1), 则存在仅依赖于背景解 Ub 和 α 的正的

常数 ε0 和 C, 使得如果

∥B0(x
′)−Bb(0)∥C3,α(T2) + ∥s0(x′)− sb(0)∥C3,α(T2) + ∥u′

0(x
′)∥C3,α(T2;R2)

+ ∥p1(x′)− pb(L)∥C3,α(T2)

6 ε 6 ε0, (2.13)

则问题 (S) 存在唯一的满足如下估计式的解 (p ∈ C3,α(Ω), s,B, u ∈ C2,α(Ω)):

∥p− pb∥C3,α(Ω) + ∥s− sb∥C2,α(Ω) + ∥B −Bb∥C2,α(Ω) + ∥u′∥C2,α(Ω;R2) 6 Cε. (2.14)

注 2.1 定理中的 S- 条件将在第 4 节定义 4.1 中给出. 那里证明了, 除去至多可数个参数 µ, 剩

下的正数 µ 确定的背景解 Ub 都满足 S- 条件.

3 问题 (S) 的等价化约

对于在区域 Ω 内的向量场 u 和函数 f , 记 Duf = u · gradf . 我们约定, 除非特别说明, 本文中乘

积项里出现的重复的罗马字母指标从 0 到 2 求和, 重复的希腊字母指标从 1 到 2 求和.

下述是关于分解方程组 (1.1)–(1.3) 的一个重要结论 (参见文献 [26, 第 703 页]).

命题 3.1 假设在 Ω 内, p ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), ρ, u ∈ C1(Ω), 且 ρ > 0, u0 ̸= 0, 那么, 在 Ω 内, p、ρ

和 u 满足定常可压缩 Euler 方程组 (1.1)–(1.3) 当且仅当它们在 Ω 内满足下述方程:

DuB − b · u = 0, (3.1)

DuA(s) = 0, (3.2)

Du

(
Dup

γp

)
− div

(
grad p

ρ

)
− ∂ju

k∂ku
j + div b+ L0

(
Dup

γp
+ div u

)
+ L1(DuB − b · u) + L2(DuA(s)) + L3

(
Duu+

grad p

ρ
− b

)
= 0, (3.3)
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Duu
β +

∂β p

ρ
= 0, β = 1, 2, (3.4)

以及在 Σ0 上满足边界条件

Dup

γp
+ div u+ L1(DuB − b · u) + L2(DuA(s)) + L3

(
Duu+

grad p

ρ
− b

)
= 0, (3.5)

其中 L0(·) 为线性函数, 并且当 k = 1, 2, 3 时, Lk(·) 和 Lk(·) 是光滑函数, 且 Lk(0) = 0, Lk(0) = 0.

3.1 问题 (S1)

下面将利用命题 3.1, 将问题 (S) 化约为等价的问题 (S1). 由于我们的背景解在法向 (x0 方向) 不

是常量, 我们需要计算方程 (3.3) 和边界条件 (3.5) 的具体表达式, 通过确定辅助函数 Lk 和 Lk, 利用

方程将法向的非小量转化为切向的小量.

3.1.1 压强的方程

我们推导方程 (3.3) 的具体表达式. 由直接计算可知,

Du

(
Dup

γp

)
− div

(
grad p

ρ

)
− ∂ju

k∂ku
j + div b

=
1

γp
[((u0)2 − c2)∂2

0p− c2(∂2
1p+ ∂2

2p)] +
1

γp

[
u0∂0u

0∂0p−
(u0)2

p
(∂0p)

2 +
γp

ρ2
∂0ρ∂0p

]
− (∂0u

0)2−2µu0∂0u
0 + F1(U), (3.6)

其中

F1(U) =
∑

(k,j)̸=(0,0)

(
ukuj

γp
∂jkp+

uk

γp
∂ku

j∂jp−
1

γp2
ukuj∂kp∂jp− ∂ju

k∂ku
j +

1

ρ2
δkj∂kρ∂jp

)
, (3.7)

这里 δkj 是标准的 Kronecker 符号. 利用方程组 (1.1)–(1.3), 替换 (3.6) 中的 u0∂0u
0、(∂0u0)2 和 (u0)2

这些项 (从而确定了辅助函数), 我们得到等式

Du

(
Dup

γp

)
− div

(
grad p

ρ

)
− ∂ju

k∂ku
j + div b

=
1

γp

[(
2B − γ + 1

γ − 1
c2
)
∂2
0p− c2(∂2

1p+ ∂2
2p)

]
− 1

γp
2µ

(
B − c2

γ − 1

)
∂0p

− 2

γp2

(
B − c2

γ − 1
+

c4

4γ

1

B − c2

γ−1

)
(∂0p)

2 + 2µ2

(
B − c2

γ − 1

)
+ F1 + F2, (3.8)

其中

F2 = −((u1)2 + (u2)2)

[
1

γp
∂2
0p+

(∂0p)
2

γp2

(
− 1 +

c4

γ

1

2B − 2c2

γ−1

1

2B − ((u1)2 + (u2)2)− 2c2

γ−1

)]
+

1

γp

[
(µ((u1)2 + (u2)2)− uβ∂βu

0)∂0p+ ργ−1∂0p
uβ

u0
∂βA(s)

]
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− uβ∂βu
0

(u0)2

(
uβ∂βu

0 + 2
∂0p

ρ

)
− µ2((u1)2 + (u2)2). (3.9)

注意 F1 和 F2 中至多包含 u、ρ 和 s 的一阶导数.

将方程 (3.8) 两边乘以 γp 可知, 方程 (3.3) 等价于下述关于压强的二阶方程:

N(U) ,
[(

2B − γ + 1

γ − 1
c2
)
∂2
0p− c2(∂2

1p+ ∂2
2p)

]
− 2µ

(
B − c2

γ − 1

)
∂0p

− 2

p

(
B − c2

γ − 1
+

c4

4γ

1

B − c2

γ−1

)
(∂0p)

2 + 2µ2γp

(
B − c2

γ − 1

)
= F3(U) , −γp(F1 + F2). (3.10)

3.1.2 边界条件

令

L3

(
Duu+

grad p

ρ
− b

)
= − 1

u0

(
Duu

0 +
∂0p

ρ
+ µ(u0)2

)
,

则有

ρu0

(
Dup

γp
+ div u+ L3

(
Duu+

grad p

ρ
− b

))
=

(
(u0)2

c2
− 1

)
∂0p− µρ(u0)2 + ρu0∂βu

β

+ u0uβ

(
1

c2
+

1

(u0)2

)
∂βp+

1

γ − 1

uβ

u0
ργ∂βA(s)

+
ρ

u0
uσuβ∂βu

σ − ρuβ

u0
∂βB. (3.11)

实际上, 这是在 Σ0 上关于压强的 Robin 边界条件:

∂0p−
µγ(u0)2

(u0)2 − c2
p = G1(U) +G2(U), (3.12)

其中

G1 , − 1
(u0)2

c2 − 1
ρu0∂βu

β , (3.13)

G2 , − 1
(u0)2

c2 − 1

[
u0uβ

(
1

c2
+

1

(u0)2

)
∂βp+

1

γ − 1

uβ

u0
ργ∂βA(s) +

ρ

u0
uσuβ∂βu

σ − ρuβ

u0
∂βB

]
. (3.14)

通过以上的计算,由命题 3.1可知,问题 (S)等价于问题 (S1): 在区域 Ω内,求解方程 (3.1)、(3.2)、

(3.10) 和 (3.4) 的经典解, 使其满足边界条件 (2.11)、(2.12) 和 (3.12).

3.2 问题 (S2)

上述问题 (S1) 是一个主部具非线性的二阶椭圆 - 一阶双曲耦合方程组. 由于我们本质上在研

究一个关于背景解的小扰动问题, 本节 “线性化” 方程组 (3.1)、(3.10) 和 (3.12), 将其等价地写作

L(U − Ub) = N (U − Ub) 的形式, 其中 U 表示 B、s、u′ 和 p 等, 而 L 是一个线性算子, N (U) 是下述

定义的高次项.

定义 3.1 记 Û = U − Ub. 称某表达式是一个高次项, 如果它包含 Û |∂Ω 及其一阶切向导数, 或

者 Û 及其导数 DÛ 和 D2Û 的乘积, 其中 Dku (k = 1, 2) 为 u 的 k 阶导数.
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3.2.1 Bernoulli 方程

由于背景解 Bb 满足方程
d

dx0Bb = −µu2
b , 不难得到

DuB − b · u = DuB̂ + µu0((u0)2 − (ub)
2)

= DuB̂ + 2µu0

(
B̂ − 1

γ − 1
(c2 − c2b)

)
− µu0((u1)2 + (u2)2). (3.15)

利用表达式

c2 − c2b =
γ − 1

ρb
p̂+ ργ−1

b Â(s) +O(1)(|p̂|2 + |Â(s)|2), (3.16)

其中 O(1)表示仅依赖于背景解 Ub 和 |U −Ub|的某个上界的有界量,经简单的计算可知, (3.1)等价于

D′
uB̂ + 2µB̂ , ∂0B̂ +

u1

u0
∂1B̂ +

u2

u0
∂2B̂ + 2µB̂ =

2µ

γ − 1
ργ−1
b Â(s) +

2µ

ρb
p̂+H, (3.17)

而

H = µ((u1)2 + (u2)2) +O(1)
2µ

γ − 1
(|p̂|2 + |Â(s)|2). (3.18)

3.2.2 压强方程

利用 N(Ub) = 0,我们有一个线性算子 L,使得 L(Û)−F4(U) = N(U)−N(Ub) = F3(U),其中 F4(U)

是一个高次项. 于是, 方程 (3.10) 等价于 L(Û) = F3(U) + F4(U). 实际上, 记 t = u2
b/c

2
b = M2

b ∈ (0, 1),

经直接计算, 方程 (3.10) 能够写成下述形式:

L(p̂) , (t− 1)∂2
0 p̂− ∂2

1 p̂− ∂2
2 p̂+ µd1(t)∂0p̂+ µ2d2(t)p̂+ µ2ρbd3(t)B̂ + µ2ργb d4(t)Â(s)

= F5 , 1

c2b
(F3 + F4). (3.19)

容易看出, 方程 (3.19) 是一个关于扰动压强的椭圆型方程. 另外, (3.19) 中的系数如下:

d1(t) , − 1

t− 1
((1 + 2γ)t2 + t− 2), (3.20)

d2(t) ,
1

(t− 1)3
(γ(1 + γ)t4 − 2γ(1 + γ)t3 − (γ − 3)t2 − 2(4 + γ)t+ 8), (3.21)

d3(t) ,
1

(t− 1)3
(γt2 + 3t− 4), (3.22)

d4(t) , − 1

γ − 1

1

(t− 1)3
(γ(γ − 1)t3 + (5γ − 3)t2 − 2(γ − 4)t− 8), (3.23)

而

−F4 =

(
2B̂ − γ + 1

γ − 1
(c2 − c2b)

)
∂2
0 p̂− (c2 − c2b)∂

2
β p̂+ 2µ2γp̂

(
B̂ − 1

γ − 1
(c2 − c2b)

)
− 2µ∂0p̂

(
B̂ − 1

γ − 1
(c2 − c2b)

)
− ∂0(p+ pb)∂0p̂

[
|u|2

p
− u2

b

pb

]
− u2

b

pb
(∂0p̂)

2

+ (∂0pb)
2 p̂

pb

[
|u|2

p
− u2

b

pb

]
− ∂0(p+ pb)∂0p̂

γ

(
c4

p|u|2
− c4b

pbu2
b

)
− c4b

γpbu2
b

(∂0p̂)
2
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− (∂0pb)
2

γ

(
1

|u|2
− 1

u2
b

)[(
c4

p
− c4b

pb

)
+

2c4b
pbu2

b

(
c2 − c2b
γ − 1

− B̂

)]
− (∂0pb)

2

γu2
b

[(
c2 + c2b

p
− 2c2b

pb

)
(c2 − c2b)−

c4b
pb

p̂

(
1

p
− 1

pb

)]
−

[
γ + 1

γ − 1
∂2
0pb +

2µ2γ

γ − 1
pb −

2µ

γ − 1
∂0pb −

2

γ − 1

(∂0pb)
2

pb

+
2c2b

γpbu2
b

(∂0pb)
2

(
1 +

1

γ − 1

c2b
u2
b

)]
× [O(1)(|p̂|2 + |Â(s)|2)]. (3.24)

3.2.3 边界条件

由背景解 pb 满足方程 (2.4) 可知, 边界条件 (3.12) 等价于

∂0(p− pb)− µγ

(
p(u0)2

(u0)2 − c2
− pb(ub)

2

(ub)2 − c2b

)
=: G1 +G2. (3.25)

利用 (3.16), 可进一步将 (3.25) 写作

∂0p̂+ γ0p̂ = G , G1 +G2 +G3, (3.26)

其中 γ0 是一个当 µ > 0 时由背景解在 x0 = 0 处决定的负常数:

γ0 , −µ
γMb(0)

4 −Mb(0)
2 + 2

(Mb(0)2 − 1)2
< 0, (3.27)

并且

G3 = µγ

{(
(u0)2

(u0)2 − c2
− u2

b

u2
b − c2b

)
p̂+ pb

u2
b(c

2 − c2b)− c2b((u
0)2 − u2

b)

u2
b − c2b

[
1

(u0)2 − c2
− 1

u2
b − c2b

]
− pbc

2
b

(u2
b − c2b)

2
[2(B −Bb)− (u1)2 − (u2)2] +

2pbBb

(u2
b − c2b)

2
[O(1)(|p̂|2 + |Â(s)|2)

+ ργ−1
b (A(s)−A(sb))]

}
. (3.28)

注意 G2 和 G3 是高次项 (带下划线的项可由给定的边值条件确定, 于是满足定义 3.1), 而 G1 依赖于

切向速度 u′ 在 Σ0 上的边界值及其一阶导数.

因此, 我们只需求解问题 (S2): 寻求函数 U = (B̂, Â(s), p̂, u′), 使其满足下述问题:
D′

uB̂ + 2µB̂ =
2µ

γ − 1
ργ−1
b Â(s) +

2µ

ρb
p̂+H, 在 Ω 内,

B̂ = B0(x
′)−Bb(0), 在 Σ0 上,

(3.29)

DuÂ(s) = 0, 在 Ω 内,

Â(s) = A(s0(x
′))−A(sb(0)), 在 Σ0 上,

(3.30)


L(p̂) = F5, 在 Ω 内,

∂0p̂+ γ0p̂ = G, 在 Σ0 上,

p̂ = p1(x
′)− pb(L), 在 Σ1 上,

(3.31)
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
Duu

β +
∂β p

ρ
= 0, 在 Ω 内, β = 1, 2,

uβ = uβ
0 (x

′), 在 Σ0 上.

(3.32)

3.3 问题 (S3)

在问题 (S2) 中, (3.31) 是一个二阶椭圆型方程的混合边值问题, (3.29)、(3.30) 和 (3.32) 是输运方

程的 Cauchy 问题; 在适当的迭代格式下, 可以认为它们的主部是线性的, 非线性项都放到右端高次项

中去了. 特别注意, 它们含有耦合的低阶项. 为了尽可能地解耦, 我们按下列方法进一步等价化约问

题 (S2).

首先, 考察关于扰动 Bernoulli 量 B̂ 的 Cauchy 问题 (3.29):
D′

uB̂ + 2µB̂ =
2µ

γ − 1
ργ−1
b Â(s) +

2µ

ρb
p̂+H, 在 Ω 内,

B̂ = B0(x
′)−Bb(0), 在 Σ0 上.

(3.33)

对于 Ω 内的向量场 u, 我们分析定义在 x′ = (x1, x2) ∈ T2 和 x0 ∈ [0, L] 上的非自治向量场 u′

u0 (x
0, x′).

对 x̄ ∈ T2, 记经过点 (0, x̄) 的积分曲线为 x′ = φ(x0, x̄). 由常微分方程理论可知, 对于正的常数 δ 和

k ∈ N, 如果 u ∈ Ck,α(Ω̄) 并且 u0 > δ, 那么, φ(x0, x̄) 是区域 Ω 内的 Ck,α (α ∈ (0, 1)) 函数. 此外, 对于

固定的 x0, 映射 φx0 : T2 → T2, x̄ 7→ x′ = φ(x0, x̄) 是一个 Ck,α 微分同胚.

引理 3.1 假设 u = (u0, u′) ∈ C0,1 并且 u0 > δ, 则存在一个正的常数 C = C(δ, L), 使得对于任

意的 x′ ∈ T2 和 x0 ∈ [0, L], 成立如下估计式:

|(φx0)−1x′ − x′| 6 C∥u′∥C0(Ω̄). (3.34)

证明 记 x̄ = (φx0)−1x′, 则 |φx0(x̄)− x̄| 6
∫ x0

0
| u

′

u0 (τ, φ(τ, x̄))| dτ 6 C∥u′∥C0(Ω̄), 证毕.

利用特征线方法, 输运方程 (3.33) 的解有如下形式:

B̂(x) = B̂(x0, φx0(x̄))

= e−2µx0

B̂0(x̄) +

∫ x0

0

e2µ(τ−x0)

(
2µ

γ − 1
ργ−1
b Â(s) +

2µ

ρb
p̂+H

)
(τ, φτ (x̄)) dτ. (3.35)

记

F6 = −µ2ρbd3(t)

∫ x0

0

e2µ(τ−x0)

(
2µ

ρb
p̂(τ, φτ (x̄))−

2µ

ρb
p̂(τ, x′) +H(τ, φτ (x̄))

)
dτ. (3.36)

实际上, F6 是一个高次项 (∂β p̂ 是小量, 而 u′ 接近于 0 推出 φx0 接近于恒等映射, 从而, 由 (3.34) 可

知, |(φx0)−1(x′)− x′| 是小量). 将 (3.35) 代入方程 (3.31), 得到

(t(x0)− 1)∂2
0 p̂− ∂2

1 p̂− ∂2
2 p̂+ µd1(t)∂0p̂+ µ2d2(t)p̂+ 2µ3e−2µx0

ρbd3(t)

∫ x0

0

e2µτ

ρb(τ)
p̂(τ, x′)dτ

= −µ2ργb d4(t)Â(s)− µ2e−2µx0

ρbd3(t)

(
B̂0(x̄) +

∫ x0

0

2µ

γ − 1
e2µτργ−1

b Â(s)(τ, φτ (x̄)) dτ

)
+ F5 + F6. (3.37)

1083



袁海荣等: 含摩擦效应的三维直管中定常可压缩亚音速 Euler 流

记

e1(x
0) = t(x0)− 1 < 0, e2(x

0) = µd1(t(x
0)),

e3(x
0) = µ2d2(t(x

0)), e4(x
0) = 2µ3e−2µx0

ρb(x
0)d3(t(x

0)),

e5(x
0) = −µ2(ρb(x

0))γd4(t(x
0)), e6(x

0) = −µ2e−2µx0

ρb(x
0)d3(t(x

0)),

b(µ, τ) =
e2µτ

ρb(τ)
, F = F5 + F6,

以及

F0 = e5(x
0)Â(s) + e6(x

0)

(
B̂0(x̄) +

∫ x0

0

2µ

γ − 1
e2µτργ−1

b Â(s)(τ, φτ (x̄)) dτ

)
, (3.38)

则方程 (3.37) 可简写为

L(p̂) , e1(x
0)∂2

0 p̂− ∂2
1 p̂− ∂2

2 p̂+ e2(x
0)∂0p̂+ e3(x

0)p̂+ e4(x
0)

∫ x0

0

b(µ, τ)p̂(τ, x′) dτ

= F0 + F. (3.39)

注意在 (3.39) 中含有一个非局部项 e4(x
0)

∫ x0

0
b(µ, τ)p̂(τ, x′) dτ . 这与文献 [26] 不同, 它表明与几何效

应相比,摩擦对于流动有更显著的影响—即使对纯亚音流,也会出现非局部问题.这是在对三维定常可

压缩 Euler 方程组的研究中, 首次出现积分形式的非局部项.

这样, 问题 (3.31) 可以写成如下解耦了的形式:
L(p̂) = F0 + F, 在 Ω 内,

∂0p̂+ γ0p̂ = G, 在 Σ0 上,

p̂ = p1(x
′)− pb(L), 在 Σ1 上.

(3.40)

我们得到等价于问题 (S2) 的问题 (S3): 在区域 Ω 内, 寻找 (3.29)、(3.30)、(3.40) 和 (3.32) 的经典解

Û = (B̂, Â(s), p̂, u′). 注意这仍然是非线性问题.

4 非局部线性二阶椭圆型方程的混合边值问题

本节研究源于问题 (3.40) 的一个含非局部项的二阶线性椭圆型方程的混合边值问题
L(p̂) = h(x), 在 Ω 内,

∂0p̂+ γ0p̂ = g0(x
′), 在 Σ0 上,

p̂ = g1(x
′), 在 Σ1 上,

(4.1)

其中非齐次项 h ∈ Ck−2,α(Ω̄), g0 ∈ Ck−1,α(T2), g1 ∈ Ck,α(T2), α ∈ (0, 1), k = 2, 3, . . .

方程 (4.1) 的难点在于椭圆算子 L 包含一个非局部项, 难以直接用极值原理或者能量估计的办法

得到其可解性. 这里的关键是, 如何保证解的唯一性, 以避免可能出现的特征值问题.
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4.1 唯一性

在什么条件下, 问题 (4.1) 的 H2(Ω) 强解 p̂ 是唯一的? 为此, 考察下述齐次问题:
L(p̂) = 0, 在 Ω 内,

∂0p̂+ γ0p̂ = 0, 在 Σ0 上,

p̂ = 0, 在 Σ1 上.

(4.2)

由 Sobolev嵌入定理可知, Sobolev空间 H2(Ω)嵌入到 Hölder空间 C0, 12 (Ω̄),从而, H2(Ω)强解是

有界的. 进一步, 将非局部项 e4(x
0)

∫ x0

0
b(µ, τ)p̂(τ, x′) dτ 看作非齐次项. 二阶椭圆型方程 Dirichlet 问

题和斜微商问题的 Schauder 理论 [31] 告诉我们, 对于任意的 α ∈ (0, 1
2 ), 有 p̂ ∈ C2,α(Ω̄). 由此容易推

出, 如果 p̂ ∈ H2(Ω) 是方程 (4.2) 的一个强解, 则 p̂ ∈ C∞(Ω̄) 是一个经典解.

下面利用 Fourier 分析的方法来研究何时 p̂ ≡ 0. 记 m = (m1,m2), (x̃
1, x̃2) = (m1x

1,m2x
2), 则由

上述函数 p̂ 的正则性可知, 成立

p̂(x) =
∞∑

m1,m2=0

λm{p1,m(x0) cos(x̃1) cos(x̃2) + p2,m(x0) sin(x̃1) cos(x̃2)

+ p3,m(x0) cos(x̃1) sin(x̃2) + p4,m(x0) sin(x̃1) sin(x̃2)}, (4.3)

相应的 Fourier 系数是

p1,m(x0) =
1

π2

∫
T2

p̂(x) cos(x̃1) cos(x̃2) dx1dx2,

p2,m(x0) =
1

π2

∫
T2

p̂(x) sin(x̃1) cos(x̃2) dx1dx2,

p3,m(x0) =
1

π2

∫
T2

p̂(x) cos(x̃1) sin(x̃2) dx1dx2,

p4,m(x0) =
1

π2

∫
T2

p̂(x) sin(x̃1) sin(x̃2) dx1dx2,

以及

λm =



1

4
, 若 m1 = m2 = 0,

1

2
, 若 m1 和 m2 中有一个为 0,

1, 若 m1 > 0, m2 > 0.

因为 p̂ ∈ Ck,α(Ω̄), k > 2,容易推出 pi,m(x0) ∈ Ck,α([0, L]) (i = 1, 2, 3, 4),并且级数 (4.3)在 Ck−2(Ω̄)范

数下收敛.

于是可以将 (4.3) 代入方程 (4.2), 得到每个 pi,m(x0) (x0 ∈ [0, L]) 都要满足下述含非局部项的常

微分方程:

e1(x
0)p′′i,m + e2(x

0)p′i,m + (e3(x
0) + |m|2)pi,m + e4(x

0)

∫ x0

0

b(µ, τ)pi,m(τ) dτ = 0, (4.4)

以及边界条件

p′i,m(0) + γ0pi,m(0) = 0, pi,m(L) = 0. (4.5)

1085



袁海荣等: 含摩擦效应的三维直管中定常可压缩亚音速 Euler 流

下面的任务就是寻找条件保证所有的 pi,m = 0 (i = 1, 2, 3, 4).

假设 pi,m(0) = 0, 记 Pi,m(x0) =
∫ x0

0
b(µ, τ)pi,m(τ) dτ , 则边值问题 (4.4) 和 (4.5) 可以写作

ẽ1(x
0)P ′′′

i,m + ẽ2(x
0)P ′′

i,m + ẽ3(x
0)P ′

i,m + e4(x
0)Pi,m = 0,

Pi,m(0) = P ′
i,m(0) = P ′′

i,m(0) = 0,

P ′
i,m(L) = 0,

(4.6)

其中, 所有系数如下:

ẽ1(x
0) =

e1(x
0)

b(µ, x0)
< 0, (4.7)

ẽ2(x
0) =

(
e2(x

0)

b(µ, x0)
− 2e1(x

0)b′(µ, x0)

b2(µ, x0)

)
, (4.8)

ẽ3(x
0) =

(
(e3(x

0) + |m|2)
b(µ, x0)

− e2(x
0)b′(µ, x0) + e1(x

0)b′′(µ, x0)

b2(µ, x0)
+

2e1(x
0)(b′(µ, x0))2

b3(µ, x0)

)
, (4.9)

而 b′(µ, x0) = ∂b(µ, x0)/∂x
0, b′′(µ, x0) = ∂2b(µ, x0)/(∂x

0)
2
.

根据常微分方程 Cauchy 问题解的唯一性, 很明显, 在 [0, L] 中, pi,m ≡ 0. 若存在某个 i 和 m, 使

得 pi,m(0) ̸= 0, 记

wi,m(x0) =
pi,m(x0)

pi,m(0)
, Wi,m(x0) =

∫ x0

0

b(µ, τ)wi,m(τ)dτ,

则 
ẽ1(x

0)W ′′′
i,m + ẽ2(x

0)W ′′
i,m + ẽ3(x

0)W ′
i,m + e4(x

0)Wi,m = 0,

Wi,m(0) = 0, W ′
i,m(0) = b(µ, 0), W ′′

i,m(0) = b′(µ, 0)− γ0b(µ, 0),

W ′
i,m(L) = 0.

(4.10)

定义 4.1 称背景解 Ub 满足 S- 条件, 如果对于每一个 i = 1, 2, 3, 4 和 m ∈ Z2, 问题 (4.10) 不存

在经典解.

实际上, 如果背景解 Ub 满足 S- 条件, 那么所有的 pi,m = 0, 则问题 (4.2) 仅有平凡解. 下述引理

表明, 几乎所有的背景解 Ub 都满足 S- 条件.

引理 4.1 存在一个由至多可列个数构成的集合 S ⊂ (0,+∞), 使得当 µ ∈ (0,+∞) \ S 时, 由它

确定的背景解 Ub 都满足 S- 条件.

证明 由背景解 Ub 的构造可知, (4.10) 中所有的系数 e1、e2、e3、e4 和 b 都实解析地依赖于参

数 µ. 根据常微分方程理论 [32], Cauchy 问题 (4.10) 的唯一解 Wi,m = Wi,m(x0;µ) 关于参数 µ 也是实

解析的函数. 特别地, ϑi,m(µ) , W ′
i,m(L;µ) = b(µ,L)wi,m(L) 是关于 µ > 0 的实解析函数.

对于给定的 i = 1, 2, 3, 4, m ∈ Z2, µ0 > 0, 假设存在无穷多的 µ ∈ [0, µ0], 使得 ϑi,m(µ) = 0, 则由闭

区间 [0, µ0] 的紧性可知, 函数 ϑi,m(µ) 存在一个非孤立的零点. 由非平凡一元实解析函数零点的孤立

性可知, 函数 ϑi,m(µ) 必须恒为 0, 从而, ϑi,m(0) = 0.

另一方面, 当 µ = 0 时, 问题 (4.10) 变为e1(x
0)w′′

i,m + |m|2wi,m = 0,

wi,m(0) = 1, w′
i,m(0) = 0.

(4.11)
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因为 e1(x
0) < 0, 所以, 极大值原理和 Hopf 边界点引理 [31] 告诉我们, wi,m(L; 0) ̸= 0, 即 ϑi,m(0) ̸= 0,

与上述 ϑi,m(0) = 0 的结论矛盾.

由此, 对于每一个固定的 m ∈ Z2, µ0 > 0, 函数 ϑi,m(µ) 在 (0, µ0] 上至多存在有限个零点. 于是存

在至多可列个参数 µ ∈ (0,∞), 使得 Cauchy 问题 (4.10) 可能有一个解. 证毕.

4.2 先验估计

我们接着考察问题 (4.1) 的解的先验估计. 将非局部项

e4(x
0)

∫ x0

0

b(µ, τ)p̂(τ, x′) dτ

看作非齐次项, 应用二阶椭圆型方程 Dirichlet 问题和斜微商问题的 Schauder 理论, 并结合高阶正则

性理论和插值不等式 [31] 可知, 若 p̂ ∈ Ck,α(Ω̄) (k = 2, 3) 是问题 (4.1) 的解, 则 p̂ 满足下述估计式:

∥p̂∥Ck,α(Ω̄) 6 C(∥p̂∥C0(Ω̄) + ∥h∥Ck−2,α(Ω̄) + ∥g0∥Ck−1,α(T2) + ∥g1∥Ck,α(T2)), (4.12)

其中 C 为仅依赖于背景解 Ub 和 α 的常数.

进一步, 利用紧性方法 (参见文献 [26, 第 738 页]), 只要 S- 条件成立, 我们就可得到下述先验

估计:

∥p̂∥Ck,α(Ω̄) 6 C(∥h∥Ck−2,α(Ω̄) + ∥g0∥Ck−1,α(T2) + ∥g1∥Ck,α(T2)). (4.13)

这里要求问题 (4.2) 只有零解是关键的.

4.3 近似解

下面利用 Fourier 级数来构造问题 (4.1) 的近似解, 进而证明问题 (4.1) 存在解.

不失一般性, 可设 g1 = 0. 另外, 记函数序列 {h(n)}n ⊂ C∞(Ω̄) 在 Ck−2,α(Ω̄) 中收敛于 h, 序列

{g(n)0 }n ⊂ C∞(T2) 在 Ck−2,α(T2) 中收敛于 g0. 对于固定的 n, 考察问题 (4.1), 其中函数 h 和 g0 分别

替换为 h(n) 和 g
(n)
0 .

假设

h(n)(x) =

∞∑
m1,m2=0

λm{h(n)
1,m(x0) cos(x̃1) cos(x̃2) + h

(n)
2,m(x0) sin(x̃1) cos(x̃2)

+ h
(n)
3,m(x0) cos(x̃1) sin(x̃2) + h

(n)
4,m(x0) sin(x̃1) sin(x̃2)}, (4.14)

g
(n)
0 (x′) =

∞∑
m1,m2=0

λm{(g(n)0 )1,m cos(x̃1) cos(x̃2) + (g
(n)
0 )2,m sin(x̃1) cos(x̃2)

+ (g
(n)
0 )3,m cos(x̃1) sin(x̃2) + (g

(n)
0 )4,m sin(x̃1) sin(x̃2)}, (4.15)

则对于 (4.3) 中的 p̂, 每个 Pi,m(x0) (i = 1, 2, 3, 4) 应该满足下述三阶常微分方程两点边值问题:
ẽ1(x

0)P ′′′
i,m + ẽ2(x

0)P ′′
i,m + ẽ3(x

0)P ′
i,m + e4(x

0)Pi,m = h
(n)
i,m(x0),

Pi,m(0) = 0, P ′′
i,m(0) +

(
γ0 −

b′(µ, 0)

b(µ, 0)

)
P ′
i,m(0) = b(µ, 0)(g

(n)
0 )i,m,

P ′
i,m(L) = 0.

(4.16)
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我们知道, 在 S- 条件的假设下, 齐次问题只有零解. 由常微分方程理论可知, 线性问题 (4.16) 存

在唯一的解 (Fredholm 择一性). 注意到 h
(n)
i,m(x0) ∈ C∞([0, L]), 以及 (4.16) 中的系数都是实解析函数,

可知 pi,m(x0) = 1
b(µ,x0)P

′
i,m(x0) 属于 C∞([0, L]).

现在, 当 N ∈ N 给定时, 定义

p̂N (x) =

N∑
m1,m2=0

λm{p1,m(x0) cos(x̃1) cos(x̃2) + p2,m(x0) sin(x̃1) cos(x̃2)

+ p3,m(x0) cos(x̃1) sin(x̃2) + p4,m(x0) sin(x̃1) sin(x̃2)},

h
(n)
N (x) =

N∑
m1,m2=0

λm{h(n)
1,m(x0) cos(x̃1) cos(x̃2) + h

(n)
2,m(x0) sin(x̃1) cos(x̃2)

+ h
(n)
3,m(x0) cos(x̃1) sin(x̃2) + h

(n)
4,m(x0) sin(x̃1) sin(x̃2)},

(g
(n)
0 )N (x′) =

N∑
m1,m2=0

λm{(g(n)0 )1,m cos(x̃1) cos(x̃2) + (g
(n)
0 )2,m sin(x̃1) cos(x̃2)

+ (g
(n)
0 )3,m cos(x̃1) sin(x̃2) + (g

(n)
0 )4,m sin(x̃1) sin(x̃2)}.

不难看出, p̂N , h
(n)
N ∈ C∞(Ω̄), (g

(n)
0 )N ∈ C∞(T2), 并且 p̂N 满足边值问题

L(p̂N ) = h
(n)
N , 在 Ω 内,

∂0p̂N + γ0p̂N = (g
(n)
0 )N , 在 Σ0 上,

p̂N = 0, 在 Σ1 上.

(4.17)

因此, 对于任意的 N1, N2 ∈ N, 只要 N1 < N2, 由估计式 (4.13) 可知,

∥p̂N2 − p̂N1∥Ck,α(Ω̄) 6 C(∥h(n)
N2

− h
(n)
N1

∥Ck−2,α(Ω̄) + ∥(g(n)0 )N2 − (g
(n)
0 )N1∥Ck−1,α(T2)).

因为在 Ck−2,α(Ω̄) 中, h
(n)
N → h(n), 以及在 Ck−1,α(T2) 中, (g

(n)
0 )N → g

(n)
0 , 则序列 {p̂N} 在 Ck,α(Ω̄) 中

是一个 Cauchy 序列. 于是存在函数 p̂(n) ∈ Ck,α(Ω̄), 使得当 N → ∞ 时, 在 Ck,α(Ω̄) 中, p̂N → p̂(n). 在

问题 (4.17) 中, 令 N → ∞, 容易得到 p̂(n) 为问题 (4.1) 的一个 Ck,α(Ω̄) 解, 其中, 函数 h 和 g0 分别替

换为 h(n) 和 g
(n)
0 .

将估计式 (4.13) 用于上面得到的近似解序列 {p̂(n)}n, 就有了一致估计

∥p̂(n)∥Ck,α(Ω̄) 6 C(∥h(n)∥Ck−2,α(Ω̄) + ∥g(n)0 ∥Ck−1,α(T2)) 6 C(∥h∥Ck−2,α(Ω̄) + ∥g0∥Ck−1,α(T2)).

由 Arzela-Ascoli定理知,存在 {p̂(n)}的一个子序列,在 Ck(Ω̄)范数下收敛于某个函数 p̂ ∈ Ck,α(Ω̄). 在

p̂(n) 满足的边值问题中, 直接取极限 n → ∞ 可知, p̂ 就是问题 (4.1) 的一个经典解. 因此, 我们得到下

述引理:

引理 4.2 假设 S- 条件成立, 则问题 (4.1) 存在唯一的解 p̂ ∈ Ck,α(Ω̄), 并且满足估计式 (4.13).

5 亚音 Fanno 流的稳定性

对于 k = 2, 3, 以及 p ∈ Ck,α(Ω), s,B, u′ ∈ Ck−1,α(Ω), 定义范数

∥U∥k , ∥p∥Ck,α(Ω) + ∥s∥Ck−1,α(Ω) + ∥B∥Ck−1,α(Ω) +
2∑

β=1

∥uβ∥Ck−1,α(Ω), (5.1)
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其中 U = (p, s, B, u′ = (u1, u2)). 记

XKε , {U : ∥U − Ub∥3 6 Kε 且满足边界条件 (2.11) 和 (2.12)},

其中 K > 0 为待定常数. 我们需选择合适的 K 和 ε0, 利用问题 (S3) 来构造 XKε (其中 0 < ε 6 ε0)

上的映射 T , 说明它在 ∥ · ∥2 范数下压缩. 由此, 利用 Banach 压缩映像原理 (其实也就是 Schauder

不动点定理) 可知, 映射 T 在 XKε 内有唯一的不动点 U . 由 T 的构造方法知, 这样的不动点就是问

题 (S3) 的解, 这也就证明了定理 2.1.

5.1 映射 TTT 的构造

对于任意的 U ∈ XKε, 通过以下方式定义映射 T : U 7→ Ũ . 记 Û = Ũ − Ub, 这样只需确定 Û . 另

外, 记 C 为只依赖于背景解及 α 的正的常数. 为书写简单起见, 允许它们的具体值在各个估计式中可

以不同.

5.1.1 求解熵 Ã(s)̃A(s)̃A(s)

利用方程 (3.30), 熵 Â(s) 满足下述输运方程的 Cauchy 问题:DuÂ(s) = 0, 在 Ω 内,

Â(s) = A(s0(x
′))−A(sb(0)), 在 Σ0 上.

(5.2)

这里, 速度场 u 作为 U ∈ XKε 的分量是给定了的函数 (注意 u0 可从 B 的定义式解出). 我们用经典

的特征线方法求解上述方程. 一旦解得 Â(s), 就可以得到 Ã(s) = A(sb) + Â(s). 因为 u ∈ C2,α(Ω), 并

且 s0(x
′)− sb(0) ∈ C3,α(T2), 就有如下引理:

引理 5.1 问题 (5.2) 存在唯一的解 Â(s) ∈ C2,α(Ω), 并且满足

∥Â(s)∥C2,α(Ω) 6 C∥A(s0)−A(sb)∥C2,α(T2) 6 Cε. (5.3)

在第二个不等式中, 我们要求条件 (2.13) 成立.

5.1.2 求解压强 p̃̃p̃p

接下来, 考虑关于压强 p̂ 的混合边值问题 (3.40):

e1(x
0)∂2

0 p̂− ∂2
1 p̂− ∂2

2 p̂+ e2(x
0)∂0p̂+ e3(x

0)p̂+ e4(x
0)

∫ x0

0

b(µ, τ)p̂(τ, x′) dτ

= F0 + F, 在 Ω 内,

∂0p̂+ γ0p̂ = G, 在 Σ0 上,

p̂ = p1(x
′)− pb(L), 在 Σ1 上.

(5.4)

这里, 对 (3.38) 中的非齐次项 F0, 取 Â(s) 为引理 5.1 的解, 则有估计式 ∥F0(U)∥C1,α(Ω) 6 Cε.

下面分析非齐次项 F (U), 其中 U ∈ XKε 为给定函数, 而 Û = U −Ub. 对 (3.36) 中的 F6 和 (3.24)

中的 F4, 由直接计算可导出

∥F6∥C1,α(Ω) + ∥F4∥C1,α(Ω) 6 CK2ε2.
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另外, 对于 (3.10) 中的 F3, 根据切向速度 u′ 是小量的性质, 有

∥γp(F1 + F2)∥C1,α(Ω) 6 CK2ε2,

以及

∥F3∥C1,α(Ω) 6 CK2ε2.

因此, 我们得到估计

∥F (U)∥C1,α(Ω) 6 C(ε+K2ε2). (5.5)

再分析边界项 G(U), 其中 U ∈ XKε 为给定函数. 对 (3.13) 中的 G1, 切向速度 u′ 为给定的边界

值 u′
0(x

′) ∈ C3,α(T2;R2), 于是, 由 (2.14) 推出

∥G1∥C2,α(T2) 6 Cε.

对于 (3.14) 中的 G2, u
′、A(s) 和 B 为给定的边界值 u′

0(x
′)、A(s0)(x′) 和 B0(x

′). 因此,

∥G2∥C2,α(T2) 6 CKε2.

至于 (3.28) 中的 G3, 下划线项为给定的边界值, 从而,

∥G3∥C2,α(T2) 6 C(ε+K2ε2).

总结以上三个估计式, 可得

∥G(U)∥C2,α(T2) 6 C(ε+K2ε2). (5.6)

利用 S- 条件和引理 4.2, 我们得到下列引理:

引理 5.2 问题 (5.4) 存在唯一的解 p̂ ∈ C3,α(Ω), 并且满足

∥p̂∥C3,α(Ω) 6 C(∥F0(U)∥C1,α(Ω) + ∥F (U)∥C1,α(Ω) + ∥G(U)∥C2,α(T2) + ∥p1 − pb∥C3,α(T2))

6 C(ε+K2ε2). (5.7)

由此得到了 p̃ = p̂+ pb.

5.1.3 求解 Bernoulli 量 B̃̃B̃B

取引理 5.1 和 5.2 得到的解 Â(s) 和 p̂, 利用方程 (3.29), 考察如下关于 B̂ 的 Cauchy 问题:
D′

uB̂ + 2µB̂ =
2µ

γ − 1
ργ−1
b Â(s) +

2µ

ρb
p̂+H, 在 Ω 内,

B̂ = B0(x
′)−Bb(0), 在 Σ0 上,

(5.8)

其中速度场 u 作为 U ∈ XKε 的分量是给定函数. 类似于求解熵 Â(s), 我们用特征线方法可求解上述

方程. 一旦解出 B̂, 就得到了 B̃ = Bb + B̂.

对于 (3.18) 中的非齐次项 H(U), U ∈ XKε 为给定函数, 而 Û = U −Ub, 通过直接计算, 我们有估

计式

∥H∥C2,α(Ω) 6 CK2ε2.

又因为 u ∈ C2,α(Ω), 以及 B0(x
′)−Bb(0) ∈ C3,α(T2), 就有下列引理:
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引理 5.3 问题 (5.8) 存在唯一的解 B̂ ∈ C2,α(Ω), 并且满足

∥B̂∥C2,α(Ω) 6 C(∥B0 −Bb∥C2,α(T2) + ∥Â(s)∥C2,α(Ω) + ∥p̂∥C2,α(Ω) + ∥H∥C2,α(Ω))

6 C(ε+K2ε2), (5.9)

其中在第二个不等式中, 我们利用了估计式 (2.13)、(5.3) 和 (5.7).

5.1.4 求解切向速度场 ũ′ũ′ũ′

切向速度分量 ũβ (β = 1, 2) 满足输运方程 (3.32). 以 β = 1 为例, 考虑下述 ũ1 满足的 Cauchy

问题: 
uj∂j ũ

1 +
1

ρ
∂1p̃ = 0, 在 Ω 内,

ũ1 = u1
0(x

′), 在 Σ0 上,
(5.10)

其中 u1
0(x

′) 为给定的边界值, 而 p̃ 由引理 5.2 给出.

我们不难得到如下引理:

引理 5.4 问题 (5.10) 存在唯一的解 ũ1 ∈ C2,α(Ω), 并且满足

∥ũ1∥C2,α(Ω) 6 C(∥u1
0∥C2,α(T2) + ∥p̂∥C3,α(Ω)) 6 C(ε+K2ε2). (5.11)

在第二个不等式中, 我们要求 (2.13) 成立.

对于 ũ2, 我们也有类似的结果.

结论 对于任意给定的 U ∈ XKε, 按上述方法, 我们得到了唯一的 Ũ = (p̃, s̃, B̃, ũ′), 并且由估计

式 (5.3)、(5.7)、(5.9) 和 (5.11), 可推出

∥Ũ − Ub∥3 6 C(ε+K2ε2).

取 K = max{2C, 1} 和 ε0 6 min{1/K2, 1}, 则对于任意 ε 6 ε0, 有

∥Ũ − Ub∥3 6 Kε. (5.12)

这样, 我们证明了 Ũ ∈ XKε, 从而, T 是 XKε 上的映射.

5.2 映射 TTT 的压缩性 (连续性)

对任意的 U (1), U (2) ∈ XKε, 记 Ũ (i) = T (U (i)), i = 1, 2. 下面来说明当 ε0 很小时, 映射

T : XKε → XKε, U 7→ Ũ

在下述意义下压缩:

∥Ũ (1) − Ũ (2)∥2 6 1

2
∥U (1) − U (2)∥2. (5.13)

为了证明 (5.13), 考虑 Ū = Ũ (1) − Ũ (2) 所满足的问题.
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第 1 步 根据 (5.2), A(s) 满足下述方程:Du(1)A(s) +Du(1)−u(2)Â(s)
(2)

= 0, 在 Ω 内,

A(s) = 0, 在 Σ0 上.

由引理 5.1 可知,

∥A(s)∥C1,α(Ω̄) 6 C∥u(1) − u(2)∥C1,α(Ω̄)∥Â(s)
(2)

∥C2,α(Ω̄) 6 Cε∥U (1) − U (2)∥2. (5.14)

第 2 步 基于问题 (5.4), 我们发现 p̄ 满足
L(p̄) = F̄0 − F (U (2)), 在 Ω 内,

∂0p̄+ γ0p̄ = G(U (1))−G(U (2)), 在 Σ0 上,

p̄ = 0, 在 Σ1 上,

其中

F̄0 = e5(x
0)A(s) + e6(x

0)

∫ x0

0

2µ

γ − 1
e2µτργ−1

b A(s)(τ, φτ (x̄)) dτ.

利用引理 5.2 和 (5.14), 可直接计算出

∥p̄∥C2,α(Ω) 6 C(∥A(s)∥C0,α(Ω) + ∥F (U (1))− F (U (2))∥C0,α(Ω) + ∥G(U (1))−G(U (2))∥C1,α(T2))

6 Cε∥U (1) − U (2)∥2. (5.15)

第 3 步 利用 (5.8), 得到 B̄ 所满足的问题如下:
D′

u(1)B̄ + 2µB̄ +Du(1)−u(2)B̂(2) =
2µ

γ − 1
ργ−1
b A(s) +

2µ

ρb
p̄+H(U (1))−H(U (2)), 在 Ω 内,

B̄ = 0, 在 Σ0 上.

利用引理 5.3、(5.14) 和 (5.15), 有

∥B̄∥C1,α(Ω̄) 6 C(∥A(s)∥C1,α(Ω̄) + ∥p̄∥C1,α(Ω̄) + ∥u(1) − u(2)∥C1,α(Ω̄)∥B̂(2)∥C2,α(Ω̄)

+ ∥H(U (1))−H(U (2))∥C1,α(Ω̄))

6 Cε∥U (1) − U (2)∥2. (5.16)

第 4 步 由 (5.10) 可知, ū1 满足下述方程:
(uj)(1)∂j ū

1 + ((uj)(1) − (uj)(2))∂j(ũ
1)(2) = − 1

ρ(1)
∂1p̄+

(
1

ρ(2)
− 1

ρ(1)

)
∂1p̃

(2), 在 Ω 内,

ū1 = 0, 在 Σ0 上.

由引理 5.4 和 (5.15) 就可得到估计式

∥ū1∥C1,α(Ω̄) 6 C(∥p̄∥C2,α(Ω̄) + ∥u(1) − u(2)∥C1,α(Ω̄)∥(ũ1)(2)∥C2,α(Ω̄)

+ ∥ρ(1) − ρ(2)∥C1,α(Ω̄)∥p̂(2)∥C2,α(Ω̄))
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6 Cε∥U (1) − U (2)∥2. (5.17)

对于 ũ2, 也有类似的估计式.

结论 总结以上估计式 (5.14)–(5.17), 就得到

∥Ũ (1) − Ũ (2)∥2 6 Cε∥U (1) − U (2)∥2.

取 ε0 充分小, 使得 Cε0 < 1/2, 就推出 (5.13).

因此, 由 Banach 压缩映射原理 (或 Schauder 不动点定理, 注意到 XKε 在范数 ∥ · ∥2 下是一个紧
子集) 知, 映射 T 在 XKε 内有唯一的不动点 U . 根据映射 T 的构造方法可知, 此不动点是问题 (S3)

的一个解. 另一方面, 对于问题 (S3) 在 XKε 中的一个解, 它必定是映射 T 的不动点. 这样, 我们完成

了定理 2.1 的证明.
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Subsonic flows passing a duct for three-dimensional steady
compressible Euler systems with friction

Hairong Yuan & Qin Zhao

Abstract This paper studies steady motion of gas in a rectilinear duct with square cross-sections, governed
by the three-dimensional (3-d) non-isentropic compressible Euler equations with a friction term. Such flows
are called Fanno flows in engineering. We construct respectively special subsonic flows, supersonic flows and
transonic shocks in the duct. Since the 3-d steady compressible Euler equations are of quasi-linear hyperbolic-
elliptic composite type for subsonic flows, and there is no general theory up to now, we formulate a boundary
value problem arising from studies of transonic shocks, and prove the well-posedness of this problem by showing
that the special subsonic flows constructed above are stable under small multi-dimensional perturbations. The
proof depends on separation of the elliptic and hyperbolic parts in the Euler equations, and designation of a
suitable nonlinear iteration scheme. Particularly, there are strong interactions between the elliptic part and the
hyperbolic part due to the appearance of friction, and we deduce a linear mixed boundary value problem of a
second-order elliptic equation with an integral-type nonlocal term. Its well-posedness is established by applying
methods of Fourier analysis and regularity theory of second-order elliptic equations.

Keywords steady Euler system, subsonic flow, Fanno flow, friction, nonlocal elliptic equations, system of

hyperbolic-elliptic composite type
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