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摘要　　基于细观力学方法和 Laplace变换 ,将仅适用于基体为线弹性和线性介电性

的铁电复合材料的本构模型推广至基体为粘弹性和介电弛豫情况 ,建立了考虑基体

粘弹性和介电弛豫的铁电复合材料的本构模型.
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铁电复合材料一般是由铁电相夹杂与非压电相基体复合而成.它可以作为传感器而广泛

地用于诸如智能材料和智能结构等工程实际之中[ 1] ,文献[ 2]对此作了较详细的评述.在过去

的研究中 ,一般假定基体具有线弹性和线性介电性质[ 3～ 6] ,这在许多情况下是成立的 ,如基体

是由陶瓷构成时.然而在工程中最常用的铁电复合材料的基体是由聚合物材料构成.高分子

材料的分子链较长因而具有柔性 ,有些高分子材料还具有极性 ,因此聚合物材料在力学性质上

会表现出粘弹性效应 ,在电学上则会表现出介电弛豫性质.这些性质对铁电复合材料会产生

巨大的影响.实验表明 ,以聚合物为基体的铁电复合材料也具有粘弹性和介电弛豫性质 ,它的

电滞回线和蝶形曲线与外加载荷的频率有关 ,因此这类铁电复合材料的力学 、电学性质比一般

铁电复合材料的力学 、电学性质要复杂得多.对基体具有粘弹性和介电弛豫性质的铁电复合

材料本构行为的研究 ,就作者所知还未见报道.本文用细观力学方法对基体具有粘弹性和介

电弛豫性质且基体不具有力电耦合性质的铁电复合材料的力电耦合行为进行了研究 ,建立了

考虑基体粘弹性和介电弛豫的铁电复合材料的本构模型.

1　单个夹杂问题

1.1　数学描述

如果一无穷大具有粘弹性和介电弛豫性质的非压电介质 D 中含有一椭球状线性铁电夹

杂Ψ,其界面粘结完好.当铁电夹杂具有均匀本征应变 ε＊与均匀本征电场 E
＊ ,且在无穷远

处受到均匀应变场 ε0和均匀电场 E
0的作用时 ,试问夹杂内和基体中的应变场和电场是如何

分布与变化的.为此我们可以写出求解此问题的方程和边界条件.

(1)夹杂与基体的本构方程　铁电夹杂的本构关系是[ 7] 1)
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σij(t)=C
＊
ijkl [ uk , l(t)-ε＊

kl ] +e
＊
mij[  , m(t)+E

＊
m ] , 　在 Ψ中 , (1)

Di(t)= e
＊
ikl [ uk , l(t)-ε＊

kl ] -k
＊
im[  , m(t)+E

＊
m ] , 　在 Ψ中. (2)

由于基体是粘弹性和介电弛豫且为非力电耦合的 ,因此基本构关系可以写为[ 8 ,9]

σij(t)=Cijkl(0)uk , l(t)+∫
t

0
C
·

ijkl(t′)uk , l(t -t′)d t′, 　在 D -Ψ中 , (3)

Di(t)=-kim(0) , m(t)-∫
t

0
k
·

im(t′) , m(t -t′)d t′, 　在 D -Ψ中. (4)

这里 t 是一个相对时间 ,它表明从开始加载到现时的时间长度. (t)和 u(t)是电势与弹性

位移.D(t)和 σ(t)是电位移与应力.C＊ , e ＊和 k
＊分别是夹杂的弹性模量 ,压电张量和介

电张量.C(t)和 k(t)是基体的弹性模量和介电张量.由于基体是非压电材料 ,故有 e =0 .

式中冠以记号“ ·” 表示对时间的偏导数 ,即 a
·

ij(x , t)= aij(x , t)/ t .而下标“ ,”表示对空间

的导数 ,即 a ij , k(x , t)= a ij(x , t)/ xk .

(2)平衡条件　对准静态问题 ,当不考虑体力与自由电荷作用时 ,平衡方程可以写为

σij , j(t)=0 , 　　Di , i(t)=0. (5)

　　(3)边界条件　外边界条件为

ui(S , t)=ε0ij(S , t)xj , 　 (S , t)= 0, m(S , t)xm =-E
0
m(S , t)xm , (6)

其中 S 表示本构构元的边界.对于弹性场 ,夹杂与基体界面处的位移与力必须满足如下连续

条件

u
E(t)-u

I(t)=0 , n ·[ σE(t)-σI(t)] =0 , (7)

其中 n 是 Ψ边界的单位外法向矢量.上标“E”表示夹杂外附近的场值 ,上标“ I”表示夹杂内

附近的场值.对于电场和电位移 ,当不考虑自由电荷时 ,界面处有如下的连续条件

n ×[ EE(t)-E
I(t)] =0 , 　n ·[ DE(t)-D

I(t)] =0 , (8)

1.2 问题的求解

Jiang等人
[ 6]
对具有线弹性和线性介电性质的非压电基体的铁电复合材料进行了研究.

为使本文所研究的问题与 Jiang等人[ 6] 研究的问题发生联系 ,对本文的求解方程进行 Laplace

变换.

(1)夹杂与基体的本构关系的 Laplace变换　　对铁电相的本构关系(1),(2)进行 Laplace

变换后 ,其形式为

 σij(p)=C
＊
ijk l[  uk , l(p)- ε

＊
ij(p)] +e

＊
mij[   , m(p)+ E

＊
m(p)] , (9)

 D i(p)= e
＊
ikl [  uk , l(p)- ε

＊
ij(p)] -k

＊
im[   , m(p)+ E

＊
m(p)] , (10)

这里  ε＊
ij (p)=p

-1ε＊
ij ,  E ＊

m(p)=p
-1
E

＊
m .上标“ ”表示对函数进行 Laplace 变换.p 为变换参

数.对于基体相的本构关系(3),(4)进行 Laplace 变换后 ,其形式为

 σij(p)=p Cijkl(p) uk , l(p), (11)

 Di(p)=-p k im  , m(p). (12)

　　(2)平衡方程(5)的 Laplace 变换

 σij , j(p)=0 , 　 Di , i(p)=0. (13)
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　　(3)边界条件的 Laplace变换　　外边界条件(6)的 Laplace变换为

 u i(S , p)= ε0ij(S ,p)xj , 　  (S , p)=  0
, m(S , p)xm , (14)

内边界条件(7),(8)的 Laplace变换为

 u
E
(p)- u

I
(p)=0 , 　n·[  σ

E
(p)- σ

I
(p)] =0 , (15)

n ×[  EE(p)- EI(p)] =0 , 　n ·[  DE(p)- DI(p)] =0. (16)

　　由方程(9)～ (16)可见 ,其控制方程 、平衡方程和边界条件的 Laplace 变换后形式与不考虑

基体的粘性和介电弛豫的问题是完全相同的 ,因此我们可以将不考虑基体的粘弹性和介电弛

豫问题的解用于考虑基体粘弹性和介电弛豫问题.只需将 Jiang等人[ 6] 1)所研究问题中的参数

做如下变换即可

Cijkl ※p Cijkl(p), 　k im ※p kim(p), C＊
ijkl ※C

＊
ijkl , 　e

＊
pkl ※ e

＊
pkl , 　k

＊
ij ※ k

＊
ij ,

ε＊
ij ※ ε＊

ij (p)=p
-1ε＊

ij , 　E
＊
m ※ E ＊

m(p)=p
-1
E

＊
m ,

σij ※ σij(p), 　u ※ u(p), 　 ※   (p), 　Di ※ Di(p),

 
0
※  

0
(p), 　ε

0
ij ※ ε

0
ij(p).

(17)

1.3 　单个夹杂问题的解

Jiang等人[ 4]对无穷大线弹性和线性介电基体中含有一个椭球状铁电夹杂问题进行了研

究 ,研究表明当外加场与本征场均匀时 ,夹杂内的场也是均匀的.对于基体是粘弹性和介电弛

豫的铁电夹杂问题 ,经过 Laplace变换后 ,其方程和边界条件的形式与基体是线弹性和线性介

电基体问题的形式完全相同 ,因此其夹杂内的约束电弹场的关系可以写为

 ε
I
=H 

1
: ε

0
+H 

2
· E

0
+S 

1
: ε

＊
+S 

2
· E

＊
, (18)

 E I =H 3 : ε0 +H 4 · E0 +S 3 : ε＊+S 4 · E＊ , (19)
其中

H 1 =(I + α· β)-1 : A , 　　　　　H 2 =(I + α· β)-1 : α· B ,

H 3 =-(i + β : α)-1 · β: A , H 4 =(i + β : α)-1 · B , (20)

S 1 = I -(I + α· β)-1 :(I - ζ), S 2 =-(I + α· β)-1: α·(i - η),

S 3 =(i + β: α)-1 · β(I - ζ), S 4 = i -(i + β : α)-1·(i - η).(21)
而

 A =[ I + S :(p C)-1 :C ] -1 , 　　　 B =[ i + s ·(p k)-1 ·K ] -1 ,
 α= A : S:(p C)-1 :(e ＊)T , 　　　　 β = B · s ·(p k)-1 · e

＊ ,
 ζ= A : S :(p C)-1:C＊ , 　　　　　 η= B · s ·( pk)-1 ·k＊ ,

(22)

其中

C (p)= C
＊ -p C , K (p)=k

＊ -p k . (23)

这里 I 和 i 分别是四阶和二阶单位张量.(…)
-1
表示对(…)的求逆. S ,  s 分别是纯粘弹性

和纯介电弛豫夹杂问题的 Eshelby张量的 Laplace 变换 ,由于经过 Laplace 变换后的求解方程的

形式与纯弹性[ 10]和纯介电[ 11]夹杂问题完全相似 ,因此可以写出(x , p)空间中的 Eshelby张量

 S , s 形式为

1)见 1044页脚注
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 S ijkl(x , p)=-
1
2∫

Ψ

p Cmnk l(x , p)[  G
u
im , nj(x -x′)- Gu

jm , ni(x -x′)] dx′, (24)

 sij(x , p)=-
1
2∫

Ψ

p kpj(x , p) G
 
, ip(x -x′)dx′. (25)

这里  Gu与 G 是(x , p)空间中的弹性与介电的 Green函数.其形式与没有粘性和介电弛豫情

况下的弹性与介电Green函数完全相同 ,可以写为

 Gu
ij(x -x′)=(2π)-3∫

+∞

-∞

 N ij(ξ) D
-1(ξ)exp{iξ·(x -x′)}dξ. (26)

这里  K ij =p Cijkl ξjξl ; N ij是 K ij的代数余子式 ,  D(ξ)是  K ij , 的行列式.而

 G
 
(x -x′)=-(2π)

-3∫
+∞

-∞

(p k ijξiξj)
-1
exp{iξ·(x -x′)}dξ. (27)

2　考虑基体粘弹性与介电弛豫的铁电材料的本构关系

考虑一个铁电复合材料的本构构元 ,其中含有取向不同的椭球形铁电夹杂 ,夹杂与基体之

间粘结完好.夹杂相均匀地分布在本构构元中 ,使本构构元对外呈现出宏观均匀.在此将每

个铁电夹杂看作是单晶 、单畴的.由于经 Laplace变换后求解方程的形式与 Jiang等人[ 6 ,] 1)所

研究问题之方程的形式完全相同 ,因此可得到铁电复合材料的本构关系.

2.1 　应变 、电场空间中的本构关系

我们可以得到应变 、电场空间中的本构关系为

 σ
0
=C

 
: ε

0
-( e)

T
· E

0
+ σ

＊
, (28)

 D
0
= e : ε

0
+k
 
· E

0
+D

 ＊
. (29)

对方程(28),(29)进行 Laplace逆变换 ,我们可以得到本文所研究问题应变 、电场空间中卷积形

式的本构关系

σ
0
(t)=∫

t

0
C(t -t′):ε

0
(t′)dt′-∫

t

0
e
T
(t -t′)·E

0
(t′)d t′+σ

＊
(t), (30)

D
0(t)=∫

t

0
e(t -t′):ε0(t′)dt′+∫

t

0
k(t -t′)· E

0(t′)dt′+D
＊(t), (31)

其中不带“ ”的物理量均为带“ ”物理量的 Laplace逆变换.方程(30),(31)中的系数为

C
 
=p C +f 0sym C :M -(e ＊)T ·P  , (32)

k
 
=p k +f0sym e

＊:N +(K )T·Q  , (33)

 e =
1
2
f 0 e

＊:M +K · p +Q T· e
＊ -(C :N )T , (34)

 σ＊=
1
2
f 0 C : ε＊＊ -(e ＊)T· E＊＊ + σ＊:(I +M )- D ＊· p , (35)

1)见 1044页脚注
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D
 ＊ =

1
2
f 0 e

＊: ε＊＊+K · E＊＊ - σ＊:N + D ＊·(i +Q ) . (36)

这里

 σ＊ =-p
-1[ C＊:ε＊-e

＊·E＊] , 　 D＊ =-p
-1[ e＊:ε＊ +k

＊·E＊] , (37)

其中 f 0是铁电夹杂总的体积分数 ,而 … 表示对…的体平均.

2.2 .1　稀疏解

当夹杂内的平均应变和平均电场用无穷大基体中单个铁电夹杂的电弹场近似时 ,我们就

得到了本构关系的稀疏解:

M =H1 , N =H 2 , P =H 3 , Q =H 4 , (38)

 ε
＊＊

= ε
＊＊
dilute =S 

1
: ε

＊
+S 

2
· E

＊
,  E

＊＊
= E

＊＊
dilute =S 

3
: ε

＊
+S 

4
· E

＊
. (39)

2.1 .2　Mori_Tanaka解

将外加应变场与外加电场以基体的平均应变与平均电场代替时 ,就得到了本构关系的

Mori_Tanaka解:

M =H 1 : M +H 2 · P , 　N =H 1 : N +H 2 · Q , (40)

P =H 3 : M +H 4 · P , 　Q = H 3: N +H 4· Q (41)

 ε＊＊ = ε＊＊
MT = ε＊＊

dilute -f 0{M :  ε＊di lute +N ·  E ＊＊
dilute }, (42)

 E＊＊ = E＊＊
MT = E＊＊

dilute -f 0{P :  ε＊＊
dilute +Q ·  E＊＊

dilute }. (43)

这里

 M =[  H
1
- H

2
·( H

4
)
-1

· H
3
]
-1

, 　 N =- M: H
2
·( H

4
)
-1

, (44)

 P =-( H 4)-1 · H 3 : M , 　 Q =( H 4)-1[ i - H 3 : N] . (43)

而

 H 1 =(1 -f 0)I +f 0 N 
1 , 　 H2 = f0 H 

2 , (44)

 H 3 = f 0 H 
3 , 　 H 4 =(1 -f0)i +f 0 H 

4 . (45)

2.2 　应力 、电场空间中的本构关系

同样地 ,我们可以得到应力 、电场空间中的本构关系为

 ε0 =M
 
: σ0 +(d

 
)T· E0 +ε

 
＊ , (46)

 D0 =d
 
: σ0 +k

 
· E0 +D

 
＊ , (47)

其中

M
 

=(C
 
)-1 , 　　k

 
=k

 
+sym[ d

 
:(e )T] , 　 　d

 
= e :M

 
,

ε
 

＊ =-M
 
:σ
 ＊ , 　　D

 
＊ =D

 ＊ -d
 
:σ ＊. (48)

由(46),(47)式的 Laplace逆变换可以得到应力 、电场空间中的卷积形式本构关系为

ε
0
(t)∫

t

0
=M(t -t′):σ

0
(t′)dt′+∫

t

0
d
T
(t -t′)·E

0
(t′)d t′+ε

＊
(t), (49)
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D
0(t)=∫

t

0
d(t -t′):σ0(t′)dt′+∫

t

0
k(t -t′)· E

0(t′)dt′+D
＊(t). (50)

一般而言 ,对C
 等物理量求 Laplace 逆变换是十分困难的 ,但在某些情况下可以由 Laplace 逆变

换的性质进行处理.由取向平均的定义与 Laplace 逆变换的线性性质可以很容易地证明:某物

理量取向平均的 Laplace逆变换等于此物理量 Laplace逆变换的体平均 ,即:

 A =L
-1  A = L-1 A , (51)

在某些特殊情况下 ,对某物理量在取向平均前进行 Laplace逆变换是可行的.这样就可以使问

题得到简化.(51)式中 L
-1表示 Laplace的逆变换.

3　考虑基体的粘弹性与介电弛豫的畴变准则

铁电材料具有自发极化和自发应变 ,它们可以在外场的作用下发生重取向 ,从而造成材料

的细观结构的变化.Jiang等人[ 6] 1)基于细观力学方法对 Hwang[ 12]的畴变准则进行了推广 ,从

而可以考虑夹杂之间的相互作用以及基体性质对畴变准则的影响.对于基体材料具有粘弹性

效应和介电弛豫性质的铁电复合材料 ,加在铁电相上的局部电弹场对外加电弹场有一个滞后

效应 ,这使得其畴变的判据与时间有关.此时畴变准则可以写为

σ
L
(t):Δε

#
+E

L
(t)·ΔP

#
≥2P

0
E0 , (52)

上标“L” 表示由外加场引起的铁电夹杂中局部场的变化.Δε# , ΔP#分别是畴变后和畴变前

单晶铁电材料的自发极化应变和自发极化强度之差.P
0
, E0是铁电单晶材料的残余极化强度

和矫顽场.对 σL(t), EL(t)可以分为 2种情况进行讨论:

3.1 　不考虑相互作用的畴变准则

当铁电相的体积百分比较小时 ,可以用稀疏解来近似 ,此时

 σL(p)=H 5(p): σ0(p)+H 6(p)· E0(p), (53)

 E
L
(p)=H 

7
(p): σ

0
(p)+H 

4
(p)· E

0
(p), (54)

其中

H 5 =[ C＊:H 1 -(e ＊)T· H 3] :(p C)-1 , H 6 =C
＊:H 2 -(e ＊)T· H 4 ,

H 7 =H 3 :(p C)-1 .
(55)

由 Laplace 逆变换 ,可以将(53),(54)式写为卷积形式

σL(t)=∫
t

0
H
 5(t -t′):σ0(t′)dt′+∫

t

0
H
 6(t -t′)·E

 0(t′)dt′, (56)

E
L(t)=∫

t

0
H
 7(t -t′):σ0(t′)dt′+∫

t

0
H
 4(t -t′)·E0(t′)d t′. (57)

将(56),(57)代入(52)就得到考虑基体粘弹性和介电弛豫效应 , 但不考虑铁电夹杂间质相互

作用的畴变准则.

3.2 　考虑相互作用的畴变准则

当铁电相的体积百分比较大时 ,需要相互作用解来分析 ,由Mori_Tanaka方法 ,可以得到

 σ
L
(p)=U (p): σ

0
(p)+V (p)· E

0
(p)+ σ

 ＊＊ 
MT (p), (58)

 EL(p)=W (p): σ0(p)+Q (p)· E0(p)+ E
 ＊＊ 
MT (p), (59)
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其中

U
 
=[ C＊:M -(e＊)T ·P ] :(p C)-1 , V

 
= C

＊:N -(e＊)T ·Q ,  W=P :(pC)-1 .(60)

而

 σ
 ＊＊ 
MT = C

＊
: ε

 ＊＊ 
MT -(e

＊
)
T
· E

 ＊＊ 
MT ,  ε

 ＊＊ 
MT =

-f0{M :  ε
 ＊＊ 
di lute  +N ·  E

＊＊
dilute },

 E
＊＊
MT =-f 0{P :  ε

＊＊
dilute +Q ·〈 E

＊＊
dilute〉}.

(61)

由 Laplace 逆变换 ,可以将(58),(59)式写为卷积形式

σL(t)=∫
t

0
U (t -t′):σ0(t′)dt′+∫

t

0
V(t -t′)·E0(t′)dt′+σ

 ＊＊ 
MT (t), (62)

E
L
(t)=∫

t

0
W(t -t′):σ

0
(t′)dt′+∫

t

0
Q(t -t′)·E

0
(t′)dt′+E

 ＊＊ 
MT (t). (63)

由此得到了考虑基体粘弹性和介电效应的铁电相的局部场.将其代入(52)式就得到了考虑铁

电夹杂之间相互作用以及基体粘弹性性质和介电弛豫效应的畴变准则.

4　结论

本文以细观力学方法建立了考虑粘弹性和介电弛豫的铁电复合材料的本构模型 ,此模型

可以用来分析具有聚合物基体的铁电复合材料的力电耦合行为.应该指出的是 ,本文中为数

学上的简便 ,采用了单晶单畴的假设是理想化的.铁电复合材料实际上是多晶多畴的 ,今后的

工作应按四方相 6种电畴依据畴变准则并引入取向分布函数来确定本构关系.
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