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摘要：本文首先定义了矩形区域上的二重积分，并使用平行于 x 轴和 y 轴的直线网将矩形区域划

分。对于相关性质，给出了详细、完整的证明，证明了在矩形区域上定义的有界函数可积的充要条

件是该函数在矩形区域上的不连续点集是零测集。假设函数在矩形区域上黎曼可积，成功地解决

了固定变量 x 后，作为 y 的函数在相应闭区间上的黎曼积分未必存在的问题。其次，建立了有界函

数在有界集上的积分，并将有界集上的积分转化为矩形区域上的积分。再次，介绍了二重积分的应

用，证明了在开集上定义的二元函数的 2 个混合偏导数如果连续，则必然相等。最后，还使用二重积

分证明了级数求和公式∑
n = 1
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Abstract：This paper begins by defining the double integral over a rectangular region，which is divided

into subsections by using a grid of lines parallel to the x-axis and y-axis. We provide detailed and

complete proofs for the related properties of double integrals. Furthermore，we demonstrate that a

necessary and sufficient condition for a bounded function to be integrable over a rectangular region is

that the set of its points of discontinuity within the region forms a set of measure zero. Assuming that a

function is Riemann integrable over a rectangular region，we successfully overcome the problem where

the Riemann integral may not exist when fixing variable x and considering the function as that of y over

the corresponding closed interval. Subsequently，we establish the integration of a bounded function

over a bounded set and convert the integration over a bounded set into an integration over a rectangular

area. Then，we discuss the applications of the double integral，prove that if two mixed partial

derivatives of a binary function defined on an open set are continuous，they must be equal. Lastly，the

double integral is employed to validate the summation formula for the series∑
n = 1
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0 引 言

二重积分是微积分中的重要概念之一，在多个

学科领域中都有广泛的应用。从物理学到工程学，

从经济学到生物学，二重积分都扮演着关键的角色，

为理解和解决实际问题提供了强有力的工具［1-13］。

本文旨在完整、清晰地建立二重积分的基本概念，探

讨其性质和应用，以及与之相关的重要定理和技巧。

论文第 1 部分介绍二重积分的基本概念和定

义，解释如何将二重积分看作是对二维区域上的函

数进行求和的过程，以及如何通过划分区域并取极

限来定义二重积分。在一些教材中，对二重积分概

念的论述是模糊的。本文首先定义矩形区域上的

二重积分，用平行于 x 轴及 y 轴的直线网分割矩形

区域，简单易懂。对相关性质，如当分割的细度趋

于零时，下和的极限是下积分等，给出详细、完整的

证明。第 2 部分旨在证明定义在矩形区域上的有界

函数在矩形区域上可积的充要条件是，该函数在矩

形区域上的不连续点集是零测集。这是积分理论

中非常核心的结果，但大多数分析教材并不证明这

一定理。第 3 部分讨论二重积分的计算方法，限于

篇幅此次只介绍累次积分法。假设函数在矩形区

域上黎曼可积，固定变量 x 后，作为 y 的函数在相应

的闭区间上的黎曼积分未必存在。将二重积分转

化为先对 y 求下积分或上积分，然后再对 x 积分。

第 4 部分建立有界函数在有界集上的积分，将有界

集上的积分转化为矩形区域上的积分。最后，介绍

二重积分的应用。用二重积分证明定义在开集上

的二元函数的两个混合偏导数如果连续，则必然相

等。并用二重积分证明∑
n = 1

∞ 1

n2
=
π2

6
。

本文有助于全面理解二重积分的基本概念、性质

和计算方法。二重积分作为微积分的重要组成部分，

不仅具有理论上的重要性，而且在实际问题的建模和

求解中也发挥着关键的作用。希望本论文能够为读者

提供深入理解和应用二重积分的基础，进一步拓展其

在各个学科领域中的应用潜力［14-20］。

1 在矩形上的黎曼积分

令 Ω = [ ]a，b × [ c，d ] 为 平 面 上 的 矩 形 ，λ =

max { b − a，d − c } 为矩形的宽度，|Ω | 为矩形 Ω 的

面积。设 f：Ω → R 是有界函数，即存在实数 T 1、T 2

使得对 ∀ ( )x，y ∈ Ω，T 1 ≤ f ( )x，y ≤ T 2。

定 义 1 已 知 P 1：a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xn =

b 是闭区间 [ ]a，b 的一个分割，P 2：c = y0 < y1 < y2 <

⋯ < yl = d 是 闭 区 间 [ ]c，d 的 一 个 分 割 ，称 P =

( P 1，P 2 ) 是矩形 Ω 的一个分割。设 I =[ ]xi − 1，xi ，J =

[ ]yj − 1，yj ，称矩形 I × J 是由分割 P 决定的子矩形。分

割 P 的细度 || || P = max{ }|| || P 1 ， || || P 2 ，其中

 P 1 = max{xi − xi − 1：i = 1，2，⋯n}，
 P 2 = max{yj − yj − 1：j = 1，2，⋯ l}。
定义 2 设 f：Ω→ R 是有界函数，P 是矩形 Ω 的

一个分割，对每一个由分割 P 决定的子矩形 R，设

mR ( f ) = inf { f (x，y) ：(x，y) ∈ R}，
M R ( f ) = sup{ f (x，y) ：(x，y) ∈ R}。

由分割 P 决定的下和与上和分别定义为

L ( f，P) =∑
R

mR ( f ) ⋅ | R |，U ( f，P) =∑
R

M R ( f ) ⋅ | R |，

其中 | R |表示子矩形 R 的面积。易知

T 1 | Ω | ≤ L ( f，P) ≤ T 2 | Ω |，T 1 | Ω | ≤ U ( f，P) ≤ T 2 | Ω |。
向 P 1 或 P 2 中添加有限个分点，从分割 P 得到一个

新的分割 P″，称分割 P″ 为分割 P 的一个加细。给

定 2 个 分 割 P = (P 1，P 2 ) 与 P' = (P 1'，P 2')，称 P″ =

( P 1 ∪ P'1，P 2 ∪ P'2 ) 为 P 与 P'的共同加细。

引理 1 设 f：Ω → R 是有界函数，P 是矩形 Ω

的一个分割。如果 P″ 为 P 的加细，则

L ( f，P) ≤ L ( f，P″) ，U ( f，P″) ≤ U ( f，P )。

证明 设由分割 P 决定的某个子矩形 R 被分

为 2 个子矩形 R 1、R 2，设 f 在 R 1 上的下确界与上确

界分别是 m 1、M 1；f 在 R 2 上的下确界与上确界分别

是 m 2、M 2。显然

mR ( f ) ≤m 1，mR ( f ) ≤m 2；M 1 ≤M R ( f ) ，M 2 ≤M R ( f )。

因此，

m 1 | R 1 | + m 2 | R 2 | ≥ mR ( f ) | R 1 | + mR ( f ) | R 2 | =

mR ( f ) |R|，

M 1 | R 1 | + M 2 | R 2 | ≤ M R ( f ) | R 1 | + M R ( f ) | R 2 | =

M R ( f ) |R|。

从而，L ( f，P) ≤ L ( f，P″) ，U ( f，P″) ≤ U ( f，P )。

引理 2 设 P 与 P' 都是矩形 Ω 的分割，则

L ( f，P) ≤ U ( f，P' )。

证明 若 P = P'，结论显然成立。若 P ≠ P'，考

虑 P 与 P' 的共同加细 P″。由引理 1 得 L ( f，P) ≤
69
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L ( f，P″) ≤ U ( f，P″) ≤ U ( f，P' )。

定义 3 设 f：Ω → R 是有界函数，定义 f 在 Ω

上的下积分与上积分分别为

-
∫Ω f = sup{ L ( f，P) ：P 是矩形 Ω 的一个分割}。

- ---∫Ω f = inf { U ( f，P) ：P 是矩形 Ω 的一个分割}。

引理 3
-
∫Ω f ≤

- ---∫Ω f。

证明 设 P 与 P' 是矩形 Ω 的任意 2 个分割。

由引理 2，L ( f，P) ≤ U ( f，P' )。基于上确界是最小

的上界，可得
-
∫Ω f ≤ U ( f，P' )。基于下确界是最大的

下界，可得
-
∫Ω f ≤

- ---∫Ω f。

引理 4 lim
|| || P → 0

L ( f，P) =
-
∫Ω f。

证明 首先设 P = ( P 1，P 2 )，向 P 1 或 P 2 中共添

加 N 个分点，得到新的分割，记为 P ( N )。向 P 1 或 P 2

中依次添加分点，就可得到 P ( N )。 添加一个分点

后，得到的分割记为 P (1)；在 P (1) 的基础之上，再添

加一个分点，得到的分割记为 P ( 2 )，经过有限步后，

就可以得到 P ( N )。先证明关于下和的一个估计

0 ≤ L ( f，P ( N )) − L ( f，P) ≤ N (T 2 − T 1 )  P λ，（1）

其中 λ = max{ b − a，d − c } 为矩形 Ω的宽度。由

于 f：Ω → R 是有界函数，故存在实数 T 1、T 2，使得

对 ∀ (x，y) ∈ Ω，T 1 ≤ f (x，y) ≤ T 2。 假 设 向 [ xi − 1，xi ]

中 添 加 分 点 ξ 后 得 到 P (1)。 固 定 i，考 虑 矩 形

[xi − 1，xi ] × [ yj − 1，yj ]，j = 1，2，⋯，l。 每 个 矩 形

Rij ≜ [xi − 1，xi ] × [ yj − 1，yj ] 被 分 为 2 个 子 矩 形

R (1)
ij ≜ [xi − 1，ξ ] × [ yj − 1，yj ]，R ( 2 )

ij ≜ [ξ，xi ] × [ yj − 1，yj ]。
设 f 在 Rij 上的下确界为 mij，在 R (1)

ij 上的下确界

为 m (1)
ij ，在 R ( 2 )

ij 上的下确界为 m ( 2 )
ij ，有下面的不等式：

0 ≤ L ( f，P (1)) − L ( f，P) =
∑
j = 1

l

m (1)
ij | R (1)

ij | +∑
j = 1

l

m ( 2 )
ij | R ( 2 )

ij | −∑
j = 1

l

m ij || Rij =

∑
j = 1

l

m (1)
ij | R (1)

ij | +∑
j = 1

l

m ( 2 )
ij | R ( 2 )

ij | −∑
j = 1

l

m ij ( )|| R (1)
ij + || R ( 2 )

ij =

∑
j = 1

l

( m (1)
ij − mij ) | R (1)

ij | +∑
j = 1

l

( m ( 2 )
ij − mij ) | R ( 2 )

ij | ≤

∑
j = 1

l

(T 2 − T 1 ) ( )|| R (1)
ij + || R ( 2 )

ij = (T 2 − T 1 )∑
j = 1

l

|| Rij =

(T 2 − T 1 ) (xi − xi − 1 )(d − c) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ。

由此证明了 0 ≤ L ( f，P (1)) − L ( f，P) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ。

同理可得

0 ≤ L ( f，P ( 2 )) − L ( f，P (1) ) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ，

0 ≤ L ( f，P ( 3 )) − L ( f，P ( 2 ) ) ≤ (T 2 − T 1 ) P λ，

……
0 ≤ L ( f，P ( N )) − L ( f，P( )N − 1 ) ≤ (T 2 − T 1 ) P λ。

相加以上不等式可得式（1）。 对 ∀ε > 0，存在矩形

Ω 的分割 P' = (P'1，P'2)，使得 L ( f，P' ) >
-
∫Ω f − ε

2
。

假设 P' 有 N 个分点（P'1 与 P'2 的分点之和）。

对矩形 Ω 的任意分割 P，考虑 P 与 P'的共同加细

P″，根据式（1）得

0 ≤ L ( f，P″) − L ( f，P) ≤ N (T 2 − T 1 ) P λ。

因此

L ( f，P) ≥ L ( f，P″) − N (T 2 − T 1 ) P λ ≥
L ( f，P' ) − N (T 2 − T 1 ) P λ >

-
∫Ω f − ε

2
− N (T 2 − T 1 ) P λ。

当  P <
ε

2N ( )T 2 − T 1 λ
时 ，
-
∫Ω f ≥ L ( f，P) >

-
∫Ω f − ε。于是 lim

|| || P → 0
L ( f，P) =

-
∫Ω f。

引理 5 lim
|| || P → 0

U ( f，P) =
- ---∫Ω f。

证明 首先证明关于上和的一个估计

0 ≤ U ( f，P) − U ( f，P ( N ) ) ≤ N (T 2 − T 1 )  P λ，（2）

其中 λ = max{ b − a，d − c } 为矩形Ω的宽度。

由于 f：Ω → R 是有界函数，故存在实数 T 1、T 2

使得对 ∀ (x，y) ∈ Ω，T 1 ≤ f (x，y) ≤ T 2。设向 [ xi − 1，xi ]

中 添 加 分 点 ξ 后 得 到 P (1)。 固 定 i，考 虑 矩 形

[xi − 1，xi ] × [ yj − 1，yj ]，j = 1，2，⋯，l。 每 个 矩 形

Rij ≜ [xi − 1，xi ] × [ yj − 1，yj ] 被 分 为 2 个 子 矩 形

R (1)
ij ≜ [xi − 1，ξ ] × [ yj − 1，yj ]，R ( 2 )

ij ≜ [ξ，xi ] × [ yj − 1，yj ]。
设 f 在 Rij 上的上确界为 M ij，在 R (1)

ij 上的上确

界为 M (1)
ij ，在 R ( 2 )

ij 上的上确界为 M ( 2 )
ij ，则有

0 ≤ U ( f，P) − U ( f，P (1)) =
70
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∑
j = 1

l

M ij || Rij − (∑
j = 1

l

M (1)
ij | R (1)

ij | +∑
j = 1

l

M ( 2 )
ij | R ( 2 )

ij |) =

∑
j = 1

l

M ij ( )|| R (1)
ij + || R ( 2 )

ij − (∑
j = 1

l

M (1)
ij | R (1)

ij | +

∑
j = 1

l

M ( 2 )
ij | R ( 2 )

ij |) =

∑
j = 1

l

( M ij − M (1)
ij ) | R (1)

ij | +∑
j = 1

l

( M ij − M ( 2 )
ij ) | R ( 2 )

ij | ≤

∑
j = 1

l

(T 2 − T 1 ) ( )|| R (1)
ij + || R ( 2 )

ij = (T 2 − T 1 )∑
j = 1

l

|| Rij =

(T 2 − T 1 ) (xi − xi − 1 )(d − c) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ。

即 0 ≤ U ( f，P) − U ( f，P (1)) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ。同理

可得

0 ≤ U ( f，P (1) ) − U ( f，P ( 2 )) ≤ (T 2 − T 1 )  P λ，

0 ≤ U ( f，P ( 2 )) − U ( f，P ( 3 )) ≤ (T 2 − T 1 ) P λ，

⋯⋯
0 ≤ U ( f，P( )N − 1 ) − U ( f，P( )N ) ≤ (T 2 − T 1 ) P λ。

相加以上不等式可得式（2）。对 ∀ε > 0，存在矩形

Ω 的分割 P' = ( P'1，P'2 )，使得 U ( f，P' ) <
- ---∫Ω f +

ε

2
。

假设 P' 有 N 个分点（P'1 与 P'2 的分点之和）。对矩形

Ω 的任意分割 P，考虑 P 与 P' 的共同加细 P″，由

式（2）得

U ( f，P) ≤ U ( f，P″) + N (T 2 − T 1 ) P λ ≤
U ( f，P' ) + N (T 2 − T 1 ) P λ <

- ---∫Ω f +
ε

2
+ N (T 2 − T 1 ) P λ，

当  P <
ε

2N ( )T 2 − T 1 λ
时 ，

- ---∫Ω f ≤ U ( f，P) <
- ---∫Ω f +

ε。于是，lim
|| || P → 0

U ( f，P) =
- ---∫Ω f。

设 P 是矩形 Ω的任意一个分割，对每个由 P 决定

的子矩形 R，在 R 中任取一点 xR，称和∑R
f (xR ) |R|

为黎曼和。分割 P 固定后，由于介点 xR 的选取是任

意的，故黎曼和并不固定。称 L ( f，P) ，U ( f，P) 为

达布和。容易验证

L ( f，P) =

inf {∑
R

f (xR ) || R ：xR ∈ R，R是 P 决定的子矩形}，
U ( f，P) =

sup{∑
R

f (xR ) || R ：xR ∈ R，R是 P 决定的子矩形}。

定义 4 设 f：Ω → R 是有界函数，J 是一个确

定的实数。若对 ∀ε > 0，∃δ > 0，对 Ω 的任意一个

分割 P，若  P < δ，有 |∑
R

f (xR ) |R| − J | < ε，则称

f 在 Ω 上 黎 曼 可 积 ，f 在 Ω 上 的 积 分 为 J，记 为

∫Ω f (x) dx = J。

定理 6 f 在 Ω 上黎曼可积的充分必要条件

是
-
∫Ω f =

- ---∫Ω f。

证 明 （必 要 性）假 设 f 在 Ω 上 黎 曼 可 积 ，

∫Ω f (x) dx = J。则对 ∀ε > 0，∃δ > 0，对 Ω 的任意

一 个 分 割 P，只 要  P < δ，就 有 |∑R
f (xR ) || R −

J | <
ε

2
，即 J − ε

2
<∑R

f (xR ) || R < J +
ε

2
。暂时固

定分割 P，分别取上确界、下确界，则有

J − ε

2
≤ L ( f，P) ≤ J +

ε

2
，J − ε

2
≤ U ( f，P) ≤ J +

ε

2
。

于是，lim
|| || P → 0

U ( f，P) = J，lim
|| || P → 0

L ( f，P) = J。

（充 分 性）设
-
∫Ω f =

- ---∫Ω f = J。 ∀ε > 0，∃δ >

0，对 Ω 的 任 意 一 个 分 割 P，只 要  P < δ，就

有 | L ( f，P ) − J | < ε，| U ( f，P ) − J | < ε。 另 一

方 面 ，L ( f，P) ≤∑R
f (xR ) || R ≤ U ( f，P )，所 以

|∑R
f (xR ) || R − J | < ε。

定理 7 f 在矩形 Ω上黎曼可积的充分必要条

件是：对 ε > 0，存在 Ω 的分割 P，使得 U ( f，P) −
L ( f，P) < ε。

证明 （必要性）假设 f 在 Ω 上黎曼可积，则

J =
-
∫Ω f =

- ---∫Ω f。∀ε > 0，∃δ > 0，对 Ω 的任意一个分

割 P， 只 要  P < δ， 就 有 | L ( f，P ) − J | <

ε/2，| U ( f，P) − J | < ε/2。 显 然 ，当  P < δ 时 ，

U ( f，P) − L ( f，P) < ε。

（充 分 性）对 ε > 0，存 在 Ω 的 分 割 P，使 得

U ( f，P) − L ( f，P) < ε。由不等式

L ( f，P) ≤
-
∫Ω f ≤

- ---∫Ω f ≤ U ( f，P)

可推出 0 ≤
- ---∫
Ω

f −
-
∫
Ω

f < ε。故
-
∫Ω f =

- ---∫Ω f，即 f 在 Ω上

黎曼可积。
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定理 8 如果 f 在矩形 Ω上连续，则 f 在 Ω上黎

曼可积。

证明 由于 f 在 Ω上连续，故 f 在 Ω上一致连

续。即对 ∀ε > 0，∃δ > 0，在 Ω中任取 2 点 x、x'，只要

| x − x' | < δ，就有 | f (x) − f (x' ) | < ε

|Ω|
。存在正整数

N，使得
λ

N
<

δ

2
，把闭区间 [ a，b ] N 等分，得到分

割 P 1，把闭区间 [ c，d ] N 等分，得到分割 P 2，设分

割 P = ( P 1，P 2 )。设 R 为分割 P 决定的子矩形，在

R 中任取 2 点 x、x'，有 | x − x' | < δ。在 R 中存在 2

点 xR、xR'，使 得 f ( xR ) = M R ( f ) ，f (x'R ) = mR ( f )，

于是

U ( f，P) − L ( f，P) =∑
R

(M R ( f ) − mR ( f ) )| R | =

∑
R

|| f ( xR ) − f ( )x'R | || R <∑
R

ε

|Ω|
|| R = ε。

根据定理 7，f 在 Ω上黎曼可积。

2 黎曼积分存在的充要条件

定义 5 设 A 是平面点集。如果对 ∀ε > 0，存

在可数个矩形 {Qi}
i ≥ 1

（有限个或可列个），使得

A ⊂ ∪ i ≥ 1
Qi，∑i ≥ 1

|| Qi < ε，则称 A 是零测集，记为

m* (A) = 0。

引理 9 已知 {Ai}
∞

i = 1
是平面点集列，并且每个

Ai 都是零测集，则 A = ⋃ ∞
i = 1 Ai 是零测集。

证明 给定 ε > 0，对每个 Ai，存在可数个矩形

{Qij}
j ≥ 1

，使 得 Ai ⊂ ∪ j ≥ 1
Qij，∑j ≥ 1 |Qij | <

ε

2i
，显 然 ，

A ⊂ ∪ i = 1

∞ ∪ j ≥ 1
Qij。由定义 5，

∑i = 1

∞ ∑j ≥ 1
|| Qij <∑i = 1

∞ ε

2i
= ε，

故 A 是零测集。

引理 10 设 Q ⊂ R 2 是矩形，则 Q 的边界是零

测集。

证 明 Q 的 边 界 由 4 条 线 段 组 成 。 设 Q =

[ a，b ] × [ c，d ]，仅证明 {a} × [ c，d ] 是零测集。对

∀ε > 0，{a} × [c，d ] ⊂ [a − ε，a + ε ] × [ c，d ]，由定义 5，

0 ≤ m* ({a} ×[c，d ] ) ≤ 2ε ( d − c )，m* ({a} ×[c，d ] ) = 0。

引 理 11 如 果 f 在 [ a，b ] 上 连 续 ，则 A =

{ ( x，f (x) )：x ∈ [ a，b ] ) }是零测集。

证明 由于 f 在 [a，b ] 上连续，故一致连续，即

对 ∀ε > 0，∃δ > 0，使得对 [a，b ] 中任意 2 点 x1、x2，

只要 | x2 − x1 | < δ，就有 | f (x2 ) − f (x1 ) | < ε。

存在正整数 N，使得
b − a

N
< δ。把 [ a，b ] N 等

分，设分点为 a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xN = b，则

A = ⋃ N
i = 1{(x，f (x) )：xi − 1 ≤ x ≤ xi} ⊂

⋃ N
i = 1 [ ]xi − 1，xi × [ f (xi) − ε，f (xi) + ε ]。

显然上面N个矩形的面积之和为∑i = 1

N (xi − xi − 1 ) ( 2ε ) =

2ε ( b− a )，故 m* (A) = 0。

引理 12 设 A 是平面点集。m* (A) = 0 的充分

必 要 条 件 是 对 ∀ε > 0，存 在 可 数 个 开 矩 形

{Int Qi}
i ≥ 1

，使得 A ⊂ ∪ i ≥ 1 Int Qi，∑i ≥ 1
|| Qi < ε。

证明 （充分性）可数个开矩形{Int Qi}
i ≥ 1

覆盖

了 A，显然{Qi}
i ≥ 1

也是 A 的覆盖。由零测集的定

义，m* (A) = 0。

（必要性）假设 m* (A) = 0，则对 ∀ε > 0，存在可数

个矩形 {Qi'}
i ≥ 1

，使得 A ⊂ ∪ i ≥ 1
Qi'，∑i ≥ 1 |Qi' | < ε/2。

对每个 i，选择一个矩形 Qi 使 得 Q'i ⊂ IntQi，|Qi | <

2 |Qi' |。显然，A ⊂ ∪ i ≥ 1 IntQi，∑i ≥ 1
|| Qi < ε。

定理 13 设 Ω ⊂ R 2 是矩形，f：Ω → R 是有界

函数。设 D = { }x ∈ Ω：f 在点 x处不连续 ，则 f 在 Ω

上可积的充分必要条件是 m* (D) = 0。

证明 （充分性）存在 M > 0，使得对∀x ∈ Ω，
|| f ( )x ≤ M。已知 m* (D) = 0，要证 f 在 Ω 上可积

仅 需 证 明 对 ε > 0，存 在 矩 形 Ω 的 分 割 P，使 得

U ( f，P) − L ( f，P) < ε。

设 ε' =
ε

2M + 2|Ω|
。根据引理 12，存在可数个开

矩 形 {Int Qi}
i ≥ 1

，使 得 D ⊂ ∪ i ≥ 1 Int Qi，∑i ≥ 1
|| Qi <

ε'。对 ∀a ∈ Ω\D，f 在点 a 处连续，选择一个包含点

a 的开矩形 Int Qa，使得对 ∀x ∈ Qa ∩ Ω，有 | f (x) −
f (a) | < ε'。 Ω ⊂ (∪ i ≥ 1

Int Qi) ⋃ ( )∪ a ∈ Ω\D
Int Qa 显

然成立。

根 据 有 限 覆 盖 定 理 ，存 在 有 限 个 开 矩 形

Int Q 1，Int Q 2，⋯，Int Qk ；Int Qa1
，Int Qa2

，⋯，Int Qal
，

其 并集包含 Ω。为方便起见，以 Q′j 表示 Qaj
。则矩
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形 Q 1，Q 2，⋯，Qk；Q′1，Q′2，⋯，Q′l 覆盖了Ω，并且

（1）∑i = 1

k || Qi < ε'，

（2）对 ∀x，y ∈ Q'j ∩ Ω，| f (x) − f ( y) | < 2ε'。

不改变记号，用 Qi 表示Qi ∩Ω，用 Q′j 表示Q′j ∩Ω。
新的矩形 { Qi}及 { Q′j}依然覆盖 Ω 且满足（1）与（2）。

用矩形 Q 1，Q 2，⋯，Qk ；Q′1 ,Q′2 ,⋯ ,Q′l 的分支区间的端

点定义 Ω 的一个分割 P。显而易见，每个矩形 Qi

及 Q′j 是由 P 决定的一些子矩形的并。把由 P 决定

的所有子矩形所构成的集合族分为 2 个互不相交的

子族 A 与 B，所有位于某个 Qi 之中的子矩形属于 A，

所有位于某个 Q′j 之中并且不属于 A的子矩形属于 B。

U ( f，P) − L ( f，P) = ∑
R ∈ A

( )M R ( )f − mR ( )f | R | +

∑
R ∈ B

( )M R ( )f − mR ( )f | R | ≤

∑
R ∈ A

2M | R | + ∑
R ∈ B

2ε' | R | ≤ 2M∑
I = 1

k

|Qi | +

2ε'| Ω | < 2Mε' + 2ε'| Ω | = ε。

定义 f 在点 a 处的振幅，并探究此概念与 f 在

点 a 处连续的关系。给定 a ∈ Ω，对 ∀δ > 0，定义

A δ = { f (x)：x ∈ Ω 且 | x − a | < δ }。 定 义 f 在 点 a

处的振幅为 v ( f ；a) = inf
δ > 0

[ M δ ( f ) − m δ ( f ) ]，其中

M δ ( f ) = sup A δ，m δ ( f ) = inf A δ。 显然，v ( f ；a) 是

非负实数。

下面证明 f 在点 a 处连续⇔ v ( f；a) = 0。

（充分性）（1）假设 f 在点 a 处连续，则对 ∀ε > 0，

∃δ > 0，使 得 对 ∀x ∈ B ( a，δ ) ∩ Ω，有 | f (x) −
f (a) | < ε。由此可得 M δ ( f ) ≤ f (a) + ε，m δ ( f ) ≥ f (a) −
ε。于是有 0 ≤ v ( f ；a) ≤ 2ε，因此 v ( f ；a) = 0。

（2）假设 v ( f ；a) = 0。给定 ε > 0，∃δ > 0，使得

M δ ( f ) − m δ ( f ) < ε。对 ∀x ∈ B ( a，δ ) ∩ Ω，m δ ( f ) ≤
f (x) ≤ M δ ( f ) ，m δ ( f ) ≤ f (a) ≤ M δ ( f )，从而 | f (x) −
f (a) | < ε，所以 f 在点 a 处连续。

（必要性）假设 f在 Ω上可积，需证 m* (D) = 0。设

Dm = {a ∈ Ω：v ( f ；a) ≥ 1

m}，
由上面结论知 D = ⋃ ∞

m = 1 Dm。则仅需证明 m* (Dm ) = 0。

固定 m，对 ∀ε > 0，将用可数个总面积 < ε的

矩 形 覆 盖 Dm。 存 在 Ω 的 分 割 P，使 U ( f，P) −
L ( f，P) <

ε

2m
。设

D'm = ( ⋃
所有由分割P决定的子矩形R

B（R）) ∩ Dm，D″m = Dm\D'm，

此处，B（R）指矩形 R 的边界。由引理 9 与 10 知

m* (D′m) = 0，所以，存在可数个总面积<ε/2 的矩形覆

盖 D′m。下面考虑 D″m。

设与 D″m 相交非空的，且由分割 P 决定的子矩

形为 R 1，R 2，⋯，Rk。显然，其并集包含 D″m。证明这

些子矩形的面积总和< ε/2。假设 Ri 包含 D″m 中的一

点 a。由于 a∉ B（Ri），故 ∃δ > 0，使得 B (a，δ) ⊂ Ri。

则

1

m
≤ v ( f ；a) ≤ M δ ( f ) − m δ ( f ) ≤ M Ri

( f ) − mRi
( f ) 。

于是，

∑
i = 1

k 1

m
| Ri | ≤∑

i = 1

k

[ M Ri
( )f − mRi

( )f ] || Ri ≤

U ( f，P) − L ( f，P) <
ε

2m
。

所以这些子矩形的面积总和<ε/2。

3 二重积分的计算

假设二元函数 f ( )x，y 在矩形区域上黎曼可积，

固定变量 x 后，f ( )x，y 作为 y 的函数在相应闭区间

上的黎曼积分未必存在。请看下面的例 1。

例 1 设 I = [0，1]，Ω = I × I。定义 f：Ω → R，

f (x，y) =
1

q
，如果 y 是有理数并且 x =

p

q
，其中 p 与

q 是互素的正整数且 f (x，y) = 0，如果 (x，y) 是 Ω 中

的其他点。

首先证明 f 在 Ω 上可积。给定 ε > 0，满足
1

q
>

ε 的正整数只有有限个，故 [0，1] 中只有有限个形

如
p

q
（p 与 q 是互素的）的有理数（

1

q
> ε），设为

x1，x2，⋯，xN。作直线 xi − δ，xi + δ，i = 1，2，⋯，N，则

得到 N 个底为 2δ，高为 1 的小长方形，其中 δ > 0 并

且足够小，使得 N 个小长方形互不相交，2δN < ε，即

面积总和< ε。闭区间 [0，1] 的端点加上上述 2N 个

点构成 [0，1] 的分割，再作矩形另一条边 [0，1] 的一

个分割，就得到 Ω 的一个分割 P，显然 U ( f，P) −
L ( f，P) < 2ε，因此，f 在 Ω 上可积。对 Ω 的任意一个

分割 P，L ( f，P) = 0，故 ∫
Ω

f = 0。

其次证明，固定变量 x 后，f ( )x，y 作为 y 的函数
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在 [ 0，1 ]上不是黎曼可积的。设 x0 =
p

q
∈ [ 0，1 ]，即

x0 是有理数。如果 y 是有理数，则 f (x0，y) =
1

q
；如

果 y 是无理数，则 f (x0，y) = 0。显然，f (x0，y) 作为

y 的函数在 [ 0，1 ] 上不可积。 f 在 Ω 上的积分不能

转化为先对 y，再对 x 的二次积分。如何解决这一

问题？请看下面的 Fubini定理。

定理 14 （Fubini 定理）设 Ω = [a，b] × [ c，d ]，

设 f：Ω → R 是有界函数。对每个 x ∈ A，f (x，y) 作

为 y 的函数在 [ c，d ] 上的下积分与上积分是存在

的，分别记为 φ (x) 与 ψ (x)，如果 f 在 Ω 上可积，则

φ (x) 与 ψ (x) 在 [a，b ] 上可积，并且

∫
Ω

f = ∫
a

b

φ (x) dx = ∫
a

b

ψ (x) dx 。

证明 因为 f 在 Ω 上可积，故对 ∀ε > 0，存在

Ω 的一个分割 P，使得 U ( f，P) − L ( f，P) < ε，其中

P = ( P 1，，P 2 )，P 1：a = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xn = b 是

闭 区 间 [a，b ] 的 一 个 分 割 ，P 2：c = y0 < y1 < y2 <

⋯ < yl = d 是 闭 区 间 [c，d ] 的 一 个 分 割 ，设 I =

[ xi − 1，xi ]，J = [ yj − 1，yj ]，称矩形 I × J 是由分割 P 决

定 的 子 矩 形 。 固 定 i，考 虑 矩 形 Rij ≜ [xi − 1，xi ] ×

[ yj − 1，yj ]，j = 1，2，⋯，l。设 f 在 Rij 上的上确界为

M ij，下确界为 mij。

首先证明 L ( f，P) ≤ L (φ，P 1 )。 设 x0 ∈ [xi − 1，xi ]，
对 ∀y ∈ [ yj − 1，yj ]，mij ≤ f ( x0，y )。 设 f ( x0，y ) 在

[ yj − 1，yj ]上的下确界为 λ j，于是 mij ≤ λ j，从而

∑
j = 1

l

m ij ( yj − yj − 1 ) ≤∑
j = 1

l

λ j ( yj − yj − 1 ) ≤ φ (x0 )。

φ 在 [xi − 1，xi ] 上 的 下 确 界 记 为 mi (φ )，显 然

∑j = 1

l
m ij ( yj − yj − 1 ) ≤ mi (φ )，于是∑i = 1

n ∑j = 1

l
m ij ( yj −

yj − 1 ) ( xi − xi − 1 )≤∑i = 1

n mi (φ ) ( xi − xi − 1 )，即 L ( f，P) ≤
L (φ，P 1 )。

下 证 U ( f，P) ≥ U (ψ，P 1 )。 设 x0 ∈ [xi − 1，xi ]，
对 ∀y ∈ [ yj − 1，yj ]，f (x0，y) ≤ M ij。 设 f ( x0，y ) 在

[ yj − 1，yj ]上的上确界为 τ j，于是 τ j ≤ M ij，从而

ψ (x0 ) ≤∑
j = 1

l

τ j ( yj − yj − 1 ) ≤∑
j = 1

l

M ij ( )yj − yj − 1 。

ψ 在 [xi − 1，xi ]上的上确界记为 M i (ψ )，显然 M i (ψ ) ≤
∑j = 1

l
M ij ( )yj − yj − 1 ，于 是 ∑i = 1

n
M i (ψ ) (xi − xi − 1 ) ≤

∑i = 1

n ∑j = 1

l M ij ( )yj − yj − 1 ( xi − xi − 1 )，即 U ( f，P) ≥
U (ψ，P 1 )。

下面证明主要结论。对 ∀x ∈[a，b]，φ (x) ≤ ψ ( x )，

故 L (φ，P 1 )≤ L (ψ，P 1 )，U (φ，P 1 )≤U (ψ，P 1 )。显然，

L ( f，P) ≤ L (φ，P 1 ) ≤ U (φ，P 1 ) ≤ U ( f，P) ，

L ( f，P) ≤ L (ψ，P 1 ) ≤ U (ψ，P 1 ) ≤ U ( f，P) 。

因 此 ，U (φ，P 1 ) − L (φ，P 1 ) < ε，U (ψ，P 1 ) − L (ψ，P 1 ) <

ε，从而，φ ( )x 与 ψ ( )x 在 [a，b ] 上可积，并且 |∫
Ω

f −

∫
a

b

φ ( )x dx| < ε，|∫
Ω

f − ∫
a

b

ψ ( )x dx| < ε，所以

∫
Ω

f = ∫
a

b

φ (x) dx = ∫
a

b

ψ (x) dx 。

推论 15 设 Ω = [a，b ] × [ c，d ]，设 f：Ω→ R

是连续函数。则 ∫
Ω

f = ∫
a

b

dx ∫
c

d

f ( x，y ) dy。

证明 由定理 8 及 Fubini 定理，推论显然成

立。同理可得 ∫
Ω

f = ∫
c

d

dy ∫
a

b

f ( x，y ) dx。

4 有界集上的积分

定义 6 设 S ⊂ R 2 是有界集，设 f：S → R 是有

界函数。定义 fS：R 2 → R 如下：fS (x) ={ f ( )x ，x ∈ S，

0，x ∈ R 2\S。

选择一个包含 S 的矩形 Ω，如果 ∫Ω fS 存在，则 f 在

S 上的积分定义为 ∫S f = ∫Ω fS。

需证明 f 在 S 上的积分不依赖于对矩形 Ω 的

选择，有如下引理。

引理 16 设 Ω 与 Ω' 都是平面上包含 S 的矩

形，则 ∫Ω fS 与 ∫Ω'
fS 中的一个存在则另一个也存在，

且 ∫Ω fS = ∫Ω'
fS。

证明 首先考虑 Ω ⊂ Ω' 的情况。设 E = {x：

x ∈ Int Ω，fS 在点 x 处不连续}，T = {x：x ∈ Ω'，fS 在

}点x 处不连续 ，则 T = E ∪ Z，其中 Z ⊂ B（Ω）。显

然，m* (Z ) = 0。如果 fS 在 Ω 上可积，则由定理 13，
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m* (E ) = 0，于 是 0 ≤ m* (T ) ≤ m* (E ) + m* (Z ) = 0，

从 而 m* (T ) = 0。 由 定 理 13，fS 在 Ω' 上 可 积 且

m* (T ) = 0。于是 m* (E ) = 0。 fS 在 Ω 上的不连续

点集是 E ∪ Z 1，其中 Z 1 ⊂ B（Ω）。0 ≤ m* (E ∪ Z 1 ) ≤
m* (E ) + m* (Z 1 ) = 0。由定理 13，fS 在 Ω 上可积。

假设 2 个积分都存在。设 P 是 Ω' 的一个分割，

把 Ω 的分支区间的端点添加到 P 之中，得到 P 的加

细 P''。显而易见，Ω 是由 P'' 决定的部分子矩形的

并集。如果 R 是由 P'' 决定的子矩形且不在 Ω 之

中，则 mR ( fS ) ≤ 0。因此，

L ( fS，P) ≤ L ( fS，P″) ≤ mR ( fS )| R | ≤ ∫
Ω

fS 。

∫
Ω'

fS =sup{ }L ( fS，P)：P 是矩形 Ω' 的一个分割 ，

故 ∫ Ω'
fS ≤ ∫Ω fS。同理可得

∫
Ω

fS ≤ ∑
R ⊂ Ω

M R ( fS )| R | ≤ U ( fS，P″) ≤ U ( )fS，P 。

∫
Ω'

fS = inf { }U ( f，P) ：P 是矩形Ω'的一个分割 ，

故 ∫ Ω'
fS ≥ ∫Ω fS。于是 ∫ Ω'

fS = ∫Ω fS。

任意给定平面上包含 S 的矩形 Ω 与 Ω'。存在

较大的矩形 Ω''，满足 Ω″ ⊃ Ω ∪ Ω'。 由前面证明，

如 果 fS 在 Ω 上 可 积 ，则 fS 在 Ω'' 上 可 积 并 且

∫
Ω''

fS = ∫
Ω

fS。因为 fS 在 Ω'' 上可积，故 fS 在 Ω' 上

可积并且 ∫ Ω''
fS = ∫Ω'

fS。从而 ∫
Ω'

fS = ∫
Ω

fS。 同理

可证，如果 fS 在 Ω' 上可积，则 fS 在 Ω 上可积并且

∫ Ω'
fS = ∫Ω fS。

定 义 7 设 φ 与 ψ 在 [ a，b ] 上 连 续 且 对

∀x ∈ [a，b ]，φ (x) ≤ ψ ( x )。 称 区 域 S = { (x，y) ：

x ∈ [a，b ]，φ (x) ≤ y ≤ ψ ( x ) } 为 x-型区域。

假设 f 是定义在 S 上的连续函数，设 φ (x) 在

[ a，b ] 上的最小值是 c，ψ (x) 在 [ a，b ] 上的最大值

是 d，Ω = [a，b ] × [ c，d ]。Ω ⊃ S 是矩形。 fS 在 Ω 上

的不连续点集是 B（S）的子集，而 B（S）由以下 4 个

部分组成：

{a} × [φ (a) ，ψ (a) ]，{b} × [φ (b) ，ψ (b) ]，
{(x，φ (x) )：x ∈ [a，b ]}，{(x，ψ (x) )：x ∈ [a，b ]}。

由引理 10 及 11，上述每个集合皆为零测集。

因此，fS 在 Ω 上的不连续点集是零测集，由定理

13 知 fS 在 Ω 上 可 积 。 由 Fubini 定 理 ，∫
Ω

fS =

∫
a

b

dx ∫
φ ( )x

ψ ( )x

f ( x，y ) dy。 根 据 定 义 17，∫
S

f = ∫
Ω

fS =

∫
a

b

dx ∫
φ ( )x

ψ ( )x

f ( x，y ) dy。

于是得到下面的定理。

定理 17 如果 f 是定义在 x-型区域 S 上的连续

函数，则

∫
S

f = ∫
a

b

dx ∫
φ ( )x

ψ ( )x

f ( x，y ) dy。

定 义 8 设 g 与 h 在 [ c，d ] 上 连 续 且 对

∀y ∈ [c，d ]，g ( y) ≤ h ( y )。 称 区 域 T = { (x，y) ：

y ∈ [c，d ]，g ( y) ≤ x ≤ h ( y ) } 为 y-型区域。

同理可得如下定理。

定理 18 如果 f 是定义在 y-型区域 T 上的连

续函数，则

∫
T

f = ∫
c

d

dy ∫g ( )y

h ( )y

f ( )x，y dx。

5 二重积分的应用

定理 19 设 A ⊂ R 2 是开集；f：A → R 具有二

阶 连 续 偏 导 数 。 设 Ω ⊂ A 是 矩 形 ，其 中

Ω = [a，b ] × [ c，d ]。则

（1）∫
Ω

∂2 f

∂x∂y
dxdy = ∫

Ω

∂2 f

∂y∂x
dxdy，

（2）对 ∀ (x，y) ∈ A，
∂2 f

∂x∂y
(x，y) =

∂2 f

∂y∂x
(x，y) 。

证明 （1）由 Fubini 定理，

∫
Ω

∂2 f

∂x∂y
dxdy= ∫

a

b

dx ∫
c

d ∂2 f

∂x∂y
( )x，y dy=

∫
a

b

( fx ( )x，d − fx ( x，c ) ) dx=

f (b，d ) − f (a，d ) − f (b，c) + f (a，c) 。

∫
Ω

∂2 f

∂y∂x
dxdy = ∫

c

d

dy ∫
a

b ∂2 f

∂y∂x
( )x，y dx =

∫
c

d

( fy ( )b，y − fy ( a，y ) ) dy =

f (b，d ) − f (b，c) − f (a，d ) + f (a，c) 。

因此，等式（1）成立。

（2）假 设 ∃ ( )x0，y0 ∈ A，使 得
∂2 f

∂x∂y
( x0，y0 ) ≠

∂2 f

∂y∂x
( )x0 ,y0 。 不 妨 设

∂2 f

∂x∂y
(x0，y0 ) >

∂2 f

∂y∂x
(x0，y0 )。
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A 中存在以 (x0，y0 ) 为中心的闭的正方形 Ω，使得对

∀ (x，y) ∈ Ω，有
∂2 f

∂x∂y
( x，y ) − ∂2 f

∂y∂x
(x，y) > λ，其 中

λ =
1

2 ( )∂2 f

∂x∂y
(x0，y0 ) − ∂2 f

∂y∂x
(x0，y0 ) 。由式（1）得 0 =

∫
Ω

é

ë
ê

ù

û
ú

∂2 f

∂x∂y
− ∂2 f

∂y∂x
dxdy ≥ λ|Ω|，矛盾。故式（2）成立。

定理 20 ∑n = 1

∞ 1

n2
=
π2

6
。

证明 设 Ω = [0，1] × [0，1]。

I = ∬
Ω

1

1 − xy
dxdy =

∬
Ω
∑k = 0

∞ ( )xy
k

dxdy =∑k = 0

∞ ∬
Ω

( )xy
k

dxdy =∑
n = 1

∞ 1

n2
。

考虑正交变换

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x =
1

2
( )u − v ，

y =
1

2
( )u + v 。

则

xy =
1

2
(u2 − v2) ，1 − xy =

2 − u2 + v2

2
。

可以把 I 写成如下形式：

I = 4 ∫
0

2 /2

du ∫
0

u
1

2 − u2 + v2
dv +

4 ∫
2 /2

2

du ∫
0

2 − u
1

2 − u2 + v2
dv ≜ I1 + I2。

I1 = 4 ∫
0

2 /2
1

2 − u2
arctan

u

2 − u2
du ⇒

u = 2 sin θ

I1 = ∫
0

π 6

4θdθ =
π2

18
。

I2 = 4 ∫
2 /2

2
1

2 − u2
arctan

2 − u

2 − u2
du ⇒

u = 2 sin θ

I2 = 4 ∫
π 6

π 2

arctan
1 − sin θ

cos θ
dθ。

1 − sin θ

cos θ
=

(1 − sin θ ) (1 + sin θ )

cos θ (1 + sin θ )
=

cos θ

1 + sin θ
=

2sin ( )π

4
− θ

2
cos ( )π

4
− θ

2

2cos2 ( )π

4
− θ

2

= tan ( π4 − θ

2 )。

I2 = 4 ∫
π 6

π 2

( π4 − θ

2 ) dθ =
π2

9
。因此，I = I1 + I2 =

π2

6
。
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