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摘要    基于概率量子克隆, 给出两个量子态区分理论中著名的 Helstrom 界限, 并将著名的 IDP 极限推广到

一般情况. 基于最优概率克隆的幺正变换, 给出验证 Helstrom 界限和推广 IDP 极限的一般幺正变换. 对于特

殊的输入态,  给出有利于在实验上实现两种测量的具体幺正变换. 
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量子叠加原理确定非正交量子态的存在. 限于

量子不可克隆定理[1], 非正交量子态不可能精确地测

量. 在量子信息科学中, 非正交量子态作为量子编码

是量子密码术[2]的核心. 非正交量子态区分理论[3,4]

为量子密码术的安全性提供理论支撑, 也揭示认识

量子世界的一种限度. 由于非正交量子态不可精确

测量, 测量方式可能会有两种. 第一, 可能会出错, 

但希望出错的概率最小(Minimum Error Discrimina-                      
tion, MED). 第二, 不允许出错, 即测量的结果是明

确 最 优 的 (Optimal Unambiguous Discrimination, 
OUD), 但有时可能测不到需要的结果.  

考虑具有输入概率 1p 和 2 11p p  的两个非正

交 量 子 态 1 和 2 ,  系 统 可 以 表 示 为 ̂   

 2

1
ˆ

i ii
p 

 (其中 ˆ
i i i   表示输入态的密度矩

阵算符), 根据量子力学的保迹性有  ˆTr 1  (其中

Tr 为求迹算符). 利用广义测量(Generalized Measure-           
ments)或称正定算符值测量(Positive-Operator-Valued 
Measures, POVM)[5~7], 可以在理论上给出 MED 和

OUD 的最优值.  

对 MED 测量, 定义 POVM 元 ˆ
iM 并满足完全性

关系
2

1
ˆ ˆ

ii
M I


 (其中 Î 为单位算符). 当测量到 ˆ

iM

时可以认为输入态是 i . 因此, 利用定义的 POVM

元 ˆ ,iM  量子态 MED 测量可以表示为 

   
   

2

1

2 2

1 1

ˆˆ ˆTr Tr

ˆ ˆˆ ˆTr Tr 1.
i j

i ii

i i i i i ji i

p I

p p

 

 




 

   
          



 
 

在这个表示式中, 能够正确判断量子态 MED 测
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量结果的概率为    2MED
corr 1

ˆˆTr ,i i ii
P p M


     习惯上

最优 MED 测量是求出最小错误测量概率  MED
errP   

 MED
corr1 P . 著名的 Helstrom 界限[8]给出 MED 测量错

误概率的最小值为 

   2MED
err 1 2 1 2

1
1 1 4 .

2
P p p      

 
 (1) 

对 OUD 测量, 定义 POVM 元 1
ˆ ,O  2Ô 和 0Ô 且满足完

全性关系
2

0
ˆ ˆ

ii
O I


 (其中 Î 为单位算符 ). 因此 , 

OUD 测量可以表示为 

   

 

2 2

1 , 1

2

01

ˆ ˆˆ ˆTr Tr

ˆˆ  Tr 1.

i j

i i i i i ji i j

i ii

p O p O

p O

 




 



        
   

 


 

由于不允许出错(明确性结果), 即当测量到 ˆ
iO 时输入

态一定是 i , 而不允许是 j ( i j ), 这必须要求 

 2

, 1
ˆˆTr 0.

i j

i i ji j
p O




 
 

 
  

当测量到 0Ô 时, 就不能判断输入态. 因此, OUD 测

量中会出现不确定结果( 0Ô ), 但是, 一旦测量到结果

( 1Ô 或 2Ô ), 输入态是能够被明确地判定. 能够正确

判断测量结果的概率为 

   2OUD
corr 1

ˆˆTr ,i i ii
P p O


     

习惯上最优 OUD 测量是求出  OUD
corrP 的最大值. 当等

概率 1 2 1 2p p  输入时, 著名的 IDP 极限[9~11]给出

OUD 测量最大值为 

  OUD
corr 1 21 .P     (2) 

利用 POVM 测量, 可以得到(1)和(2)式, 同时也

给出 POVM 元 ˆ
iM 和 ˆ

iO 的具体形式. 由于 ˆ
iM 和 ˆ

iO 都

是非正交算符, 可以将 POVM 元转化为合适的 Von 
Neumann 正交测量[12]并能够在实验上的实现[13,14]. 最

近, 基于无信号条件[15]给出这两个定理的证明[16~19], 

但没有给出具体的幺正变换. 本文基于概率量子克

隆[20], 给出 Helstrom界限并推广 IDP极限, 并给出一

般性幺正变换. 基于一般性幺正变换, 对于具体的输

入态, 给出可以在物理实验上直接验证的具体幺正

变换. 

1  基于概率克隆的量子态区分定理 

量子力学测量假设认为: 对无限多同样拷贝的

未知量子态的测量, 就可以精确地判断未知量子态. 

利用概率量子克隆, 可以将输入态进行复制到无限

多个, 然后对其测量便可以确定未知量子态. 如果概

率克隆是最优的, 则量子态区分就是最优的. 对输入

概率为 1p 和 2 11p p  的两个非正交量子态 1 和

2 , 不失一般性 , 设 i
1 2 es    和 1 2 s    

(其中  0,1s 和  0,2   ). 定义概率 1 M 量子

克隆的幺正变换为 

 
 

1 1 1 1 2

i
2 2 2 2 1

1 1 2 ,

e 2 1 1 ,

M M

a a

M M

a a



    

    

 

 

  

  
 (3) 

其中  1 2, 0,1   分别是复制 1 和 2 的成功系数, 

1
a
和 2

a
是可以进行 Von Neumann 正交测量[12]的辅

助系统. 为省略篇幅, 这里不证明概率克隆(3)式的

最优性, 因为下面的结论就可以说明. 经过概率克隆

后 , 利用正交测量 , 一定会得到塌缩态 1

M 
或

2

M 
. 对它们再次测量, 当 M 为无穷大时, 就可

以精确判断塌缩态. 当以概率  11  获得塌缩态并

对 2

M 
测量会让测量者认为输入态是 1 , 则测

量 1 的出错概率为  1 11p  . 同理 , 当以概率

 21  获得塌缩态 1

M 
时, 测量 2 的出错概率

为  2 21p  . 所以, MED 测量的出错概率为 

    
2

MED
err

1

1 ,i i
i

P p 


   (4) 

并求出(4)式的最小值. 当 M 为无穷大时, 由(3)式的

内积得 

    1 2 2 11 1 .s         (5) 

在约束条件(5)式下求(4)式的最小值, 可以容易得到

概率系数为 

 

2
2

1 2
1 2

2
1

2 2
1 2

1 21
,

2 2 1 4

1 21
.

2 2 1 4

p s

p p s

p s

p p s






 




 



 (6) 

代入(4)式即可得到 Helstrom 界限(1)式. 
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对 OUD 测量, 定义概率1 M 量子克隆幺正变

换为 

 
 

1 1 1 1

i
2 2 2 2

1 1 1 3 ,

e 2 1 1 3 .

M M

a a

M M

a a



   

   

 

 

  

  
 (7) 

如果辅助系统测量基 1
a
和 2

p
被测量到, 可以通过

测量塌缩态 1

M 
和 2

M 
而获得输入态的信息 . 

当 M 为无穷大时 , 就可以精确判断塌缩态 . 但是 , 

当 3
a
被测量到 , 完全不知道输入态(不确定结果). 

OUD 测量的成功概率为 

  OUD
corr 1 1 2 2 .P p p    (8) 

当 M 为无穷大时, (7)的内积为 

   1 21 1 .s      (9) 

在约束条件(9)式下求(8)式的最大值, 可以容易得到

概率系数为 

 2
1

1

1
p

s
p

   , 1
2

2

1
p

s
p

   . (10) 

由于成功概率  1 2, 0,1   , 因此要求 

    2 2 2
1 1 ,1 1 ,p s s s    

最优成功概率为 

  OUD
corr 1 21 2 .P p p s   (11) 

当等概率 1 2 1 2p p  输入时, (11)包含 IDP 极限(2). 

由于高维量子系统在物理实验上较难实现, 这

里给出 2 维空间的幺正变换. 从约束条件(5)式, 可以

给出 MED 测量的一般性幺正变换为 

 
 

1 1 1in in in

i
2 2 2in in in

1 1 2 ,

e 2 1 1 .

  

  

  

  
 (12)  

从约束条件(9)式, 可以给出 OUD 测量的一般性幺正

变换为 

 
 

1 1 1in in in

i
2 2 2in in in

1 1 1 1 1 2 ,

1 e 2 1 1 1 2 .

a a a

a a a



  

  

  

  
 (13) 

(13)中是对直积态(例如
in

1 1
a
)进行两次测量, 如果

测量到 2
a
就不能确定输入态而不需要做第二次测

量. 对于具体的输入态, 可以通过(12)和(13)式给出

具体的幺正变换. 

2  特殊输入态的幺正变换 

为了验证 Helstrom 界限和推广 IDP 极限的实验

实现的一般性, 应考虑输入态实验制备的可控性和

具体幺正变换实验实现的简单与可行性. 设输入态

为 

 
1 in in

i 2
2 in in in

1 ,

e 1 1 2 ,s s







  
 (14) 

其中  0,1s 和  0,2 .    这种形式的输入态可以

在实验上易于制备和控制, 同时, 选择不同的 s 和

就可以验证 Helstrom 界限和推广 IDP 极限的一般性. 

对于(14)式具体的输入态, MED 测量的幺正变换为 

  
 

1 1in in in

i

2 1in in2

2 1 in

1 1 1 2 ,

e
2 1 1

1

1 2 ,

s
s

s



 

 

 

  

  

  

 (15) 

其中 1 和 2 由(6)式所给出. (15)式作用在输入态(14) 

式后, 就可以得到 MED 测量(12)式. 利用(5), (15)式
的幺正性可以从其右边的内积 

 

 
    

   

i

1 2 12

2 1 1

i

1 2 2 12

e
1

1

 1 1

e
1 1

1
0

s
s

s

s
s





  

  

   





   

     

      


 

(16)

 

和其第二式的归一性 

 

   
    

    

2
2 1 2 12

2
2 2 1 1

2
1 2 2 12

1
1 2 1

1

  2 1 1

1
1 2 1 1

1
1,

s s
s

s s

s s
s

   

   

   

     
      

       


 

(17)

 

所保证. OUD 测量的幺正变换为 

  
 

1 1in in in

i

2 1in in in2

2 1 in

1 1 1 1 1 1 2 ,

e
2 1 2 1 1

1

 1 1 1 2 ,

a a a

a a

a

s
s

s



 

 

 

  

 
    

 (18) 
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其中 1 和 2 由(10)所给出 . (18)作用在输入态(14), 

就可以得到 OUD 测量(13)式. 利用(9), (18)式的幺正

性可以从其右边的内积 

 

     
  

i

1 1 2 12

i

1 22

e
1 1 1

1

e
1 1 0,

1

s s
s

s
s





   

 





       

      

 
(19)

 

和其第二式的归一性 



       
2

2 12

2
2 1 2 1

1

1

 1 2 1 1 1

s
s

s s

 

   



        

 

   2
1 22

1
1 2 1 1 1

1
s s

s
        

 (20) 

所保证. 对于(15)和(18)式, 就目前物理实验技术, 2

维空间 2 粒子相互作用是比较成熟的技术, 给出的幺

正变换可以期望在实验上实现. 

3  结论 

利用最优概率量子克隆得出 Helstrom 界限并推

广 IDP 极限. 根据约束条件, 给出实现两种测量的一

般性幺正变换. 对于具体的输入态, 给出便于在实验

上实现的具体的 MED 测量和 OUD 测量的幺正变换. 
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Based on the probabilistic quantum cloning, the well-known Helstrom bound is derived and the IDP limit is 
generalized in quantum state discrimination theory. By exploring the unitary transformation of the optimal 
probabilistic quantum cloning, the general unitary transformations of the Helstrom bound and the general IDP limit 
are presented. For the explicit input states, the explicit unitary transformations enabling to realize two measures in 
experiment are provided. 
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