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摘要　　将关于亚纯函数唯一性的 Nevanlinna五值定理拓广到涉及小函数的情形.
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1　主要结果

关于复平面C上亚纯函数的唯一性 ,Nevanlinna证明了

定理 A
[ 1] 　设 f(z)和 g(z)为两个非常数亚纯函数 ,如果存在 5个判别复数 aj ∈C(j=1 ,

…,5),使得

{z|f(z)=aj}={z|g(z)=aj}　(j =1 , …, 5),

则 f(z)≡g(z).

上述定理说明非常数亚纯函数可由它在 5个点处的 5个原象集唯一确定 ,故该定理一般

称为五值定理.能否将五值定理拓广到 aj(j=1 , … ,5)为小函数的情形 ,是人们关心的一个问

题.这里 ,称一个亚纯函数 a(z)(可恒为 ∞)是另一个非常数亚纯函数 f(z)的小函数 ,如果

a(z)蜕化为C上的一个常数 ,或者它们的 Nevanlinna 特征函数 T(r , a)和 T(r , f)满足

T(r , a)=o{T(r , f)}　(r ※+∞, r  E),

其中 E 为R+上的一个线性测度有穷的集合.围绕上述问题 , 有一系列特殊情形的研究结

果
[ 2 ～ 6]

,本文彻底解决了这个问题.五值定理的证明依赖于 Nevanlinna第二基本定理的精简

密指量形式.由于不知道涉及小函数的第二基本定理[ 7]是否有精简密指量形式 ,所以五值定

理不能用Nevanlinna 的方法直接拓广到小函数的情形.本文主要使用Nevanlinna 第一基本定

理 ,对数导数引理以及三密度不等式 ,证明了

定理　设 f(z)和 g(z)为两个非常数亚纯函数 ,如果存在 5个判别亚纯函数 aj(z)(j=1 ,

…,5)(可有一个为∞),它们全为 f(z)和 g(z)的小函数 ,且

{z|f(z)=aj(z)}={z|g(z)=aj(z)}　(j =1 , …,5),

则 f(z)≡g(z).

有关亚纯函数Nevanlinna理论的基本概念 、基本定理和符号参见文献[ 8] .

2　记号与引理

除了Nevanlinna 理论中的常用记号外 ,为了便于叙述 ,再介绍几个记号.
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　　(ⅰ)对不恒为∞的亚纯函数 f(z), a(z)及 b(z), 记

L(f , a , b)∶=

f f′ 1

a a′ 1

b b′ 1

.

　　(ⅱ)若 f(z)为亚纯函数 , I 为R+的具有无穷线性测度的子集 ,那么符号 S＊(r , f)(r ∈ I)

泛指在R
+
上有定义 ,而在 I 上是o{T(r , f)}(r※+∞, r ∈ I  E)类型的量 ,其中的 E 为R

+
上

的某一线性测度有穷的子集(以下出现的集合 E 如无特别说明 ,就按此含义理解 ,但每次未必

完全相同).S＊(r , f)(r ∈R+)简记为 S ＊(r , f).

(ⅲ)设 f(z), g(z)及 a(z)均为亚纯函数(其中的 a(z)可恒等于∞),且 f(z) a(z),

g(z) a(z).又设 q为正整数.将方程 f(z)=a(z)与 g(z)=a(z)的公共根所成点列(每根

只记一次)记为 A={zn},把作为方程 f(z)=a(z)与 g(z)=a(z)之解的重数相同的那些公共

根所成点列(每根只记一次)记为  A={ zn},而将作为方程 f(z)=a(z)与 g(z)=a(z)之解的

重数都不小于 2的那些公共根所成点列(每根只记一次)记为 A
≈

={z
≈

n},符号  N0(r , f =a=

g),  NE(r , f=a=g)及 N
≈

(r , f=a=g)依次表示 A , A 和A
≈

的密指量 ,且记  ND(r , f=a =g)=

 N0(r , f=a=g)- NE(r , f=a=g).符号 N
q]
(r , f)表示 f(z)的重数不超过 q的极点点列(考

虑重复数)的密指量 ,N
[ q]
(r , f)表示 f(z)的重数恰为 q的极点点列(考虑重复数)的密指量.

与 Nq](r , f)和 N[ q](r , f)相应的精简密指量 ,则分别以  Nq](r , f)和  N[ q](r , f)记之.进一步 ,

记 Nq](r , f) = N
q]
(r , f)+ q ∑

∞

j=q+1
 N
[ j]
(r , f), N[ q(r , f) = ∑

∞

j=q
N
[ j]
(r , f),  N[ q(r , f) =

∑
∞

j=q
 N
[ j]
(r , f).

下面叙述和证明一些引理 ,为定理的证明作准备.

引理 1
[ 6] 　设 f(z)为非常数亚纯函数.如果判别亚纯函数 a j(z)( ∞)(j=1 ,2)为 f(z)

的小函数 ,则 L(f , a1 , a2) 0.

引理 2
[ 6] 　设 F(z)与 G(z)为非常数亚纯函数 ,它们都以判别亚纯函数 a j(z)( ∞)(j=

1 , …,4)为小函数 ,令

Δ=
L(F , a1 , a2)(F -G)L(G , a3 , a4)
(F -a1)(F -a2)(G -a3)(G-a4)

,

则

m(r , Δ)=S ＊(r ,F)+S＊(r , G). (2.1)

　　证　由 L(·,·,·)的定义 、小函数的定义 、对数导数引理及Nevanlinna第一基本定理得

m r ,
L(F , a1 , a2)
F -aj

=S
＊
(r , F), 　m r ,

L(G , a3 , a4)
G -aj+2

=S
＊
(r , G), 　j =1 ,2.(2.2)

又

Δ=
a2
a2 -a1

·
L(F , a1 , a2)
F -a2

+
a1

a1 -a2
·
L(F , a1 , a2)
F -a1

·
1

a3 -a4
·
L(G , a3 , a4)
G -a3

+

1
a4 -a3

·
L(G , a3 , a4)
G -a4

-
1

a2 -a1
·
L(F , a1 , a2)
F -a2

+
1

a1 -a2
·
L(F , a1 , a2)
F -a1

·
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a3

a3 -a4
·
L(G , a3 , a4)
G -a3

+
a4

a4 -a3
·
L(G , a3 , a4)
G -a4

. (2.3)

由(2.2)和(2.3)式即可导出(2.1)式.

引理 3
[ 6] 　设 f(z)为非常数亚纯函数 ,如果判别亚纯函数 a j(z)(j=1 , …, m , m≥3)均为

其小函数(其中可以有一个是∞),则对于任意取定的 ε>0 ,存在 q∈N ,使得

(m -2-ε)T(r , f)<∑
m

j=1
N
q] r ,

1
f -aj

　(r ∈ R+ Eε, mesEε<+∞). (2.4)

　　注　N r ,
1
f -∞ 和 N

q]
r ,

1
f -∞ 分别按 N(r , f)和 N

q]
(r , f)理解.

证　由文献[ 7]中定理 1的证明过程(或文献[ 2]中的引理 4)可知 ,对于任意取定的 ε>0 ,

存在 q1 ∈N ,使得

m -2-
ε
2 T(r , f)<∑

m

j=1
Nq

1
] r ,

1
f -aj +S

＊
(r , f), (2.5)

又当整数 q2≥q1时 ,有

∑
m

j=1

Nq
1
] r ,

1
f -aj

≤∑
m

j=1

N
q

2
] r , 1
f -aj

+q1∑
m

j=1

 N[ q
2
r , 1
f -aj

≤

∑
m

j=1
N
q

2
] r ,

1
f -aj

+
q1

q2
∑
m

j=1
N[ q

2
r ,

1
f -aj

≤

∑
m

j=1
N
q

2
]
r ,

1
f -aj

+
mq1

q2
T(r , f)+S

＊
(r , f). (2.6)

由(2.5)和(2.6)式知 ,存在充分大正整数 q ,使得(2.4)式成立.

引理 4　设 f(z)与 g(z)为非常数亚纯函数.若它们都以判别亚纯函数 bj(z)(j=1 , … ,

5)(可有一个恒等于∞)为小函数 ,且{z f(z)=bj(z)}={z g(z)=bj(z)}(j=1 , …, 5),

N
≈

(r , f=b5=g)≠S
＊(r , f),则 f(z)≡g(z).

证　不妨设 bj(z) ∞(j=1 , … ,5)(若不然 ,经过简单变形可化归为这一情形),令

f1 =L 0(f), 　g1 =L0(g), 　α=L0(b4), 　β =L0(b5),

其中的 L0(w)=
w-b3(z)
w-b1(z)

·
b2(z)-b1(z)
b2(z)-b3(z)

.

由Valiron亏值的密度
[ 9]
知 ,存在异于 0 ,1以及∞的复常数 c ,使得 α(z) c , β(z) c ,且

m r ,
1
f1 -c =o{T(r , f 1)}, 　m

r ,
1
g1 -c =o{T(r , g1)}　(r ※+∞). (2.7)

记

F(z)=
1

f 1(z)-c
, 　G(z)=

1
g1(z)-c

, 　c1(z)=0 , 　c2(z)= c2 =-
1
c
,

c3(z)= c3 =
1

1-c
, 　c4(z)=a(z)=

1
α(z)-c

, 　c5(z)=b(z)=
1

β(z)-c
,

则易知 cj(z)(j=1 , … ,5)均为 F(z)和 G(z)的小函数 ,且有

{z|F(z)= cj(z)}={z|G(z)= cj(z)}　(j =1 , …,5), (2.8)

N
≈

(r ,F =b =G)≠S ＊(r , F), (2.9)
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m(r , F)=S
＊
(r , F), 　m(r , G)=S

＊
(r , G). (2.10)

由(2.8)式和三密度不等式得

S
＊(r , F)=S＊(r , G). (2.11)

置

Δ1 =

F(F -c2)(F -c3) F′ FF′

a(a -c2)(a -c3) a′ aa′

b(b -c2)(b -c3) b′ bb′

, (2.12)

Δ2 =

G(G -c2)(G -c3) G′ GG′

a(a -c2)(a -c3) a′ aa′

b(b -c2)(b -c3) b′ bb′

. (2.13)

　　若 Δ1(z)·Δ2(z)≡0 ,仅详细讨论 Δ1(z)≡0 这一情形(至于 Δ2(z)≡0的情形 ,进行完全

同样的讨论即可).这时 ,如果 z＊同时为 F(z)-b(z)与 G(z)-b(z)的重零点 ,且在 z＊处

a(z)和 b(z)解析 ,则由(2.12)式得

a′(z＊)b(z＊)[ a(z＊)-b(z＊)] [ b(z＊)-c2] [ b(z
＊)-c3] =0. (2.14)

若 a′(z)b(z)[ a(z)-b(z)] [ b(z)-c2] [ b(z)-c3]  0 ,那么由此及(2.14)式得 N
≈

(r , F =b=

G)=S
＊
(r ,F),这与(2.9)式相矛盾.从而必有 a′(z)b(z)[ a(z)-b(z)] [ b(z)-c2] ·

[ b(z)-c3] ≡0 ,故 a′(z)≡0 ,再结合 Δ1(z)≡0得 b′(z)≡0.所以 a(z)和 b(z)均为常数函

数.由五值定理(定理A)得 F(z)≡G(z),于是 f(z)≡g(z).

若 Δ1(z)Δ2(z) 0 ,这时令

Υ=
Δ1(F -G)

2 Δ2
F(F -c2)(F -c3)(F -a)(F -b)G(G -c2)(G-c3)(G-a)(G -b)

.

(2.15)

由(2.8)和(2.15)式得 N(r , Υ)=S ＊(r , F),据(2.10)、(2.11)及(2.15)式又得 m(r , Υ)=

S
＊(r ,F),所以 T(r , Υ)=S＊(r , F).如果 Υ(z) 0 ,则必有 N

≈

(r , F=b=G)=S＊(r ,F),这

与(2.9)式相矛盾.于是 Υ(z)≡0 ,由此并结合 Δ1(z)Δ2(z) 0得 F(z)≡G(z),故 f(z)≡

g(z).

引理 5　在引理 4的条件中仅去掉 N
≈

(r , f=b5=g)≠S
＊
(r , f),则有

T(r , f)～ T(r , g)　(r ※+∞, r  E). (2.16)

　　证　不妨设 bj(z) ∞(j=1 , … ,5),令 J 1 ={r ∈ R+|T(r , f)≥T(r , g)}, J 2 =R+ J 1.

当mesJ 1=+∞时 ,如果 ∑
5

j=1

N[ 2 r ,
1
f -bj

=S ＊(r , f)(r ∈ J 1), 则结合引理 3得

3-
1
5 T(r , f)<∑

5

j=1
N

1]
r ,

1
f -bj

<∑
5

j=1
 N r ,

1
f -bj

　(r ∈ J 1 E). (2.17)

这时必有 f(z)≡g(z)(据(2.17)式及 J 1 的定义用反证法即可得),因而(2.16)式成立.如果

∑
5

j=1
N[ 2 r ,

1
f -bj

≠S＊(r , f)(r ∈ J 1),则存在 j 0 ∈ {1 , …,5}及 J
＊

1  J 1 ,使得mesJ ＊1 =+∞
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且 N[ 2 r ,
1
f -bj

0

≠S＊(r , f)(r ∈ J ＊1 ),设 j0 =5(否则将 b1 , … , b5重排并改变记号),于是有

N[ 2 r ,
1
f -b5

≠S ＊(r , f)　(r ∈ J ＊1 ). (2.18)

与引理4的证明一样(个别地方作简单修改 ,但不影响讨论)定义 F(z), G(z)及 Δ1(z)等.当

Δ1(z)≡0时 ,由(2.18)式与同引理 4类似的讨论可得 f(z)≡g(z),这时(2.16)式成立.当

Δ1(z) 0时 ,令

Χ=
Δ1

F(F -c2)(F -c3)(F -a)(F -b)
, (2.19)

则 Χ(z) 0.由(2.8)～(2.10)及(2.19)式得

T(r , Χ)<∑
5

j=1
 N r ,

1
F -cj

+S ＊(r , F), (2.20)

N(r ,1/ Χ)>2N(r , F)+S ＊(r ,F)=2T(r ,F)+S＊(r , F). (2.21)

由(2.20)、(2.21)式 ,Nevanlinna第一基本定理以及 F(z)与 f(z)间的关系得

2T(r , f)<∑
5

j=1

 N r ,
1
f -bj

+S ＊(r , f), (2.22)

当 f(z)≡g(z)时 , (2.16)式成立.而 f(z) g(z)时 ,由(2.22)式得 T(r , f)<T(r , g)+

S
＊
(r , f),故有 T(r , f)～ T(r , g)(r※+∞, r ∈ J 1 E).

同理 ,当mesJ 2=+∞时 ,可得 T(r , f)～ T(r , g)(r※+∞, r ∈ J 2 E).

综上所述 ,有 T(r , f)～ T(r , g)(r※+∞, r  E).

注　引理 4和5亦可由文献[ 2]中的引理 1和 2导出.

以下引理将在定理的证明中起重要作用.

引理 6　设 f(z)与 g(z)为非常数亚纯函数.若它们都以判别亚纯函数 aj(z)(j=1 , … ,

5)为小函数 ,且 a5(z)≡∞以及{z f(z)=aj(z)}={z g(z)=aj(z)}(j=1 , … ,5).记

V =
L(f , a1 , a2)(f -g)L(g , a3 , a4)
(f -a1)(f -a2)(g -a3)(g -a4)

-
L(g , a1 , a2)(f -g)L(f , a3 , a4)
(g -a1)(g -a2)(f -a3)(f -a4)

,

则 T(r , V)=S＊(r , f).

证　由三密度不等式知 S ＊(r , f)=S ＊(r , g),再结合引理 2得

m(r , V)=S ＊(r , f). (2.23)

　　由已知条件知 V(z)的极点只能产生在 ∏
4

j=1
(f -aj)的零点以及 f(z)和 a j(z)(j =1 , … ,

4)的极点处 ,从L(·, ·, ·)的定义容易看出∏
4

j=1

(f-aj)的零点对N(r , V)的贡献为 S
＊(r , f).

a j(z)(j =1 , … ,4)的极点对 N(r , V)的贡献亦为 S
＊
(r , f).而若 z∞为 f(z)的 p 阶极点 ,

g(z)的 q 阶极点 ,且在 z∞处 aj(z)(j =1 , …,4)解析 ,以及[ a2(z∞)-a1(z∞)] [ a4(z∞)-

a3(z∞)] ≠0 ,不妨设 p ≥q ,易见 z ※z∞时有

W1∶=
L(f , a1 , a2)(f -g)L(g , a3 , a4)
(f -a1)(f -a2)(g -a3)(g -a4)

～ (a2 -a1)(a4 -a3)1-
g

f

f′g′

fg
2
,
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W2∶=
L(g , a1 , a2)(f -g)L(f , a3 , a4)
(g -a1)(g -a2)(f -a3)(f -a4)

～ (a4 -a3)(a2 -a1)1-
g

f

f′g′

fg
2
,

由此可知 z∞至多为 W1(z)和 W2(z)的公共单极点 ,并且 W1(z)和 W2(z)在 z∞处具有相同的

留数 ,故 V(z)在 z ∞处解析.这表明 f(z)的极点对 N(r , V)的贡献也为 S
＊(r , f).于是有

N(r , V)=S ＊(r , f). (2.24)

由(2.23)和(2.24)式得 T(r , V)=S
＊
(r , f).

3　定理的证明

据三密度不等式可知 ,存在 I R
+
(mesI=+∞)以及 3个判别整数 jk ∈{1 , … ,5}(k =1 ,

2 ,3),使得

 N r ,
1
f -a j

k

>
1
4
T(r , f)　(r ∈ I) (k =1 ,2 ,3).

不妨设 jk=k (k=1 ,2 ,3)而且 a5(z)≡∞(否则经简单变形可转化为这种情形).于是有

 N r ,
1
f -ak

>
1
4
T(r , f)　(r ∈ I)　(k =1 ,2 ,3). (3.1)

由引理5得

T(r , f)～ T(r , g)　(r ※+∞, r  E). (3.2)

在上述前提下 ,令

 k =
L(f , a3 , a4)(f -ak)
(f -a3)(f -a4)

-
L(g , a3 , a4)(g -ak)
(g -a3)(g -a4)

　(k =1 ,2). (3.3)

以下区分两种情形:

情形 1　 1(z) 0或者  2(z) 0(这时必有 f(z) g(z)).

如果  1(z) 0 ,则易见

T(r ,  1)<∑
5

j=3

 ND(r , f =aj =g)+S
＊(r , f), (3.4)

N r ,
1
 1
> N r ,

1
f -a1

+S ＊(r , f). (3.5)

由(3.1)、(3.4)、(3.5)式及 Nevanlinna第一基本定理得

∑
5

j=3
 ND(r , f =aj =g)>

1
5
T(r , f)　(r ∈ I). (3.6)

整个证明过程中每次出现的 I 未必完全相同 ,但后出现者是前一个至多除去一个线性测度为

有穷的集合后的余集 ,以下不再逐一说明.

如果  2(z) 0 ,注意到(3.1)式 ,同上面的讨论类似 ,可导出(3.6)式.

于是由(3.2)和(3.6)式可知存在 k ＊∈{3 ,4 ,5}以及 h1 ∈{f , g},使得

 ND(r , f =ak ＊ =g)>
1
16
T(r , f)　(r ∈ I). (3.7)

 N [ 2 r ,
1

h1 -ak＊
>

1
33
T(r , h1)　(r ∈ I). (3.8)

进一步 ,存在 q∈N {1}(2≤q<66),使得
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 N [ q] r ,
1

h1 -ak ＊
>

1
49 000

T(r , h1)　(r ∈ I). (3.9)

定义函数 h2(z)如下:若 h1(z)=f(z),则令 h2(z)=g(z);若 h1(z)=g(z),则令 h2(z)=

f(z).相应于(3.9)式中的 I ,有下述断言:存在整数 p≥2以及 k ＊＊∈{1 , … ,5} {k＊},使得

 N[ p] r ,
1

h2 -ak ＊＊
≠S＊(r , h2)　(r ∈ I). (3.10)

事实上 ,如若不然 ,则由引理 3可得

4-2-
1
18
T(r , h2)<∑

5

j=1

 N r ,
1
h2 -aj

- N r ,
1

h2 -ak＊
　(r ∈ I). (3.11)

由(3.2)、(3.7)及(3.11)式得

2-
1
18
+

1
17
T(r , f)<∑

5

j=1
 N r ,

1
f -a j

　(r ∈ I). (3.12)

由于 f(z) g(z),故

∑
5

j=1
 N r ,

1
f -aj

<N r ,
1
f -g + N(r , f)<T(r , f)+T(r , g)+S

＊
(r , f).

由上式和(3.2)、(3.12)式可得 T(r , f)=S＊(r , f)(r ∈ I),矛盾.所以上述断言成立.

记

b1(z)=ak ＊(z), 　b2(z)=ak＊＊(z).

将{a1(z), …, a5(z)} {ak ＊(z), ak ＊＊(z)}中的 3个函数排列记为 b3(z), b4(z), b5(z),并且使

得 b4(z)∈{a1(z), a2(z), a3(z)} {ak＊(z), ak＊＊(z)}.从而置 L1(w)=(w , b1(z), b2(z),

b3(z))(交比),记

F =L1(h1), 　G =L1(h2), 　d1(z)=1 , 　d2(z)=0 ,

d3(z)=∞, 　d4(z)=a(z)=L1(b4), 　d5(z)=b(z)=L1(b5),

则 d j(z)(j=1 , … ,5)均为 F(z)与 G(z)的小函数 ,并由(3.1)、(3.9)和(3.10)式得

 N r ,
1
F -a

>
1
6
T(r ,F)　(r ∈ I), (3.13)

 N
[ q]
r ,

1
F -1 >

1
50 000T(r , F)　(r ∈ I), (3.14)

 N[ p](r ,1/G)≠S ＊(r ,F)　(r ∈ I). (3.15)

又易知

{z|F(z)=dj(z)}={z|G(z)=dj(z)}　(j =1 , …,5). (3.16)

因在这一情形中 f(z) g(z),从而 F(z) G(z),于是由引理 4知必有

∑
5

j=1
N
≈

(r , F =dj =G)=S
＊
(r , F). (3.17)

置

V1 =
L(F , 0 ,1)(F -G)L(G , a , b)
F(F -1)(G -a)(G -b) -

L(G ,0 ,1)(F -G)L(F , a , b)
G(G-1)(F -a)(F -b) , (3.18)

V2 =
L(F , 0 , a)(F -G)L(G ,1 , b)
F(F -a)(G -1)(G -b)

-
L(G ,0 , a)(F -G)L(F ,1 , b)
G(G-a)(F -1)(F -b)

, (3.19)
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V3 =
L(F , 0 ,b)(F -G)L(G ,1 , a)
F(F -b)(G -1)(G -a)

-L(G ,0 , b)(F -G)L(F ,1 , a)
G(G-b)(F -1)(F -a)

. (3.20)

由引理5得

T(r , Vj)=S
＊(r ,F)　(j =1 ,2 ,3). (3.21)

　　设 z0为 F(z)的单重零点 , G(z)的 p 重零点 ,且 a(z0)[ a(z0)-1]和 b(z0)[ b(z0)-1]均

为有穷的非零复数 ,并设 F(z)与 G(z)在 z0 处的 Laurent展开式分别为

F(z)=μ(z -z0)+μ1(z -z0)
2 +…, 　μ≠0 ,

G(z)=ν(z -z0)
p +ν1(z -z0)

p+1 +…, 　ν≠0 ,

则

V1(z0)=(p -1)μ
b′(z0)
b(z0)

-
a′(z0)
a(z0)

+pμ2
1
a(z0)

-
1
b(z0)

, (3.22)

V2(z0)=(p -1)μ
b′(z0)
b(z0)

+pμ2
b(z0)-1

b(z0)
, (3.23)

V3(z0)=(p -1)μ
a′(z0)
a(z0)

+pμ2 a(z0)-1

a(z0)
, (3.24)

由(3.22)～ (3.24)式得

V2(z0)-V3(z0)-V1(z0)=0. (3.25)

由(3.15)、(3.17)、(3.21)及(3.25)式得

V2(z)-V3(z)-V1(z)≡0. (3.26)

　　设 z1为 F(z)-1的 q重零点 , G(z)-1的单重零点 ,且 1-a(z1)与 1-b(z1)均为有穷非

零复数 ,并设 F(z)和 G(z)在 z1处的 Laurent展开式分别为

F(z)=1+μ
＊
(z -z1)

q
+μ

＊
1 (z -z1)

q+1
+…, 　μ

＊
≠0 ,

G(z)=1+ν＊(z -z1)+ν
＊

1 (z -z1)
2 +…, 　ν＊ ≠0 ,

则有

V1(z1)=(1-q)ν
＊ a′(z1)-b′(z1)+a(z1)b′(z1)-b(z1)a′(z1)

[ 1-a(z1)] [ 1-b(z1)]
+

qν
＊ a(z1)-b(z1)
[ 1 -a(z1)] [ 1-b(z1)]

, (3.27)

V2(z1)=(1-q)ν
＊ a′(z1)[ b(z1)-1]
[ 1-a(z1)] [ 1 -b(z1)]

+qν
＊ a(z1)[ b(z1)-1]
[ 1-a(z1)] [ 1 -b(z1)]

, (3.28)

V3(z1)=(1-q)ν
＊ b′(z1)[ a(z1)-1]
[ 1-a(z1)] [ 1 -b(z1)]

+qν＊
b(z1)[ a(z1)-1]

[ 1-a(z1)] [ 1 -b(z1)]
.(3.29)

由(3.27)～ (3.29)式得

V3(z1)-V2(z1)-V1(z1)=0. (3.30)

由(3.14)、(3.17)、(3.21)及(3.30)式(通过反证)可得

V3(z)-V2(z)-V1(z)≡0. (3.31)

从(3.26)和(3.31)式得

V1(z)≡0 , 　V3(z)-V2(z)≡0. (3.32)
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　　情形 1.1

 NE(r , F =a =G)≠S
＊(r , F). (3.33)

　　设 z 为F(z)-a(z)和 G(z)-a(z)的公共单零点 ,而且 a( z)[ a( z)-1]与 a( z)-b( z)

都为非零有穷复数.设在 z 处F(z)-a(z)和 G(z)-a(z)的 Laurent展开式分别为

F(z)-a(z)= μ(z - z)+ μ1(z - z)
2 +…, 　 μ≠0 ,

G(z)-a(z)= ν(z - z)+ ν1(z - z)
2 +…, 　 ν≠0 ,

则 V1( z)=-
( μ- ν)

2

a( z)[ a( z)-1]
,又由(3.32)式有 V1( z)=0 ,从而有  μ= ν,这表明  z 至少为

F(z)-G(z)的 2级零点 ,由此以及(3.16)、(3.17)、(3.19)～ (3.21)和(3.33)式得

V2(z)≡0 , 　V3(z)≡0. (3.34)

进而由(3.23)、(3.24)及(3.34)式得

a′(z0)
a(z0)-1

-
b′(z0)
b(z0)-1

=0. (3.35)

由(3.15)、(3.17)和(3.35)式得
a′(z)
a(z)-1

≡
b′(z)
b(z)-1

,从而
b(z)-1
a(z)-1

≡c(有限复常数).记

F1 =
F -1
a -1

, 　G1 =
G-1
a -1

, (3.36)

则0 ,1 , c , ∞以及(1-a(z))
-1
均为 F 1(z)与 G1(z)的小函数 ,而且对于任意 h

＊
∈{0 ,1 , c , ∞,

(1-a(z))
-1
}有

{z|F1(z)=h
＊(z)}={z|G1(z)=h

＊(z)}. (3.37)

由(涉及常数的)Nevanlinna第二基本定理以及(3.37)式得

2T(r ,F 1)+2T(r , G1)<2  N r ,
1
F1
+ N r ,

1
F1 -1 + N

r ,
1
F 1 -c

+ N(r ,F 1)+

S
＊(r , F1)+S

＊(r , G1). (3.38)

又易知 S ＊(r ,F 1)=S
＊(r , G1),由此并结合(3.15)和(3.16)式得

 N r ,
1

G1 -(1 -a)
-1 ≠S

＊(r , F1)+S
＊(r , G1). (3.39)

由(3.37)～ (3.39)式即可得 F1(z)≡G1(z),从而有  1(z)≡0及  2(z)≡0 ,这与情形 1的前提

相矛盾.

情形 1.2　 NE(r ,F =a=G)=S
＊(r ,F).这时有

 ND(r , F =a =G)= N r ,
1
F -a +S

＊
(r , F). (3.40)

由(3.13)和(3.40)式知存在 H ∈{F , G}以及整数 p1≥2 ,使得

 N [ p1
]
r ,

1
H -a

≠S ＊(r , H)　(r ∈ I). (3.41)

　　下面仅讨论 H(z)=F(z)的情形(另一情形的讨论完全类似),有

 N [ p1] r ,
1
F -a

≠S ＊(r , F)　(r ∈ I). (3.42)

　　若 z 为F(z)-a(z)的 p1 重零点 , G(z)-a(z)的单重零点 ,且 a( z)[ a( z)-1]和 a( z)-
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b( z)均为有穷非零复数 ,在 z 处F(z)-a(z)与 G(z)-a(z)的 Laurent展开式分别设为

F(z)-a(z)= μ(z - z)p1 + μ1(z - z)
p

1
+1 +…, 　 μ≠0 ,

G(z)-a(z)= ν(z - z)+ ν1(z - z)
2
+…, 　 ν≠0 ,

则有

V1( z)=
 νa′( z)-p1 ν[ a′( z)+ ν]

a( z)[ a( z)-1]
, (3.43)

V2( z)=-
p1a( z) ν{b′( z)-[ a′( z)+ ν] [ 1-b( z)] -a( z)b′( z)}

a( z)[ a( z)-1] [ a( z)-b( z)]
+

 νa( z)[ b′( z)-a′( z)+b( z)a′( z)-a( z)b′( z)]

a( z)[ a( z)-1] [ a( z)-b( z)]
, (3.44)

V3( z)=-
 ν[ a( z)-1] [ b( z)a′( z)-a( z)b′( z)]

a( z)[ a( z)-1] [ a( z)-b( z)]
+

p1 ν[ a( z)-1]{[ a′( z)+ υ] b( z)-a( z)b′( z)}

a( z)[ a( z)-1] [ a( z)-b( z)]
. (3.45)

又由(3.32)式知

V1( z)=0 , 　V2( z)=V3( z). (3.46)

由(3.43)～ (3.46)式得

a( z)[ 1 -a( z)] b′( z)=0. (3.47)

由(3.17)、(3.42)和(3.47)式得 a(z)[ 1-a(z)] b′(z)≡0 ,从而 b′(z)≡0 ,故 b(z)≡b0(常数).

注意到(3.42)式 ,与情形 1.1中后半段的讨论类似可导出矛盾.

综合以上讨论知情形 1不会发生.

情形 2　 1(z)≡0 且  2(z)≡0.这时由(3.3)式和引理 1 得
f-a1

f-a2
≡
g-a1

g-a2
, 从而有

f(z)≡g(z).
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