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摘要    多个体系统的集体行为是复杂系统研究的重要切入点, 而 Vicsek 模型是

研究多个体系统的一个基本模型, 它具备了复杂系统的一些关键特征, 如动态行

为、局部相互作用和变化的邻居关系等. 该模型看起来简单, 但模型中的非线性

耦合关系使得问题的完整理论分析非常困难. Jadbabaie 等人对模型中的线性化的

角度更新方程进行了分析, 并证明了如果由所有个体的位置形成的邻居图满足某

种连通性条件时, 系统最终会同步. 该文引起了大量相关问题的后续研究, 但一

个未解决的关键问题是: 系统究竟在什么条件下才具有这种连通性? 文中将给出

一个保证 Vicsek 模型同步的充分条件, 该条件完全加在系统参数上. 进一步, 将
通过反例说明当初始角度的范围为[0, 2π)时, 邻居图的连通性不再是动态 Vicsek
模型同步的充分条件, 从而揭示了 Vicsek 模型与其线性化模型之间的根本差别. 

关键词    Vicsek 模型  同步  随机矩阵  连通  邻居图 

近年来, 多个体系统的集体行为引起了越来越多的关注, 比如鸟群、鱼群等. 事实上, 集
体行为广泛存在于生物、物理、社会经济及其他人造系统中, 通过建模、仿真或数学分析, 生
物学家、物理学家、数学家, 计算机学家和系统控制理论专家试图理解鱼群、鸟群及其他动物

群体在没有中央控制与全局信息的情形下如何达到飞行或游行方向的一致.  
自然界中的鸟群或鱼群等多个体系统一般存在着两种平衡且相互对立的行为 [1]: ⅰ)期望

向邻近个体的中心靠拢; ⅱ)避免与相邻的个体发生碰撞. 后者的作用是为每个个体保留一定

的活动空间, 比如鸟类为拍打翅膀提供足够的空间; 前者主要是逃避捕食者、顺利地进行迁徙 
以及有更多的机会寻找食物等群体行为的需要. Reynolds[2]按照自然界中鸟群的这些特点较早

地对鸟群、 鱼群等系统的群体行为进行了计算机仿真, 并提出了著名的Boid模型. Reynolds按
照如下规则进行仿真: a) 避免碰撞: 避免与最近的个体发生碰撞; b) 速度一致: 尽量与邻居范

围内个体的速度相匹配; c) 靠向中心: 尽量与附近的个体靠近.  
比Boid模型简单但又不失本质的模型是Vicsek模型 [3]. Vicsek等人于 1995 年从统计力  学

的角度对其进行了研究, 他们引入该模型的目的是研究非平衡系统中的聚类、运送与相变行为. 
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Vicsek模型是由 N 个自治的个体组成的离散时间系统, 每个个体在平面中以恒定的速率运行, 
其角度是邻域范围内所有个体角度的矢量平均, 另外还受一个随机噪声的影响. Vicsek模型是

研究多个体系统的一个基本模型, 它具备了复杂多个体系统的一些关键特征, 如动态行为、局

部相互作用和变化的邻居关系等. Vicsek等人 [3]通过仿真发现了一些有趣的结论: 当群体的密

度较大且噪声较小时, 系统中所有个体将按照某个共同的方向飞行, 这种现象称为同步. 该现

象引起了数学家、控制理论专家的兴趣, 他们试图对该模型的这种一致性行为给出严格的理论

分析. Jadbabaie等人 [4]研究了Vicsek模型中的线性化角度更新方程, 并引入了由所 有个体的位

置形成的邻居图序列, 这些图都是无向图. 他们证明了如果这些邻居图按照某种“一致”的方式

联合连通时, 系统将会同步. 随后, 文献 [5]考虑了相同的线性化模型, 但将角度离散化为有限

个角度, 指出邻居图的无穷次连通可保证系统同步. 但一个未解决的关键问题是: 系统究竟在

什么条件下才具有这种所需要的连通性? 事实上, 模型中复杂的非线性关系使得连通性条件

的验证非常困难, 下一节将对此进行解释. 避免这种连通性条件的一种方式是对Vicsek模型进

行修改, 将其中的局部相互作用变为全局的方式, 相互作用的权值是某个随距离衰减的函数 [6]. 
另一种保证所需的连通性条件的方式是在随机框架下对大量个体进行研究, 其中所有个体的

初始状态是均匀分布的 [7].   
本文将在确定性框架下研究原始Vicsek模型, 给出系统同步的充分条件, 该条件完全加在

初始状态与系统参数上. 据作者所知, 这是首次获得Vicsek模型同步的完整的理论结果.  进
一步, 我们将通过两个反例说明当初始角度的范围为 [0 2π), 时, 邻居图的这种“一致”连通性不

再是Vicsek模型同步的充分条件, 从而揭示了Vicsek模型与其线性化模型之间存在着根本的不

同. 本文部分结果曾在文献 [8]中报告, 但没有给出详细证明.  

1  主要定理 
Vicsek模型 [3]是由 N 个自治的个体(或叫做子系统或叫粒子)组成的离散时间系统. 它们在

平面中以大小相同的速率 v 运动, 每个个体的角度按照邻居角度的矢量平均来更新. 个体 i 的 
“邻居”由以该个体的当前位置 ( ( ) ( ))i ix t y t, 为中心, 与该个体的Euclid距离小于正常数 r 的个体

组成. 用 ( )i tN 表示个体 i 在时刻 t 的邻居, 即  

 ( ) { ( ) }i ijt j d t r= | < ,N   

其中 2 2( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))ij i j i jd t x t x t y t y t= − + − . 显然, 每个个体都是自身的“邻居”. 每个个体在

平面中按照恒定的正速率 v运动, 因而每个个体的位置按照下面的方式进行更新:   

 
( 1) ( ) cos ( ),

1 2
( 1) ( ) sin ( ),

i i i

i i i

x t x t v t
i N

y t y t v t
θ
θ

+ = +⎧
= , , , ,⎨ + = +⎩

 (1.1) 

其中 ( )i tθ 为个体 i 在时刻 t 的角度, 它按照下面的方式进行更新  

 ( )

( )

sin ( )
( 1) arctan

cos ( )
i

i

jj t
i

jj t

t
t

t

θ
θ

θ
∈

∈

+ = .
∑
∑

N

N

 (1.2) 

注意到上面系统的动态行为完全由初始状态(初始角度和位置)、邻域半径 r 和运动速率 v  
确定. 进一步, 每个个体的邻居由其他个体的位置决定, 每个个体的角度由邻居的角度决定; 
同样, 角度也会影响位置, 因此所有个体的位置和角度之间形成复杂的非线性关系, 这使得问
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题的理论分析比较困难.   
很显然, 由Vicsek模型描述的多个体系统形成一个动态网络, 图论中的一些基本概念对问

题的分析是有帮助的. 注意到每个个体的邻居会随时间而变化, Jadbabaie等人 [4]用无向图序列

{ }t tε= ,G V 来描述个体间的相互作用, 其中 {1 2 }N= , , ,V 为所有个体的集合, tε 为随时间变

化的边集合. 边是这样形成的: 如果个体 i 与 j 在时刻 t 的距离小于 r , 则在它们之间连一条边, 

记做 ( ) ti j ε, ∈ . 一个连通图是指该图中的任何两个节点之间总存在一条路径. 为方便分析, 将

公式(1.2)写成下面等价的“拟”线性形式: 

 
( ) ( )

cos ( )
tan ( 1) tan ( )

cos ( )
i i

j
i j

kj t k t

t
t t

t
θ

θ θ
θ∈ ∈

+ = ,∑ ∑N N

 

进而可写成矩阵形式为  
 tan ( 1) ( ) tan ( )t A t tθ θ+ = ,  (1.3) 

其中 T
1tan ( ) (tan ( ) tan ( ))Nt t tθ θ θ, , , ( ) ( ( ))ijA t a t 为图 tG 的加权平均矩阵 

 ( )

cos ( )
, ( , )

cos ( )( )

0,      
i

j
t

kij k t

t
i j

ta t

θ
ε

θ
∈

⎧
∈ ;⎪

= ⎨
⎪
⎩

∑
若

否 .

N  (1.4) 

为分析Vicsek模型的同步性, Jadbabaie等人 [4]研究了公式(1.2)的线性化形式   

 
( )

1( 1) ( )
( )

i

i j
i j t

t t
n t

θ θ
∈

+ = ,∑
N

 (1.5) 

其中 ( )in t 是集合 ( )i tN 内元素的个数. 相应地, 角度更新可写成下面的矩阵公式:  

 ( 1) ( ) ( )t A t tθ θ+ = ,  (1.6) 

其中 T
1( ) ( ( ), , ( ))Nt t tθ θ θ= , 矩阵 ( )A t 称为平均矩阵, 其元素为 

 
1 ,     
( )( )

    .
iij

i j
n ta t

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

若 与 在

0, 否

 (1.7) 

本文的目的是分析Vicsek模型的同步性, 及其与邻居图的连通性之间的关系, 我们需要 
下面的关于同步的定义(见文献 [4]).   

定义 1.1  上面的多个体系统达到同步是指所有个体的角度满足  
 lim ( ) , 1, , ,it

t i Nθ θ
→∞

= =  

其中θ 可能依赖于初始状态{ (0) (0) (0) 1 }i i ix y i Nθ , , , = , , 与系统参数 v r, .   

下面的两个定理将对 Vicsek 模型及其线性化模型建立同步的条件, 这些条件完全加在初

始状态与系统参数 r v, 与 N 上.   

定理 1.1  对于由(1.1)和(1.2)式描述的 Vicsek 模型, 假设系统在初始时刻的邻居关系图 

0 0{ , }ε=G V 是连通的, 初始角度的范围为 (0) ( π / 2,  π/2)iθ ∈ − , 则在下列关于速率 v 的条件下, 

系统会同步:  

时刻 t 为邻居; 

则

则
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0

cos ,
N

dv
N

θ⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

≤  (1.8) 

其中 N 是系统中的个体总数, 而 

 0

0

max (0) ,  max (0)

max{tan (0) tan (0)}

i iji i j

i ji j

d r d
ε

θ θ

θ θ
, ∈

,

= | | = − ,

Δ = − .
 

注 1.1  一般来说, 不能将初始角度的限制区间 ( π / 2,  π / 2)−  拓展到 [0 2π), . 我们将在下

节的例 2.1 中进行说明. 但对于线性化的 Vicsek 模型, 这样的拓展是可行的, 下面的定理对此

给予了证明.   
定理 1.2  对于线性化模型(1.1)和(1.5), 设初始角度的范围为 (0) [0 2π)iθ ∈ , , 并且初始的

邻居关系图 0G 是连通的, 则当速率 v满足下列条件时, 系统最终是同步的: 

 1 ,
2π

Ndv
N

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  (1.9) 

上式中 d 的含义见定理 1.1.   
在第 3 节中, 我们将只给出定理 1.1 的证明, 因为定理 1.2 的证明与之相似, 并且更简单, 

详见文献 [9]. 上面的两个定理说明, 如果速率适当地小, 则系统会同步. 值得指出的是, 对于

由Vicsek模型描述的多个体系统, 当 (0) ( π / 2, π / 2)iθ ∈ − 时, 对系统参数不加任何约束, 系统仍

有某种自收敛性. 下面的命题对此现象进行了陈述, 这是由文献 [8,10]独立发现的, 但两者的

证明完全不同. 我们的证明不借助于文献 [11]中关于无穷矩阵乘积的结果, 该方法对处理矩阵

乘积不适用的非线性情形具有潜在的优点, 见文献 [9].  
命题 1.1  对于 Vicsek 模型(1.1)和(1.2), 设初始角度的范围为 (0) ( π 2,π 2) ( ),i i Vθ ∈ − / / ∈  

则无论 v与 r 如何选取, 总存在  ( ),i i Vθ ∈  使得  

 lim ( ) ,i it
tθ θ

→∞
=  

并且若 i jθ θ≠ , 则当时间充分大后, 个体 i 与 j 永远不是邻居.   

2  反例 
显然, 无论是原始Vicsek模型(1.1)和(1.2), 还是线性化模型(1.1)和(1.5), 连通都不是同步

的必要条件. 一个简单的例子是系统中每个个体在 0t = 时刻的角度相同, 但初始时刻的邻居

图不连通. 此时, 很容易看出系统会同步, 但相应的邻居图永远不会连通. Jadbabaie等人 [4]指

出, 如果系统的邻居图按照某种“一致”的方式联合连通时, 则线性化Vicsek模型将会同步. 但
对于初始角度限制在[0, 2π)的Vicsek模型, 该结论不再正确. Han等人 [12]给出了系统运动速率 v
为 0 时的反例. 对于 0v > 的Vicsek模型,  本节将通过两个反例来进一步说明邻居图的动态行

为与同步之间的一些有趣现象.   
例 2.1  设 12N = , 所有个体均匀分布在单位圆周上, 角度具有某种对称性. 如下面的图 1

所示. 所有个体的具体位置和角度为  

 ( 1)π ( 1)π( (0), (0)) cos ,  sin ;
6 6i i

i ix y − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.1) 
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 π(0) [16 3 ( 1) ] mod(2π), 1, ,12.
6

i
i i iθ ⎧ ⎫= − + ⋅ − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (2.2) 

进一步假设速率满足 0 0 1v< .≤ , 并且邻域半径取为 0 8r = . .  

 
图 1 

 
对于 Vicsek 模型, 我们要证明下面的事实: 邻居图在每个时刻都是连通的, 但每个个体的

角度会在两个不同的角度之间变化, 两者的差为 π , 因此角度不具有收敛性. 进一步, 无论速

率多小, 系统都不会同步.   
首先, 在 0t = 时刻, 根据由(2.1)式确定的初始位置,有  

 

2 22

2 2

2

2 2

2 2

( (0) (0)) ( (0) (0))(0)

( 2)π ( )π ( 2)π ( )π2sin sin 2cos sin
12 12 12 12

( )π4sin
12
π4sin 0 268 , 0 1 11;

12
π4sin 1 , .
6

i j i jij x x y yd

i j i j i j i j

i j

r j i

r

− −= +

+ − − + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
=

⎧ ≈ . < | − |= , ,⎪⎪= ⎨
⎪ = >
⎪⎩

≤

≥

如果

否    

 

因而, 可知每个个体有包含自身在内的 3 个邻居, 此时邻居图是连通的.   
其次, 根据公式(1.2), 每个个体在 1t = 时刻的角度被更新为  

 

1 1

1 1

sin (0) sin (0) sin (0)
(1) arctan

cos (0) cos (0) cos (0)

π [16 3 ( 1) ]π1 2cos sin
6 6arctan
π [16 3 ( 1) ]π1 2cos cos
6 6

( (0) π)mod(2π),

i i i
i

i i i
i

i

i

i

i

θ θ θ
θ

θ θ θ

θ

− +

− +

+ +
=

+ +

− + ⋅ −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− + ⋅ −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

 

(2.3)

 

这说明在 1t = 时刻角度被反向. 进一步, 根据位置更新式(1.1), 有  

则
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( 1)π (16 3 ( 1) )πcos cos(1) 6 6 ,
(1) ( 1)π (16 3 ( 1) )πsin sin6 6

i

i
i

i

i i
x

v
y i i

⎛ ⎞− − + ⋅ −⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ − + ⋅ −⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

因而 1t = 时刻个体 i 与 (1 , 12)j i j≤ ≤ 之间的距离为 

 

{ }
{ }

22

2

2 2 2

(1) (0) (0) (cos (0) cos (0))

       (0) (0) (sin (0) sin (0))

(0) (0)( )π4sin 4 sin
12 2

(0) (0)( )π [10 2( ) 3( 1) 3( 1) ]π       8 sin sin cos .
12 2 12

ij i j i j

i j i j

i j

i j
i j

d x x v

y y v

i j v

i j i jv

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

= − + −

+ − + −

−−
= +

−− − + + − + −
−

 

据此及速率的假设 0 0 1v< .≤ , 我们来证明 1t = 时刻的邻居图保持不变. 分 3 种情形来考虑:   
情形 1: 如果 0 1 11i j| − |= , , , 则有 

 

2 2 2 2

2
2

π 5π π 5π(1) 4sin 4 sin 8 sin sin cos 0
12 12 12 12
π 5π4 sin sin 0 51

12 12

ijd v v

v r

+ +

⎛ ⎞= + . < .⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤

≤

 

情形 2: 如果 i j| − | 为偶数, 且 2i j| − |≥ , 则有  

 

2 2 2 2

2 2 2

( )π ( )π [10 2( ) 6]π(1) 4(1 )sin 8 sin cos
12 12 12
( )π π(4 8 0 1)sin (4 0 8)sin 0 8 .

12 6

ij
i j i j i jd v v

i j r

− − − + ±
= + +

−
− × . − . = . >≥ ≥

 

情形 3: 如果 i j| − | 为奇数, 且 1 11i j| − |≠ , , 则有 

 2 2 2 2 23π 5π 5π 3π(1) 4sin 4 cos 8 sin cos 2 0 4 2 .
12 12 12 12ijd v v r+ − − . >≥ ≥  

显然, 1t = 时刻邻居图仍然是连通的. 重复上面的过程, 可知邻居图将会在每个时刻都是

连通的, 但从一个时刻到下一时刻, 角度会反向, 因而系统不会同步. 同时, 通过证明可以看

到无论速率 v 多小, 系统都不会同步.   
对于初始角度的范围为(−π/2, π/2)的Vicsek模型, 命题 1.1 说明不管相应的邻居图是否连

通, 系统总具有某种收敛性质; 进一步, 如果邻居图具有某种连通性, 则系统会同步 [8]. 在这

种情形下, 邻居图经过充分长的时间后可能会保持不变. 但下面的例子将说明当初始角度的

范围为[0, 2π)时, 邻居图可能时刻在变, 但保持了联合连通性.   
例 2.2  设N = 24, r = 0.3, v = 0.1; 所有个体均匀分布在单位圆周上, 角度具有某种对称性,  

见下面的图 2. 它们的具体位置和角度为 
( 1)π ( 1)π( (0), (0)) cos ,sin ;

12 12
π(0) [17 6 ( 1) ] mod(2π),  1, , 24.

12

i i

i
i

i ix y

i iθ

− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫= + ⋅ − + =⎨ ⎬
⎩ ⎭
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与例 2.1 相似, 很容易证明在 t=2k (k 为一正整数)时刻, 每个个体都有包含自身在内的 3
个邻居, 此时的邻居图是连通的; 但在 t = 2k+1 时刻, 每个个体的邻居只有它自身, 邻居图不

再连通. 因而, 邻居图在每个时刻都会变化, 但保持了联合连通性. 该例所描述的系统也不同

步.   

 
图 2 

3  定理 1.1 的证明 
为了证明定理 1.1, 首先需要一些关于随机矩阵的基本知识 [11,13].  
矩阵 A=(aij)n×n 称为非负(正)的, 如果它的所有元素满足 aij≥(>)0, 记作 A≥(>)0; 进一步, 

非负矩阵 A 称为随机矩阵, 如果其行和满足 1 1,  1, ,n
ijj a i n

=
= =∑ . 对任意的两个矩阵 A=(aij)

与 B=(bij), A≥(>)B 意味着 aij≥(>)bij; 矩阵 A=(aij)具有连通的性质, 是指对于任意的 p 与 q (1
≤p, q≤n), 总存在整数序列 k1, k2, …, km−1, km, 1≤m≤n, 满足 k1=p, km=q, 使得矩阵的元素

1 2 2 3 1
, , ,

m mk k k k k ka a a
−

都是非零元. 若 A 为非负矩阵, 则(I+A)n>0 等价于矩阵 A 所对应的图是连

通的; 如果 A 的所有主对角线元素都大于 0, 则 An>0 等价于矩阵 A 所对应的图是连通的. 随机

矩阵 A 称为非周期不可约的(SIA), 如果 lim k
kQ A→∞ 存在且 Q 的所有行都相同.   

对于 Vicsek 模型, 当初始角度的范围为(−π /2, π /2)时, 由(1.4)式定义的矩阵 A(t)为随机矩

阵, 并且主对角线元素都是非零元.  
定理 1.1 的证明  对任意的个体 i 和 j 有  

( ) ( )
2

2 2 ( ) ( )
4 sincos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( )

2
i j

i j i j
t t

t t t t
θ θ

θ θ θ θ
−

+ = .− −  

因此, 由 Euclid 范数的性质, 有  
 ( 1) ( ) ( ) ( ) .ij ij i jd t d t v t tθ θ+ + | − |≤  (3.1) 

注意到, 当 ( π 2 π 2)x ∈ − / , / 时 tan x x− 是单调递增的, 我们有  

 tan max{ ( )} max{ ( )} tan min{ ( )} min{ ( )},i i i ii ii i
t t t tθ θ θ θ− −≥  
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即  
 max ( ) min ( ) tan max{ ( )} tan min{ ( )}.i i i ii ii i

t t t tθ θ θ θ− −≤  (3.2) 

上式结合式(3.1)可以得到 
 ( 1) ( ) .ij ij td t d t v+ + Δ≤  (3.3) 

其中 ,max {tan ( ) tan ( )}t i j i jt tθ θΔ = − , 根据角度更新式(1.2)可知Δt 关于 t 是不增的.   

下面, 证明Δt 实际上是指数递减的, 即存在正常数 0 1L< < ,  使得 

 0 ,  0.k
kN L kΔ Δ ∀≤ ≥  (3.4) 

用数学归纳法, 首先考虑 1k = 的情形.   
对任意的 0i j ε, ∈ , 根据(3.3)式及Δt 的单调性可得  

 0
0

( 1) (0) (0) ( 1) , 0 1
t

ij ij l ij
l

d t d v d t v t N
=

+ + Δ + + Δ − .∑≤ ≤ ≤ ≤  

进一步根据 v的选取式(1.8), 可知对任意的 0i j ε, ∈ 有  

 0
0

cos( 1) (0) ( 1) , 0 1
N

ij ij
dd t d t r t N

N
θ⎛ ⎞

+ + + Δ < − .⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠
≤ ≤ ≤  

这意味着在 0 时刻为邻居的个体对在 1t N= , , 时刻仍为邻居,  因而图  ( 1, , )t t N=G 是连通

的. 因为由式(1.4)定义的矩阵 ( )A t 的所有非零元素都不小于 cos / Nθ , 其中 maxiθ = (0)iθ| | . 

因而 ( ) ( ),  , 1, ,N ijA t A a i j N′ =≥ , 其中  

 0
cos , ( , ) ;

0,      .
ij

i ja N
θ ε

⎧
∈⎪′ = ⎨

⎪⎩

若

否

 

下面考察角度更新. 根据(1.3)式有  
 tan ( ) ( 1) (0) tan (0).N A N Aθ θ= −  (3.5) 

记 T(1 1, 1)= , ,1 , 根据上面的证明及初始邻居图的连通性有  

 Tcos( 1) (0) ( (0)) ( ) ,
N

N N
ij NA N A a A

N
θ⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

11≥ ≥  (3.6) 

即 (0) (cos / ) 0N N
ija Nθ >≥ . 由{ ( ), 1, 2, }A t t = 为随机矩阵及随机矩阵的乘积仍为随机矩阵可

知 1 (0) 1N N
ijj a

=
=∑ ,  因而对任意的 , 1, ,i i N′ = , 有 1 ( (0) (0)) 0N N N

ij i jj a a ′=
− =∑ . 记  

 
1 1

( (0) (0)) ( (0) (0)) ,
N N

N N N N
ij iji j i j

j j
L a a a a′ ′

′ + −

= =
= − = −∑ ∑  

其中 ( ) max( 0),  max( 0)a a a a+ −= , = − , . 根据公式(3.6)可以得到  

 
1

cos cos(0) 1 1.
N NN

N
ij

j
L a N L

N N
θ θ

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟′ − = − <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑≤  (3.7) 

根据公式(3.5)可知存在 , {1, 2, , }i i N′∈ , 使得  

则
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 ( ) ( )
1 1

max tan ( ) (0) tan (0);   min tan ( ) (0) tan (0).
N N

N N
l ij j l i j jll j j

N a N aθ θ θ θ′
= =

= =∑ ∑  (3.8) 

因而根据公式(3.7)和(3.8), 有 

 

( )

1

1 1

0

max tan ( ) min(tan ( ))

( (0) (0)) tan (0)

( (0) (0)) tan (0) ( (0) (0)) tan (0)

{maxtan (0) mintan (0)} ,

N i iii
N

N N
ij ji j

j

N N
N N N N
ij j ij ji j i j

j j

i iii

N N

a a

a a a a

L L

θ θ

θ

θ θ

θ θ

′

′ ′

=

+ −

= =

′

Δ = −

= −

= − − −

− Δ

∑

∑ ∑

≤ ≤

 

从而当 1k = 时公式(3.4)成立.   
下面假设对所有的 k K≤ 时(3.4)式成立, 其中 1K ≥ . 根据 tΔ 的单调性, 可知对任意的

[ , ( 1) ),  t lN l N l K∈ + ≤ , 有 0
l

t LΔ Δ≤ , 从而对任意的 0,i j ε∈ 及任意的 [ ( 1) )t KN K N∈ , + , 由公

式(3.3)可得  

 
0

2
0

0

( 1) ( ) (0)

(0) (1 )

1(0) ,
1

t

ij ij t ij l
l

K
ij

ij

d t d t v d v

d Nv L L L

d vN r
L

=
+ + Δ + Δ

+ + + + + Δ

< + Δ <
−

∑≤ ≤

≤  

因而在 0 时刻为邻居的个体对, 在时刻 [ ( 1) )t KN K N∈ , + 仍为邻居. 根据初始图的连通性有  

 Tcos(( 1) 1) ( ) [ ( )] ( ) .
N

N N
ij NA K N A KN a K A

N
θ⎛ ⎞

+ − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

11≥ ≥  

进一步利用与 1k = 时相同的方法, 可以证明  

 1
( 1) 0 ,K
k N kNL L +

+Δ Δ Δ≤ ≤  

因此 1k K= + 时公式(3.4)仍成立. 根据归纳法及Δt 的单调性, 可知以指数的数度有 0tΔ → , 因

而系统会同步.  

4  结束语 
本文的贡献主要是: ⅰ)对一类由著名的Vicsek模型描述的多个体系统建立了同步的充分

条件, 该条件完全加在系统的初始状态与模型参数上, 与以往所用的闭环轨线上的连通性条

件相比, 这类条件不但使得理论分析完整并且更容易验证; ⅱ)通过构造反例说明对于初始角

度范围为 [0,2π) 的Vicsek模型, 邻居图的连通性不再是系统同步的充分条件, 这揭示了Vicsek

模型与线性化模型之间存在着根本不同. 值得提及的是定理 1.1 中指数收敛速度的证明启示我

们可以研究带噪声的多个体系统 [14], 并且如果在初始状态服从均匀分布的随机框架下进行研

究, 当个体的个数很大时, 加在速率与半径上的条件可以减弱甚至去掉 [15]. 当然, 还有很多有

趣的问题仍然没有解决, 这需要对基于局部规则的多个体系统的深入研究.   
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