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摘要  使用线性自组装方法, 提出了两个非负二进制整数减法模运算的 DNA 算法. 对于两个

表示为 n 位的二进制数 A 与 B, 算法给出 A-B 在模 2n 情况下的运算结果. 算法中包含反应被减

数与减数大小关系的扩展借位信息, 从而在计算前不必对 A 与 B 的大小关系进行预分类. 结果

反应链中包含运算结果、每一步借位信息、参与运算的数值、判断被减数与减数大小的标志位

等信息. 算法充分利用 DNA 反应的并行特性, 在给定两个被减数集与减数集时, 可进行两个

集合的减法模运算的并行计算. 算法的可行性基于已知的 DNA 算法实验. 算法具有良好的自

发反应特性, 避免了人工操作随运算数值位数增长的情况, 对于计算位数 n, 在本算法中参与

反应的单链库规模为 O(n), 生物操作复杂度为常数. 
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自 1994 年 Adleman[1]首次使用 DNA 计算方法提

出汉密尔顿路径问题的解法以来, DNA 计算成为了

一项新的研究热点 [2~4], 各种计算模型被陆续提出 , 

如黏帖模型[5~8], 剪接模型[9,10]等. 关于 DNA 计算解

决组合问题已有很多讨论[11~13], 且 DNA 技术也被应

用到了密码系统中[14,15].  

在 DNA 计算的具体运算模块设计方面, 目前

DNA 加法运算的算法已有若干讨论. 自 Guarnieri 等

最早提出一种 DNA 加法算法[16]以来, Gupta 等[17], 

Wasiewicz 等[18]陆续提出若干种加法算法方案, 但这

些方案最大的弱点是实验中生物操作步骤会随着参

与运算的位数的增加而增加 , 这是实验可操作性上

的致命影响.  

若在 DNA 计算方法中使用自组装方法, 则可能

使之具备自发反应特性. 1998 年 Winfree 等构造出若

干种 DNA 链互相拼接而成的自组装模型 (DX 模

块)[19], 2004 年 Rothemund 等使用自组装模型完成了

DNA 计算的 XOR 操作[20], 使用自组装模型在运算过

程中可有效控制人为生物操作步骤 , 赵健等基于线

性自组装模型提出了加法算法 [21], 其生物操作步骤

为常数, 算法特性优于此前的 DNA 加法方案.  

虽然在计算机传统计算方法中 , 减法运算可以

通过转换为补码按照与加法相同的规则实现 , 但在

DNA 计算中, 若按照同样的方式执行运算, 存在两

个弊端 : 首先 , 需另外设计增加运算前转换补码模

块, 以及运算后将结果转换原码模块, 加之加法运算

模块构成整体, 而这 3 个模块之间的连接需要人工操

作, 限制整个过程的自组装自发连续性; 其次, 补码

与原码的互相转换若使用 DNA 计算实现, 其反应规

模对于整个减法运算来说远不是一个可忽略过程 , 

人为增加了反应的难度. 因此, 针对于减法运算模块

特定编码的研究仍然具有其实际意义.  

减法作为最重要的运算模块之一 , 模减法运算

则在密码系统中更为重要 . 其易于实验操作的有效

方案尚鲜有提及, 其难点在于减法借位约束关系, 被

减数与减数大小的比较, 以及模运算的处理. 不能直

接改换 DNA 加法方案的编码数据到 DNA 减法运算, 

需给出新的编码方案来处理减法借位时的状态和模

运算.  

本文提出一种基于线性自组装方法的 DNA 减法
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模运算, 给出 DNA 减法的编码方法, 该算法可在简

洁的实验步骤下完成 DNA 减法运算, 最终反应生成

链中除包含结果外还包含被减数与减数的每一位数

值、每一位借位信息及扩展借位信息, 其中扩展借位

信息标志着被减数与减数的大小判断 , 且整个实验

过程中, 对于运算位数 n, 整个单链库的规模为 O(n), 

生物操作复杂度为常数.  

1  算法原理 

1.1  表示方法及约束条件定义 

在本算法中, 被减数与减数分别标记为 A 和 B, 

均为非负整数. A-B 的结果以 S 表示, 其中 A, B, S 均为

用 n 位表示的二进制数, 高位不足 n 位的以 0 补满.  

在算法描述中间过程中, 记被减数、减数、结果

的第 i 位分别为 Ai , Bi, Si. 在进行第 i 位上的运算时, 

记当前位的借位为 Ci.  

第 i 位上的减法计算由下列两步组合而成:  

Ⅰ) 以 Ai 与当前位上的借位 Ci 相减, 得出中间

结果 Hi, 其中可能发生后一位的借位, 以 Ci+1 记录后

一位的借位情况;  

Ⅱ) 综合中间结果 Hi 与后一位的借位情况 Ci+1, 

令 Hi 与 Bi 相减, 并更新 Ci+1 的值. 其中, 在第一步求

得中间结果的过程中, 对于不同的 Ai 与借位 Ci 的组

合, 其产生的结果如表 1 所示.  

从表中易知, Hi 与 Ci+1 只可能有(0,0), (1,0), (1,1)

三种组合.  

在第二步计算中, 最终的结果 Ci+1, Si 由 Bi 及上

一步中间结果 Hi, Ci+1 共同决定. Bi 只有 0 和 1 两种取

值, 每种取值对应 Hi 与 Ci+1 三种组合, 按照减法法则, 

其计算结果如表 2 所示.  

由表 1、表 2 可知, 在第 i 位减法计算的第二步 

 
图 1  二进制减法中被减数、减数、结果的表示 

 
图 2  第 i 位上减法计算的两个步骤 

骤中, 所使用到的 Hi与 Ci+1由第一步给定. 而进行到第

i+1 位时, 计算的第一步骤中所需的 Ci+1 又可以从第 i

位减法计算第二步骤的结果得出. 因此, 第 i 位运算中

第一个表格的输出可作为第二个表格的输入, 而第二

个表格的输出可作为第 i+1 运算第一个表格的输入.  

自组装反应将根据这个特征来设计流程 . 对于

第 i 位被减数, 根据图 4 中输出条件组合的不同取值

给出约束条件; 对于第 i+1 位减数, 根据图 3 中输出

条件组合的不同取值给出约束条件 . 将这些约束条

件以真值表形式列出如表 3 所示.  

对于第 0 位, 由于 C0 和 S-1 都为空值, 则第 0 位

上对于 A0 的不同取值各包含 1 种约束条件, 中间结

果 H0 等于 A0, 且不发生下一位上的借位, 因此这一

位的输出结果 H0 与 C1 的组合只有两种情况, 故对于

B0 的不同取值各包含 2 种约束条件. 而对于 i=1 时, 

令上一步的输出为约束条件, S0C1 有 00, 10, 11 三种

组合, 故 A1 的不同取值分别包含 3 种约束条件. 由于

每位的运算规则不变, 当 2<i≤n 时, 对于 Ai 的每个

取值包含 4 种约束条件, Bi 包含 3 种约束条件.  

1.2  DNA 单链库的设计及反应原理 

根据上一节的讨论, 对于 Ai 和 Bi 的每个取值都

包含有若干约束条件, DNA 单链库的设计可依照在

给定取值的一位情况下 , 每条单链表示一种约束条

件的原则进行.  

对于被减数的第 i 位值, 由上一节讨论知可将

Si−1Ci 视 为 约 束 条 件 , 此 处 以 单 链 Si–1Ci[xy]-Ai[z]- 
HiCi+1[wt]表示这个约束条件; 对于减数的第 i 位值, 

由上一节讨论知可将 HiCi+1 视为约束条件, 此处以单 

表 1  被减数、借位与中间结果的对应表 

Ai Ci Hi Ci+1 

0 0 0 0 

0 1 1 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

表 2  减数、中间结果与最终结果的对应表 

Bi Hi Ci+1 Si Ci+1 

0 0 0 0 0 
0 1 0 1 0 

0 1 1 1 1 

1 0 0 1 1 

1 1 0 0 0 

1 1 1 0 1 
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表 3  约束条件真值表 

A0=0 S−1 C0 H0 C1  A0=1 S-1 C0 H0 C1 
 Null Null 0 0   Null Null 1 0 

B0=0 H0 C1 S0 C1  B0=1 H0 C1 S0 C1 
 0 0 0 0   0 0 1 1 
 1 0 1 0   1 0 0 0 

A1=0 S0 C1 H1 C2  A1=1 S0 C1 H1 C2 
 0 0 0 0   0 0 1 0 
 1 0 0 0   1 0 1 0 
 1 1 1 1   1 1 0 0 

B1=0 H1 C2 S1 C2  B1=1 H1 C2 S1 C2 
 0 0 0 0   0 0 1 1 
 1 0 1 0   1 0 0 0 
 1 1 1 1   1 1 0 1 

A2=0 S1 C2 H2 C3  A2=1 S1 C2 H2 C3 
 0 0 0 0   0 0 1 0 
 0 1 1 1   0 1 0 0 
 1 0 0 0   1 0 1 0 
 1 1 1 1   1 1 0 0 

B2=0 H2 C3 S2 C3  B2=1 H2 C3 S2 C3 
 0 0 0 0   0 0 1 1 
 1 0 1 0   1 0 0 0 
 1 1 1 1   1 1 0 1 

···           
2<i≤n 时,   Ai, Bi 的约束条件与 A2, B2 相同 

 
链 HiCi+1[xy]-Bi[z]−SiCi+1[wt]表示这个约束条件. 其中

下标 i 表示第 i 位, []内则表示该位上的取值(0 或 1), 

下划线表示互补序列(设计互补的目的是为使反应自

发进行). 其中, 被减数单链中 HiCi+1[wt]段的内容通过

查表由 Si–1Ci[xy]-Ai[z]段决定, 减数单链中 SiCi+1[wt]

段的内容则通过查表由 HiCi+1[xy]-Bi[z]决定 . 例如 , 

单链 H2C3[10]−B3[1] −S3C4[00], 对应 B3=1, 其约束条

件是 H2=1, C3=0, 通过查表知结果 S3=0, 后一位上的

借位 C4=0, 以 S3C4[00]编码序列表示并连接在之后.  

为了 PCR 扩增方法能够读出最终结果, 令表示

A0 的单链的 Si–1Ci[xy]部分替换为开始引物 PrimerL, 

而在结束组连接上结束引物 PrimerR, 这样, 在反应

结束后以 PrimerL 和 PrimerR 为引物进行扩增即可得

到最终结果.  

根据运算的总位数 , 对于每一不同的位置下标

都以 m 个碱基的长度的 DNA 序列表示. 根据约束条

件, 当 i ≥1 时, 减数各个位所代表的约束条件组中表

示数值的编码固定, 当 i ≥2 时, 被减数各个位所代表

的约束条件组中表示数值的编码固定 , 不同位置上

仅是表示位置的编码改变. 因此, 当 i ≥1 时, 减数具

有统一的表达形式, 当 i ≥2 时, 被减数具有统一的表

达形式, 单链库中所有的单链元素图 3 所示.  

该单链库一经生成 , 即已包含了减法了运算规

则, 可反复使用. 每次运算时无需重新考虑各位的运

算限制 , 只需从单链库中选取相应的单链集混合反

应即可 . 单链库中单链自发组合形成的链条具有如

图 4 的结构形式. 

考虑到需对最终结果进行 PCR 扩增, 同时建立

如图 5 所示的运算数值互补单链库, 其可以填补单链

库自组装反应的空缺段 , 使得最终反应结果可以以

如图 6 所示结构的双链形式存在.  

1.3  对于被减数小于减数情况的处理 

减法区别于加法运算的一点是被减数小于减数

情况下的处理 . 本算法中并不对被减数与减数的大

小比较做特殊处理, 而是设置 Cn 这一符号位, 以区

分结果是 A≥B 所得还是 A<B 所得.  

令 iA′ 表示 A 的最低 i 位所表示的二进制数, 即 

1

0

2 ,
i

j
i j

j

A A
−

=

′ = ×∑                 (1) 

iB′ 意义相同.  

在 减 法 进 行 过 程 中 , 存 在 一 个 基 本 事 实 : 若

Ci=0, 则说明 A 的最低 i 位减去 B 的最低 i 位够减, 即

A′
i≥B′i, 反之则说明 iA′ < iB′ . 因此, 虽然运算针对 n 位

二进制数进行, 在其过程中不但包括 C0, C1, …, Cn−1

等 n 位借位信息, 还包括一位扩展借位信息 Cn(扩展

指此位已超出 n 位, An, Bn 不存在), Cn=0 表示 A≥B, 

Cn=1 表示 A<B, 被减数与减数的大小比较情况可以

从 Cn 上得出. 
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图 3  DNA 单链库设计 

 
图 4  单链库自组装形式示例 

 
图 5  运算数值互补单链库 

 

图 6  最终结果双链示例 

对于 A<B 的情况, 其被减数单链库与减数单链

库均与 A≥B 的情况相同, 即: A<B 时也按照 A≥B 时的

运算规则进行. 由于 Cn 的存在, 此时在实际意义上

相当于进行的是 2n+A–B 的运算, 即: A−B 模 2n 的结

果. 因此, 无需特意设置被减数与减数的顺序, 按照

相同的运算规则即可得出减法模运算的结果.  

1.4  DNA 减法反应步骤 

整个减法运算分为如下 5 个步骤进行: 

ⅰ ) 根据给定的被减数和减数每一位的数值 , 

从单链库中选取各个位代表的 DNA 约束链组;  

ⅱ) 将ⅰ)中选取的单链按照适当浓度在试管中

混合, 同时加以运算数值互补单链库, 在适当的实验

环境中, 如适宜的温度下等, 发生线性自组装反应;  

ⅲ) 以 T4 DNA 连接酶对自组装链的缺口进行修补; 

ⅳ) 以 PrimerL 和 PrimerR 为引物, 以得出最终

解 DNA 双链为目标, 通过 PCR 进行扩增;  

ⅴ) 扩增后对产物进行测序 , 按位读出减法结

果的每一位值.  

1.5  算法的正确性和实验室验证 

根据上文对减法约束条件的分析 , 在减法运算

的过程中 , 对于每一位运算数值与当前借位信息的

组合, 都对应着一个包含下一步的借位信息、中间结

果、最终结果的组合. 该对应以约束条件表现在参与

运算数的 DNA 单链中, 且约束条件以互补形式反映

在按位运算的单链上. 因此, 根据 DNA 的碱基互补

原则 , 算法在理论上的运算过程将严格遵循互补原

则, 亦即严格遵循图 3 所示的减法约束条件, 从而得

出了算法在运算逻辑上的正确性.  

在算法实验室的可行性方面 , 对于线性自组装

方法设计算法的过程 , 最本质的部分是单链库的设

计, 单链库设计的不同决定了实验目的的不同. 在单

链库设计之外, 其他步骤已有通用性的实践模板. 因

此, 对于本文提出算法的实验步骤设计, 只需替换相

似规模实验中的单链库即可.  

在以往的 DNA 计算研究中, 赵健等提出了基于

线性自组装的 DNA 加法并设计实验验证了算法的正

确性[21], 其算法复杂度、单链库规模与本文提出算法

类似 . 在本算法的实施中 , 只需将赵健等提出的实

验[21]中基于加法规则的单链库替换为本文图 3 所示的
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基于减法规则的单链库 , 即可使用同样的实验步骤

进行实验室验证 . 赵健等成功验证其提出的算法在

进行 4 位数加法正确性的实验步骤如下[21]:  

(1) 混合: 将表示给定运算数值的 DNA 单链在

从 DNA 库中选出, 在同一个试管中混合, 每条 DNA

单链的浓度为 50 pmol. 除了 A0 对应的 DNA 单链以

外, 所有的 DNA 单链都在 5′ 端加了磷酸, 为了实现

之后的连接反应.  

(2) 杂交: 室温杂交 30 min, 序列互补的 DNA 单

链会自发的同时的自组装在一起.  

(3) 连接: T4 DNA 连接酶室温连接 1 h.  

(4) PCR: 用磁珠吸附连接产物(A0 对应的 DNA

单链的 5′ 端有生物素标记)进行纯化, 将纯化后的连

接产物以 PrimerL 和 PrimerR 为引物做 PCR.  

(5) 测序: 将 PCR 产物测序. 根据该序列查找对

应的表示结果的段, 即可得到加法结果.  

由以上实验步骤可知 , 本文算法与其算法的本

质差异——DNA 单链库的设计, 在整个实验过程中

并不反映在实验步骤的差异上, 无论是混合、杂交或

连接、PCR 扩增、测序, 都是通用性的生物实验方法, 

在实验规模相同的条件下 , 并不受实验材料碱基序

列如何编排的影响.  

此处容易看出 , 实验中实施整个算法按位计算

的流程从而获得实验结果的关键在于步骤(2), 序列

互补的 DNA 单链自发自组装从而得出正确的反应结

果——而此步骤中反应结果的正确性是由该文单链

库设计在加法约束条件逻辑上的正确性决定的 . 而

根据上文对本文提出的算法在减法约束条件逻辑上

的正确性的说明可知 , 若将实验中的单链库替换成

本文的单链库 , 反应亦将得出正确的结果 . 同样的, 

这是由算法在按位进行减法运算约束条件逻辑上的

正确性决定的. 因此, 本文的算法可以利用赵健等的

实验流程[21]进行实验室验证.  

2  范例 

此处以 1101-0111 为例, 说明本算法中单链库的

形式以及反应结果.  

将表示 A3=1, A2=1, A1=0, A0=1, B3=0, B2=1, B1=1, 

B0=1 的 8 组单链从 DNA 库中挑选出, 如图 7 所示. 

加之以图 5 所示的运算数值互补单链库, 按照碱

基互补原则自组装反应后, 其中最长的一条链, 亦既

以 PrimerL 引物开头、PrimerR 引物结尾的链既为计

算结果, 如图 8 所示. 

从该链中读出最终结果: S0=0, S1=1, S2=1, S3=0, 

 

图 7  1101-0111 为例, 从减法单链库中挑选出的单链集 

 

图 8  表示 1101-0111 计算结果的链 
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可知结果为 0110, 由 C4=0 知所进行的是 A>B 的运算, 

且 A–B=0110 (mod 16), 这与逻辑运算的正确结果是

一致的.  

3  算法的性质 

性质 1: 给定 n 位(n>2)的运算数值 A 与 B, 进行

反应的单链数值是 O(n)的.  

说明: 根据图 5 中的约束条件真值表, A0 的给定

数值产生 1 条链, B0 的给定数值产生 2 条链; A1 的给

定数值产生 3 条链, B1 的给定数值产生 3 条链; 当 i>1

时, Ai 的给定数值产生 4 条链, Bi 的给定数值产生 3 条

链 , 结 束 组 包 含 4 条 链 . 故 反 应 单 链 的 总 数 为

9+7(n–2)+4=7n–1 条单链 . 参加反应的单链总数是

O(n)的.  

性质 2: 给定 n 位(n>2)的运算数值 A 与 B, 进行反

应直至产生结果中的人为参与生物操作步骤是常数.  

说明: 在挑选出参加反应的单链后 , 每条单链

都表示一种约束条件 , 表示正确结果链的组成部分

单链必有互补段 , 因此整个反应过程将通过自组装

自发进行 , 其中可能的人为参与步骤仅为调节实验

进行中的温度, 进行 PCR 扩增等, 与位数 n 无关. 因

此, 对于位数 n, 人为参与步骤是常数.  

性质 3: 算法不仅可以进行两数相减运算, 还能

对两个 n 位二进制数集合进行两两相减的并行运算, 

得出被减数集与减数集中任意组合模 2n 的差.  

说明: 令 A 表示被减数集, 令 B 表示减数集, 将

表示 A, B 中所有数值的单链分别从图 6 表示的被减

数与减数单链库中选出若干个拷贝 , 加之结束组的

若干个拷贝, 按照适当浓度混合, 基于 DNA 的并行

反应特性, 将得出 |A|*|B|个运算结果, 其结果链集合

表示的数值以集合 S 表示:  

{ | (mod 2 ), , },nS s s x y x A y B= = − ∈ ∈       (2) 

其中通过读取结果链中 Cn 段上的信息, 可知计算中

被减数与减数的大小关系.  

性质 4: 实验中能够进行的运算位数与编码的

关系. 

说 明 : 在将数值按照约束条件编码成单链时 , 

例如图 9 所示. 其中 Si-1CiAiHiCi+1 的编码包含两部分

信息, 一部分标识当前段所代表的元素, 如被减数、

中间结果等; 另一部分表示位置标识, 整个反应中所

能进行的计算位数由表示位置标识的长度而定. 

 

图 9  单链编码构成示例 

以 m 位碱基序列表示每个位置标识, 则整个过

程能进行计算位数为 4m 位. 例如, 以 20 位碱基序列

表示每个位置标识, 则能够计算 420, 既 240 位二进制

数的减法计算.  

4  结论 

本文提出的 DNA 减法模运算算法, 其具有以下

特性:  

(1) 整体编码方案一致. 不再对被减数与减数的 

大小进行分类而增加冗余. 

(2) 设置扩展借位信息 , 以扩展借位信息为被 

减数与减数大小判断的标志 , 并在结果中包含这一

标志.  

(3) 自发反应性强. 反应中人为生物操作不随运

算位数而增长 . 反应结束后对包含开始引物与结束

引物的链进行扩增测序即可得所需结果.  

(4) 充分利用 DNA 反应的并行特性. 算法不仅

可以进行两个数的减法模运算 , 还能对指定的被减

数集合与减数集合的任意元素两两进行减法模运算, 

得出遍历反应结果.  

DNA 因其巨大的并行反应特性, 作为一种计算

材料可以具有相当的计算潜力 . 若在计算中能够充

分利用 DNA 并行特性, 将可以得到较为可观的并行

计算能力. 目前, DNA 计算理论尚未形成统一完备的

体系 , 但其强大的并行反应特性所带来的并行计算

能力在本文提出的算法中已有体现 . 此领域的研究

在未来必将有更大的发展潜力.  
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