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摘要 本文考虑慢时间尺度下带松弛时间源项的高维一阶拟线性双曲型方程组 Cauchy 问题的光滑

解, 这个方程组具有非守恒的形式; 假设它是部分耗散的对称双曲组, 当松弛时间趋于零时, 它在形式

上趋于一个两阶非线性抛物型方程组. 在双曲型方程组满足一些结构性的假设下, 本文得到了两个收

敛性的结果.对于大初值,本文证明了双曲型方程组在一个对松弛时间一致的时间区间上的收敛性,当

初值在常数平衡态附近变化时,证明了光滑解关于时间的一致整体存在性和双曲型方程组的整体收敛

性. 本文也给出一些有物理背景的例子来作为这些结果的应用.
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1 引言

令 G 为 Rn 中的一个区域, Mn(R) 为所有的 n 阶实方阵的集合. 令 Q : G → Rn 为光滑的向量

函数, Aj (1 6 j 6 d) : G → Mn(R) 为光滑的矩阵函数. 考虑如下带松弛源项的一阶拟线性双曲型方

程组:

∂t′U +
d∑

j=1

Aj(U)∂xjU =
Q(U)

ε
, t′ > 0, x ∈ Rd, (1.1)

其中 t′ 和 x 分别表示通常的时间和空间变量; U : R+ × Rd → Rn 是未知函数; ε ∈ (0, 1] 是小参数, 在

物理模型中, 它通常表示松弛时间, 所以, 零松弛极限是指在所考虑的问题中 ε → 0. 关于方程组 (1.1)

的零松弛极限问题已有很多成熟的研究, 已知在适当的稳定性条件下, 当 ε → 0 时, 可证明 (1.1) 的

极限仍为一阶双曲型方程组, 这方面的数学结果与模型可参见文献 [1–6], 与此相关的问题也可参见文

献 [7–9].
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本文考虑方程组 (1.1)的光滑解在慢时间尺度下的零松弛极限,慢时间 t由关系式 t = εt′ 来定义,

例如, 将 U 仍视为 (t, x) 的函数, 则 (1.1) 等价于

∂tU +
1

ε

d∑
j=1

Aj(U)∂xjU =
Q(U)

ε2
, t > 0, x ∈ Rd. (1.2)

给定光滑函数 Ū : Rd × (0, 1] → Rn, 考虑方程组 (1.2) 的 Cauchy 问题并给出初始条件

U(0, x) = Ū(x, ε), x ∈ Rd. (1.3)

假设 (1.2) 是对称双曲组 [10], 即对所有的 U ∈ G, 存在一个对称正定矩阵 A0(U), 称为对称子, 使

得对所有的 j ∈ {1, . . . , d},
Ãj(U)

def
= A0(U)Aj(U)

是对称矩阵. 对称双曲组 (1.2) 具有的一个重要性质是, 光滑解 Uε 满足下列的能量等式 (参见文

献 [11]):

d

dt
⟨A0(U

ε)Uε, Uε⟩ = ⟨divεA(Uε)Uε, Uε⟩+ 2

ε2
⟨A0(U

ε)Q(Uε), Uε⟩, (1.4)

其中 ⟨·, ·⟩ 表示 L2(Rd) 的内积,

divεA(U) = ∂tA0(U) +
1

ε

d∑
j=1

∂xj Ãj(U). (1.5)

以下记 ∥ · ∥为 L2(Rd)的范数,对任何正整数 s,记 Hs 为通常的 Sobolev空间 Hs(Rd)并用 ∥ · ∥s 表示
它的范数. 由于 A0(U)是对称正定矩阵,所以,当 U 为有界函数时, ⟨A0(U)U,U⟩就等价于 ∥U∥2. 在上
述能量等式的基础上, Lax [12] 和 Kato [13] 分别证明了光滑解的局部存在性定理, 它可陈述如下 (参见

文献 [11]). 假设 s > d/2+1, Ū(·, ε) ∈ Hs,则存在一个最大时间 Tε > 0,使得 Cauchy问题 (1.2)和 (1.3)

具有唯一的定义在 [0, Tε) 上的光滑解 Uε, 并且

Uε ∈ C([0, Tε), H
s) ∩ C1([0, Tε),H

s−1).

一般情形下, Tε 依赖于 ε,如 Tε = +∞, 则光滑解关于时间整体定义,否则光滑解只在局部时间区域上

定义.

拟线性双曲型方程组 (1.2) 的一个重要性质是, 光滑解一般会在有限时间内破裂并出现激波 (参

见文献 [11,12,14,15]), 此时必有

Tε < +∞, lim
t→T−

ε

∥Uε(t, ·)∥s = +∞.

对于零松弛极限问题,此时要保证的一个基本结论是,存在不依赖于 ε > 0的常数 T0 > 0,使得当 ε充

分小时, Tε > T0. 另一方面,具有耗散结构的方程组可以阻止间断的形成,并得到它在常数平衡态附近

整体光滑解的存在性,耗散结构的性质由方程组的右端项 Q与 Aj 的耦合关系来体现. Hsiao和 Li [16]

给出了一维方程组的一个全耗散条件, 并在此条件下得到了 Cauchy 问题在平衡态附近整体光滑解的

存在性. 然而具有物理意义的数学模型经常不满足全耗散条件, 而只满足部分耗散条件. Hanouzet 和

Natalini [17] 及 Yong [18] 给出了一些部分耗散条件,结合其他的一些对方程组的结构性条件,他们分别

在一维和高维的情形下, 得到了守恒律方程组的 Cauchy 问题在平衡态附近整体光滑解的存在性.
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本文主要考虑两个问题, 分别是 Cauchy 问题 (1.2) 和 (1.3) 的局部光滑解和整体光滑解在 ε → 0

时的收敛性,并综述已经在文献 [19,20]中得到的一些结果,它们是本文中的定理 3.1、4.1和 4.2. 我们

将看到, 与 (1.1) 的情形不同的是, 方程组 (1.2) 一般收敛于二阶抛物型的方程组. 对于一些特殊的双

曲型方程组收敛于抛物型方程组的问题, 前人已有一些研究, 可参见文献 [21–28], 其中的一些问题将

在注 3.1 和最后一节的例子中给出更多的解释. 文献 [29] 也考虑了用 BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)

模型来逼近抛物型方程的问题. 除此之外, 我们还考虑当 ε > 0 固定时, 非守恒律方程组的 Cauchy 问

题 (1.2) 和 (1.3) 整体光滑解的存在性, 主要结果是定理 4.3.

最后我们指出, 当 (1.2) 的右端项还依赖于 ε 时, 即 Q = Q(ε, U), 文献 [19] 也证明了 Cauchy 问

题 (1.2) 和 (1.3) 的局部光滑解的收敛性, 这样一种 Q 依赖于 ε 的情形在以前的文献中未曾见到, 但

它包含了等离子体模型中的一个 Euler-Maxwell 方程组 (参见文献 [30]).

下面采用文献 [24] 中的一些记号并对方程组 (1.2) 给出一些结构性的假设. 首先, 令 r ∈ {1, 2,
. . . , n}. 记

U =

 u

v

 , u ∈ Rn−r, v ∈ Rr.

对任何向量 V ∈ Rn, 记

V =

 V I

V II

 , V I ∈ Rn−r, V II ∈ Rr.

对任何 M ∈ Mn(R), 用 M11 M12

M21 M22

 , M11 ∈ Mn−r(R), M22 ∈ Mr(R)

来表示 M 的分块形式. 为简单起见, 假设 Aj(U) 满足

A11
j (u, 0) = 0, (1.6)

并且源项 Q(U) 具有下列形式:

Q(U) =

 0

q(U)

 , (1.7)

其中 q : G → Rr 是光滑函数并满足

∀ (u, 0) ∈ G, q(u, v) = 0 ⇔ v = 0, ∂vq(u, 0) 是可逆阵. (1.8)

需要指出的是, 在本文研究的问题中, (1.6) 可以由其他一些比较弱的条件来代替, 此时, (1.2) 的极限

方程组会伴随一些微分限制方程组, 具体可参见文献 [19,20] 和注 4.1.

方程组 (1.2) 的部分耗散条件可以表述如下 (参见文献 [5]): 存在一个常数 c0 > 0 使得

A0(u, 0)Q
′(u, 0)V · V 6 −c0|V II |2, ∀ (u, 0) ∈ G, ∀V ∈ Rn, (1.9)

其中 | · | 表示 Rn 中的 Euclid 范数. 条件 (1.7)–(1.9) 蕴含着 Q′(u, 0) 为分块对角矩阵, 更进一步有

Q′(u, 0) = diag(0, ∂vq(u, 0)), ∂vq(u, 0) 是负定阵. (1.10)
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且 A0(u, 0) 也为分块对角矩阵, 即 A12
0 (u, 0) = 0 (参见文献 [5]). 在能量估计中, 由条件 (1.9) 可以得到

变量 v 的耗散估计. 此外, 当 r = n 时, (1.9) 表示的是一个全耗散条件.

本文的结构如下: 第 2 节用渐近展开的方法来揭示 (1.2) 的光滑解在 ε → 0 时满足的极限方程

组. 第 3 节给出局部光滑解的收敛性定理. 第 4 节在常数平衡态附近来研究光滑解的一致整体存在

性和收敛性, 并给出极限方程组的抛物性质, 研究了当参数 ε 固定时非守恒律方程组 (1.2) 的 Cauchy

问题光滑解的整体存在性. 最后一节给出一些具有物理背景的例子, 它们都满足主要定理中需要的

条件.

2 光滑解的形式渐近展开

既然 ε → 0, 考虑 Cauchy 问题 (1.2) 和 (1.3) 具有下列形式展开的近似解:

+∞∑
k=0

εk(Uk(t, x) + Ik(τ, x)), Uk =

 uk

vk

 , τ =
t

ε2
, (2.1)

其中 Ik 为 t = 0 附近的校正项, 也可称为初始层项, 这里要求当 τ → +∞ 时, Ik(τ, ·) 指数衰减于零.

下面, 我们形式上推导 Uk 和 Ik 满足的方程组. 首先注意到, 对任何光滑函数 H 和 V =
∑+∞

k=0 ε
kVk,

形式上有

H(V ) = H(V0) +
+∞∑
k=1

εk[H ′(V0)Vk + C(H, k, V )], (2.2)

其中 C(H, k, V )仅依赖于 H 和 V = (V0, V1, V2, . . .)的前 k 个分量,并且 C(H, 1, V ) = 0. 关于 Uk 和 Ik

满足的方程组的推导主要是基于这样一个事实: 由 (2.1) 定义的级数和
∑+∞

k=0 ε
kUk(t, x) 都是 (1.2) 的

形式解. 以下关于 Uk 和 Ik 满足的方程组的形式推导与文献 [24] 中的计算类似.

2.1 Uk 的方程组的推导

首先将
∑+∞

k=0 ε
kUk(t, x) 代入 (1.2), 并比较 ε 的各阶次方项的系数可得

ε−2 : Q(U0) = 0, (2.3)

ε−1 :
d∑

j=1

Aj(U0)∂xjU0 −Q′(U0)U1 = 0, (2.4)

εk : ∂tUk +
d∑

j=1

Aj(U0)∂xj
Uk+1 +

k∑
l=0

d∑
j=1

[A′
j(U0)Ul+1 + C(Aj , l + 1, U)]∂xj

Uk−l

− [Q′(U0)Uk+2 + C(Q, k + 2, U)], ∀ k > 0. (2.5)

利用假设 (1.6)–(1.8), 由方程组 (2.3) 可得 v0 = 0, 由方程组 (2.4) 可得

d∑
j=1

A21
j (u0, 0)∂xju0 − ∂vq(u0, 0)v1 = 0.
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所以,

v1 = ∂vq(u0, 0)
−1

d∑
j=1

A21
j (u0, 0)∂xju0. (2.6)

类似地, 方程组 (2.5) 可写为如下两个子方程组:

∂tuk +

d∑
j=1

A12
j (U0)∂xjvk+1 + fk((Ui,∇Ui)06i6k, vk+1) = 0, ∀ k > 0, (2.7)

∂tvk + gk((Ui,∇Ui)06i6k+1)− ∂vq(u0, 0)vk+2 = 0, ∀ k > 0, (2.8)

其中 fk 和 gk 由下面的式子给出:

fk((Ui,∇Ui)06i6k, vk+1) =
k∑

l=0

d∑
j=1

[(∂vA
11
j (U0)vl+1 + C(A11

j , l + 1, U))∂xjuk−l

+ (∂uA
12
j (U0)ul+1 + ∂vA

12
j (U0)vl+1 + C(A12

j , l + 1, U))∂xjvk−l] (2.9)

和

gk((Ui,∇Ui)06i6k+1) = C(q, k + 2, U) +
d∑

j=1

[A21
j (U0)∂xjuk+1 +A22

j (U0)∂xjvk+1]

+

k∑
l=0

d∑
j=1

[(∂uA
21
j (U0)ul+1 + ∂vA

21
j (U0)vl+1 + C(A21

j , l + 1, U))∂xjuk−l

+ (∂uA
22
j (U0)ul+1 + ∂vA

22
j (U0)vl+1 + C(A22

j , l + 1, U))∂xjvk−l]. (2.10)

由方程组 (2.8) 可得

vk+1 = ∂vq(u0, 0)
−1[∂tvk−1 + gk−1((Ui,∇Ui)06i6k)], ∀ k > 1. (2.11)

需要指出的是, 由于 v0 = 0, 从 (2.9) 可以看出, fk 确实不依赖于 uk+1.

对 k = 0, 由 (2.7) 和 (2.9) 可得

∂tu0 +
d∑

j=1

[A12
j (u0, 0)∂xjv1 + ∂vA

11
j (U0)v1∂xju0] = 0.

再与 (2.6) 结合可见, u0 满足下列的两阶非线性偏微分方程组:

∂tu0 +

d∑
i,j=1

Aij(u0)∂
2
xixj

u0 +

d∑
i,j=1

Bij(u0)∂xiu0∂xju0 = 0, (2.12)

其中系数 Aij 和 Bij 由下两式定义:

Aij(u0) = A12
i (u0, 0)∂vq(u0, 0)

−1A21
j (u0, 0), (2.13)

Bij(u0) = A12
i (u0, 0)∂u[∂vq(u0, 0)

−1A21
j (u0, 0)] + ∂vA

11
j (u0, 0)∂vq(u0, 0)

−1A21
i (u0, 0). (2.14)
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类似地, 对 k > 1, 由 (2.7) 和 (2.11) 可见, uk 满足一个两阶线性偏微分方程组, 它可写为

∂tuk +

d∑
i,j=1

Aij(u0)∂
2
xixj

uk +

d∑
j=1

Ck
j ∂xjuk +

d∑
j=1

Dk
j uk + Ek = 0, (2.15)

其中系数 Ck
j、D

k
j 和 Ek 可以依赖于 (Ui)06i6k−1 及它关于 t 和 x 的一阶导数, 但不依赖于 uk.

从以上推导可以看出,由关系式 (2.6)和 (2.11)可知, Uk 完全由 uk 的求解来决定,注意到由 (2.12)

和 (2.15) 定义的方程组具有相同的主部算子

∂t +
d∑

i,j=1

Aij(u0)∂
2
xixj

,

所以, 矩阵 Aij(u0) 完全决定了这两个方程组的性质. 下面的结果给出了这两个方程组为抛物型的一

个充分条件, 它的证明可参见文献 [24].

命题 2.1 令 ω = (ω1, . . . , ωd) ∈ Rd \ {0} 和

A21(ω, u0) =
d∑

j=1

ωjA
21
j (u0, 0).

假设 Ker(A21(ω, u0)) = {0}, 即 r > n − r 且 A21(ω, u0) 是一个满秩矩阵, 则
∑d

i,j=1 ωiωjAij(u0) 是一

个负定矩阵, 即 (2.12) 和 (2.15) 同为严格抛物型方程组.

2.2 Ik 的方程组的推导

由于 t = ε2τ , 则有形式展开

+∞∑
k=0

εkUk(t, x) =

+∞∑
k=0

εkPk(τ, x), (2.16)

其中

Pk(τ, x) =

⌊k/2⌋∑
l=0

τ l

l!

∂lUk−2l

∂tl
(0, x).

由此得到

+∞∑
k=0

εk(Uk(t, x) + Ik(τ, x)) =

+∞∑
k=0

εk(Pk(τ, x) + Ik(τ, x)). (2.17)

现将方程组 (1.2) 用变量 (τ, x) 写为

∂τU + ε
d∑

j=1

Aj(U)∂xjU = Q(U).

将 (2.17) 代入 (1.2) 并利用 (2.2) 可得
∂τ (I0 + P0) = Q(I0 + P0),

∂τ (I1 + P1) = Q′(I0 + P0)(I1 + P1)−
d∑

j=1

Aj(I0 + P0)∂xj (I0 + P0),

∂τ (Ik + Pk) = Q′(I0 + P0)(Ik + Pk) + F(k, I + P ), ∀ k > 2,
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其中 F(k, I + P ) 只依赖于 I + P
def
= (Ii + Pi)i>0 的前 k 个分量, 并且由下式表示:

F(k, I + P ) = −
d∑

j=1

Aj(I0 + P0)∂xj (Ik−1 + Pk−1)−
k−2∑
l=0

d∑
j=1

[A′
j(I0 + P0)(Il+1 + Pl+1)

+ C(Aj , l + 1, I + P )]∂xj (Ik−2−l + Pk−2−l), ∀ k > 2.

另一方面, 由 (2.16) 可知,
∑+∞

k=0 ε
kPk(τ, x) 也是 (1.2) 的解, 所以也有
∂τP0 = Q(P0),

∂τP1 = Q′(P0)P1 −
d∑

j=1

Aj(P0)∂xjP0,

∂τPk = Q′(P0)Pk + F(k, P ), k > 2.

由于 P0(τ, x) = U0(0, x) 和 Q(0, P0) = 0, 可得∂τI0 = Q(I0 + P0),

∂τIk = Q′(I0 + P0)Ik + [Q′(I0 + P0)−Q′(P0)]Pk(τ, x) + G(k, τ, x), ∀ k > 1,
(2.18)

其中

G(k, τ, x) = F(k, I + P )−F(k, P ), ∀ k > 1,

F(1, I + P ) = −
d∑

j=1

Aj(I0 + P0)∂xj (I0 + P0).

同样地, 将初始值 Ū 作形式展开得到

Ū(x, ε) =

∞∑
k=0

εkŪk(x), Ūk =

 ūk

v̄k

 .

如果
∑+∞

k=0 ε
k(Uk(t, x) + Ik(τ, x)) 是 (1.2) 和 (1.3) 的解, 则应有

Uk(0, x) + Ik(0, x) = Ūk(x),

或等价地有 uk(0, x) + IIk(0, x) = ūk(x),

vk(0, x) + IIIk (0, x) = v̄k(x), ∀ k > 0,
(2.19)

其中

Ik =

 IIk

IIIk

 .

由 (2.18) 中的第一个方程和条件 (1.7), 显然有 ∂τI
I
0 = 0, 所以可取 II0 = 0. 结合 v0 = 0, 可得

u0(0, x) = ū0(x), III0 (0, x) = v̄0(x). (2.20)
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这就定义了 u0 和 III0 的初始值. 此外, III0 满足非线性常微分方程组

∂τI
II
0 = q(ū0(x), I

II
0 ). (2.21)

由 (1.10) 可知, ∂vq(u, 0) 为负定阵, 所以, 常微分方程组 (2.21) 在 III0 = 0 的附近是可求解的, 参见文

献 [31] 和 [19, 引理 4.1]. 用同样的方法可以推导出 uk 和 Ik 的初始值及 Ik 满足的线性方程组, 这里

的具体计算省略, 可参见文献 [19, 24].

3 方程组的局部收敛性

由上一节的讨论可知, II0 = 0; u0和 III0 满足非线性的偏微分或常微分方程组;对 k > 1, uk和 Ik满

足线性的偏微分或常微分方程组,并且 vk 可由 (Ui)06i6k−1 的求导和代数关系式 (2.6)和 (2.11)给出.

由于线性方程组相对容易求解, 所以, (Uk)k>0 和 (Ik)k>0 最终由 u0 和 III0 的求解来决定. 由命题 2.1

知, 我们可假设 (2.12), 即 u0 满足的方程组是严格抛物型的, 这样根据局部存在性的理论 (参见文

献 [32]), (2.12) 的 Cauchy 问题存在局部光滑解, 在 (1.7)–(1.9) 的假设下, 我们也能严格地给出 III0 在

周期区域上的求解, 参见文献 [19].

令 m > 2 和 Tm > 0. 假设已经得到了上述问题的光滑函数 (Uk)06k6m 和 (Ik)06k6m, 它们定义

在时间区域 [0, Tm] 上, 并且 Ik(τ, ·) 关于 τ 指数衰减. 在 [0, Tm] 上, 定义截断的近似解

Um
ε (t, x) =

m∑
k=0

εk(Uk(t, x) + Ik(τ, x)) (3.1)

及在方程组 (1.2) 中的误差

Rε
m = ∂tU

m
ε +

1

ε

d∑
j=1

Aj(U
m
ε )∂xjU

m
ε − Q(Um

ε )

ε2
. (3.2)

显然, Um
ε 是 (1.2) 的近似解的一个必要条件是, 当 ε → 0 时, Rm

ε → 0. 根据引言中所述, 已知 Cauchy

问题 (1.2) 和 (1.3) 的光滑解 Uε 定义在时间区间 [0, Tε) 上, 定义解的直接误差

W ε = Uε − Um
ε ,

则对所有的 T 1
ε ∈ (0, Tε) ∩ (0, Tm], W ε 在 [0, T 1

ε ] 上有定义. 当 ε → 0 时, 问题 (1.2) 和 (1.3) 的局部收

敛性归结于要证明 Tε > T0, 且 W ε 在一个不依赖于 ε 的固定时间区域上趋向于零. 更进一步, 事实

上, 我们可以证明当 ε 充分小时, Tε > Tm 且 W ε 在 [0, Tm] 上趋向于零.

由 Um
ε 的构造及直接验证可以得到 W ε 的初始误差估计和关于 Rε

m 的估计, 它的证明可参见文

献 [19].

引理 3.1 存在不依赖于任何时间和 ε 的常数 µ > 0 和 c > 0, 使得

∥W ε(0, ·)∥s 6 cεm, (3.3)

Rε
m = εm−1

 0

rm

+ εm−1F ε
m,
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其中 rm ∈ C([0, Tm], Hs), F ε
m ∈ C([0, Tm],Hs), 并满足

∥F ε
m(t)∥s 6 cε+ ce−

µt

ε2 , ∀ t ∈ [0, Tm].

引理 3.2 令 m > 2. 如果 ε > 0 充分小, 则存在一个最大时间 T 2
ε ∈ (0, Tε) ∩ (0, Tm], 使得

∥W ε(t)∥s 6 ε, ∀ t ∈ [0, T 2
ε ], (3.4)

∥W ε(T 2
ε )∥s = ε 或者 T 2

ε = Tm. (3.5)

证明 对任何 T 1
ε ∈ (0, Tε) ∩ (0, Tm], 由于 W ε ∈ C([0, Tε],H

s), 所以, t 7→ ∥W ε(t)∥s 是定义在
[0, T 1

ε ] 上的一个连续函数. 此外, 对任何固定的整数 m > 2, 任何固定的常数 c > 0 和充分小的 ε > 0,

总有 cεm < ε.

如果 Tm < Tε, 则 [0, Tε) ∩ [0, Tm] = [0, Tm], 这是一个有界闭区间. 由 (3.3) 可得, 存在一个最大时

间 T 2
ε ∈ (0, Tm], 使得 (3.4) 和 (3.5) 成立, 否则 Tm > Tε, 所以 [0, Tε) ∩ [0, Tm] = [0, Tε). 既然 Tε 是 Uε

的最大存在时间, 那么有

lim
t→T−

ε

∥W ε(t)∥s = +∞.

所以仍然存在一个最大时间 T 2
ε ∈ (0, Tm], 使得 (3.3) 成立并且有 ∥W ε(T 2

ε )∥s = ε. 这样就证明了 (3.4)

和 (3.5).

由 (1.2) 和 (3.2), 可得

∂tW
ε +

1

ε

d∑
j=1

Aj(U
ε)∂xjW

ε =
aε

ε
+

bε

ε2
−Rε

m, (3.6)

其中

aε =
d∑

j=1

[Aj(U
m
ε )−Aj(U

ε)]∂xjU
m
ε , bε = Q(Uε)−Q(Um

ε ).

令 α ∈ Nd 为多重指标并且 |α| 6 s. 记

∂α =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

, |α| = α1 + · · ·+ αd.

将微分算子 ∂α 作用于 (3.6) 并与 A0(U
ε)∂αW ε 在 L2(Rd) 中作内积, 由矩阵 A0 和 Ãj 的对称性, 我

们得到如下能量等式 (见 (1.4)):

d

dt
⟨A0(U

ε)∂αW ε, ∂αW ε⟩ = ⟨divεA(Uε)∂αW ε, ∂αW ε⟩+ 2

ε
⟨A0(U

ε)∂αaε, ∂αW ε⟩

+
2

ε2
⟨A0(U

ε)∂αbε, ∂αW ε⟩ − 2⟨A0(U
ε)∂αRε

m, ∂αW ε⟩

+
2

ε

d∑
j=1

⟨A0(U
ε)fε

αj , ∂
αW ε⟩,

其中 divεA(U
ε) 由 (1.5) 定义,

fε
αj = Aj(U

ε)∂xj (∂
αW ε)− ∂α(Aj(U

ε)∂xjW
ε).
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利用这个能量等式和引理 3.1,我们可以得到下面的引理,它给出了证明局部收敛性的一个最主要的估

计, 由于这个引理的证明篇幅较长, 这里省略, 具体可参见文献 [19].

以下用 c > 0 表示不依赖于时间和 ε 的适当的不同常数.

引理 3.3 存在不依赖于 ε 的常数 c1 > 0 使得对任何 t ∈ (0, T 2
ε ] 和任何 α ∈ Nd, |α| 6 s, 有下列

能量估计:

d

dt
⟨A0(U

ε)∂αW ε, ∂αW ε⟩+ c1
ε2

∥∂αW II,ε(t)∥2

6 c

ε2
∥W II,ε(t)∥2|α|−1 + c

(
1 +

1

ε2
νε(t)

)
∥W ε(t)∥2s

+
c

ε2
∥W II,ε(t)∥s∥W ε(t)∥2s + cε2m, (3.7)

其中 ∥W II,ε∥−1 = 0,

νε(t) = e−
µt

ε2 . (3.8)

关于方程组 (1.2) 的局部收敛性, 我们有如下的结果.

定理 3.1 令 s > d/2 + 1 是正整数, Uε 是 Cauchy 问题 (1.2) 和 (1.3) 定义于它的最大存在时间

区间 [0, Tε) 上的光滑解. 令 m > 2 是任意固定的整数, Um
ε 为由渐近展开方法构造的定义于 [0, Tm]

上的近似解, 并且 Tm 不依赖于 ε. 假设 (1.6)–(1.9) 成立, 则存在 ε0 > 0 使得对所有的 ε ∈ (0, ε0], 有

Tε > Tm 和

sup
06t6Tm

∥Uε(t)− Um
ε (t)∥s 6 cεm, (3.9)

并且 ∫ Tm

0

∥vε(t)− vmε (t)∥2sdt 6 cε2(m+1). (3.10)

证明 为简单起见, 在证明中, 我们去掉所有的上标 ε. 首先证明

∥W (t)∥2s +
1

ε2

∫ t

0

∥W II(t′)∥2sdt′ 6 cε2m, ∀ t ∈ [0, T 2
ε ]. (3.11)

在引理 3.3 中, 当 |α| = 1 时, (3.7) 的右端项 c
ε2 ∥W

II∥2 可被它的左端项 c1
ε2 ∥W

II∥2 当 |α| = 0 时来控

制. 更一般地, 令 η ∈ (0, 1]. 将 (3.7) 乘以 η|α| 并对所有的指标 α ∈ Nd 和 |α| 6 s 作和可得

d

dt

∑
|α|6s

η|α|⟨A0(U
ε)∂αW,∂αW ⟩+ c1

ε2

∑
|α|6s

η|α|∥∂αW II(t)∥2

6 c

ε2

∑
|α|6s−1

η|α|+1∥W II(t)∥2|α| + c

(
1 +

1

ε2
νε(t)

)
∥W (t)∥2s

+
c

ε2
∥W II(t)∥s∥W (t)∥2s + cε2m,

其中常数 c 不依赖于 η. 现令 η 充分小, 则有

c

ε2

∑
|α|6s−1

η|α|+1∥W II(t)∥2|α| 6
c1
2ε2

∑
|α|6s

η|α|∥∂αW II(t)∥2,
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c1η
s

2ε2
∥W II(t)∥2s 6 c1

2ε2

∑
|α|6s

η|α|∥∂αW II(t)∥2.

所以,

d

dt

∑
|α|6s

η|α|⟨A0(U
ε)∂αW,∂αW ⟩+ c1η

s

2ε2
∥W II(t)∥2s

6 c

(
1 +

1

ε2
νε(t)

)
∥W (t)∥2s +

c

ε2
∥W II(t)∥s∥W (t)∥2s + cε2m.

由 Young 不等式可得

c∥W II(t)∥s∥W (t)∥2s 6 c1η
s

4
∥W II(t)∥2s +

c2

c1ηs
∥W (t)∥4s.

利用 (3.4), 我们得到

d

dt

∑
|α|6s

η|α|⟨A0(U
ε)∂αW,∂αW ⟩+ c1η

s

4ε2
∥W II(t)∥2s 6 c

(
1 +

1

ηs
+

1

ε2
νε(t)

)
∥W (t)∥2s + cε2m.

现固定 η > 0. 注意到 ∑
|α|6s

η|α|⟨A0(U
ε)∂αW,∂αW ⟩ ⇔ ∥W∥2s.

对任何 t ∈ (0, T 2
ε ], 将上述不等式在 [0, t] 上积分并利用 (3.3) 可得

∥W (t)∥2s +
1

ε2

∫ t

0

∥W II(t′)∥2sdt′ 6 c

∫ t

0

(
1 +

1

ε2
νε(t

′)

)
∥W (t′)∥2sdt′ + cε2m, ∀ t ∈ [0, T 2

ε ].

再注意到

∀ t 6 T 2
ε 6 Tm,

∫ t

0

(
1 +

1

ε2
νε(t

′)

)
dt′ 6 const.

所以, 由 Gronwall 不等式可得 (3.11).

最后证明 Tε > Tm. 由 T 2
ε 的定义知,我们只需证明 T 2

ε = Tm. 由引理 3.2可知, T 2
ε ∈ (0, Tε)∩(0, Tm]

并且 [0, T 2
ε ] 是使 (3.4) 和 (3.5) 成立的最大区间. 另一方面, 由 (3.11) 可得

∥W (t)∥s 6 cεm, ∀ t ∈ [0, T 2
ε ].

特别地, ∥W (T 2
ε )∥s 6 cεm. 当 m > 2 并且 ε 充分小时, 对所有固定的常数 c > 0, 总是有 cεm < ε. 这

样由 (3.5) 就得到 T 2
ε = Tm.

推论 3.1 在定理 3.1 的假设下, uε 在 C([0, Tm],Hs) 中一致收敛于抛物型方程组 (2.12) 满

足 (2.20) 中初值的光滑解 u0, 并且有误差估计

sup
06t6Tm

∥uε(t)− u0(t)∥s 6 cε. (3.12)

证明 由 (3.9) 得到

sup
06t6Tm

∥uε(t)− um
ε (t)∥s 6 cεm.
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由于 II0 = 0, 利用 (3.1), 在 C([0, Tm],Hs) 中关于 ε 一致性地成立

um
ε = u0 +O(ε).

再结合 m > 2 就得到 (3.12), 最后由此式就得到 uε 在 C([0, Tm],Hs) 中一致收敛于 u0, 所以, uε − u0

的初始值在 Hs 中强收敛于零.

注 3.1 Lattanzio 和 Yong [24] 考虑了下列形式的一阶拟线性对称双曲型方程组的零松弛极限:

∂tU +
1

ε

d∑
j=1

Aj(εU)∂xjU +
d∑

j=1

Āj(U)∂xjU =
Q(U)

ε2
, (3.13)

并假设 A11
j (0) = 0. 对于由 (1.3) 给出的光滑初值, 他们同样证明了局部光滑解的收敛性. 在这个方程

组中, 奇性项仅来自于 Aj(εU)/ε 和 Q(U)/ε2, 处理包含 Āj(U) 的项是没有任何困难的, 第一个奇性项

的好处在于,对任何 α ∈ Nd, |α| > 1, ∂α(Aj(εU)/ε)本质上没有奇性,这对处理高阶能量估计带来极大

的便利. 现在将 (1.8) 写为

∂tU +
1

ε

d∑
j=1

Aj(0)∂xjU +
d∑

j=1

(
Āj(U) +

Aj(εU)−Aj(0)

ε

)
∂xjU =

Q(U)

ε2
.

既然 (Aj(εU)− Aj(0))/ε 本质上没有奇性, 我们可以看出 (3.13) 只是半线性方程组的一个推广. 在最

后一节的例子中我们可以看到, 文献 [24] 中的结果不能应用于给出的任何一个拟线性方程组的例子.

注 3.2 比方程组 (1.2) 更一般的一个情形是, 它的右端项 Q 不仅依赖于 U 还依赖于 ε, 即

Q = Q(ε, U), 此时光滑解的局部收敛性的结果也已经在文献 [19] 中得到, 这种情形包含了一个 Euler-

Maxwell 方程组, 它是关于等离子体物理的一个模型.

4 方程组的整体收敛性

在本节中, 为简单起见, 假设 (1.3) 中的初始值 Ū 不依赖于 ε: Ū = Ū(x).

方程组 (1.2) 关于时间的整体收敛性与它的光滑解的整体存在性具有紧密的联系, 事实上, 它是

建立在解关于 ε 的一致整体存在性的基础上. 首先固定参数, 取 ε = 1, 考虑带部分耗散结构的守恒律

方程组

∂tU +
d∑

j=1

∂xjFj(U) = Q(U). (4.1)

方程组 (1.2)或 (4.1) 的平衡态是指常数向量 Ue ∈ G 使得 Q(Ue) = 0, 它显然是方程组 (4.1) 的一个特

解. 由假设 (1.7) 和 (1.8) 可得 Ue = (ue, 0), 其中 ue ∈ Rn−r 为常数向量. 关于方程组 (4.1) 光滑解整

体存在性的证明本质上需要两个条件, 第一个是熵耗散条件

[η′(U)− η′(Ue)]Q(U) 6 −c0|q(U)|2, (4.2)

其中 η 表示 (4.1) 的一个严格凸熵. 这个条件与 (1.9) 类似, 并且, 如果 (1.2) 由守恒律方程组 (4.1) 得

到, 如 Aj = F ′
j , 则由 (4.2) 可得到耗散条件 (1.9), 参见文献 [18]. 在引言中已经提到, 由耗散条件可得
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到能量估计中变量 v 的耗散估计. 第二个条件现在被称为 Shizuta-Kawashima 条件, 可参见文献 [33],

以下它也被简记为 (SK), 对于方程组 (1.2), 这个条件可写为

∀ω = (ω1, . . . , ωd) ∈ Sd−1, Ker(Q′(Ue)) 不包含矩阵
d∑

j=1

ωjAj(Ue) 的任何右特征向量, (4.3)

其中 Ker 表示核算子, Sd−1 表示 Rn 中的单位球面, 由 (SK) 条件可以得到 ∇u 的耗散估计. 在上述

的两个条件之下, 方程组 (4.1) 的 Cauchy 问题在平衡态附近整体光滑解的存在性已经被证明, 参见一

维空间的结果 [17] 和高维空间的结果 [18]. 并且文献 [26, 34] 还研究了解的长时间行为. 需要指出的是,

(SK)条件并不是光滑解整体存在性的必要条件,已知对多个不满足 (SK)条件的部分耗散的拟线性双

曲型方程组, 可以得到带小初值的整体光滑解的存在性, 这方面的结果可参见文献 [30,35–37].

现考虑依赖于 ε的方程组 (1.2),此时,文献 [17,18]中的结果可以简单地表述如下. 令 s > d/2+1为

正整数. 存在依赖于 ε的常数 δε ∈ (0, 1]和 cε > 0,使得当 ∥Ū−Ue∥s 6 δε时, Cauchy问题 (1.2)和 (1.3)

存在唯一的整体光滑解 Uε, 并满足

∥Uε(t)− Ue∥s 6 cε∥Ū − Ue∥s, ∀ t > 0.

在这个结果中, 有可能出现一个平凡的情形, 即

lim
ε→0

δε = 0,

此时, 当 ε → 0 时, 初始值只可取常数状态 Ue. 反之, 如果能够证明 δε 和 cε 确实不依赖于 ε, 则上述

情形可以得到避免, 这里涉及一致整体存在性的问题. 为此, 除了假设 (1.6)–(1.9) 和 (SK) 之外, 我们

还需要对对称子 A0 作下列的一个技术性的假设:

∀ (u, 0) ∈ Ge, ∂vA
11
0 (u, 0) = 0, (4.4)

其中 Ge ⊂ G 是 (ue, 0) 的一个邻域. 注意到这个假设在 n− r = 1 时总是满足的, 事实上, 此时 A11
0 是

一个取正值的函数, 所以可以用新的对称子 (A11
0 )−1A0 来代替 A0 使得上述条件满足.

对于带阻尼等熵的空气动力学方程组, 光滑解的一致整体存在性和收敛性问题已经得到了解决,

可参见文献 [25, 27]. 此后, 文献 [26] 考虑了具有 (1.2) 形式的一些特殊方程组, 其中 Aj(v) 为对称阵,

并不依赖于 u, 在这些假设下, 作者也得到了光滑解的一致整体存在性, 但没有研究解的收敛性. 另外

一个例子是在辐射迁移理论中得到的 M1 模型, 作者也得到了类似的结果, 可参见文献 [28]. 本节对

一般的方程组 (1.2) 考虑这个问题, 上述的几个例子可看作我们结果的特殊情形.

我们的主要结果如下.

定理 4.1 令 s > d/2 + 1 为正整数, Ū − Ue ∈ Hs. 假设条件 (1.6)–(1.9)、(4.3) 和 (4.4) 都成立,

则存在不依赖于 ε 的正常数 δ 和 c, 使得当 ∥Ū − Ue∥s 6 δ 时, 对所有的 ε ∈ (0, 1], Cauchy 问题 (1.2)

和 (1.3) 具有唯一的整体光滑解 Uε, 并满足 Uε − Ue ∈ C(R+;Hs) ∩ C1(R+;Hs−1) 和

∥Uε(t)− Ue∥2s +
∫ t

0

(
∥∇uε(τ)∥2s−1 +

1

ε2
∥vε(τ)∥2s

)
dτ 6 c∥Ū − Ue∥2s, ∀ t > 0. (4.5)

定理 4.1的证明主要是建立关于时间和 ε的一致估计 (4.5),这个过程需要一定的篇幅,这里省略,

具体细节可参见文献 [20]. 现在引入

wε =
vε

ε
. (4.6)
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关于定理 4.1 中得到的光滑解的整体收敛性结果可以叙述如下.

定理 4.2 在定理 4.1 的假设下, 当 ε → 0 时, 解序列 (uε, wε)ε>0 在下列意义下收敛:

uε ⇀ u, 在 L∞(R+,Hs) 中弱 -∗ 收敛, (4.7)

wε ⇀ w, 在 L2(R+,Hs) 中弱收敛. (4.8)

并对所有的 T > 0 和 s′ ∈ [0, s),

uε → u, 在 C([0, T ],Hs′

loc) 中一致收敛. (4.9)

此外, 极限 (u,w) 满足 u− ue ∈ L∞(R+,Hs), w ∈ L2(R+,Hs), u 是方程组 (2.12) 满足初值

u(0, x) = ū(x) (4.10)

的一个整体光滑解.

证明 首先指出, 将 (1.2) 写成分块的形式, 则 (uε, wε) 满足
∂tu

ε +
1

ε

d∑
j=1

A11
j (uε, εwε)∂xju

ε +
d∑

j=1

A12
j (uε, εwε)∂xjw

ε = 0,

ε2∂tw
ε +

d∑
j=1

A21
j (uε, εwε)∂xju

ε + ε
d∑

j=1

A22
j (uε, εwε)∂xjw

ε =
1

ε
q(uε, εwε).

(4.11)

由能量估计 (4.5) 可得, (uε − ue)ε>0 在 L∞(R+;Hs) 中有界, (wε)ε>0 在 L2(R+;Hs) 中有界. 由此推

得, 存在函数 u 和 w, 满足 u− ue ∈ L∞(R+;Hs), w ∈ L2(R+;Hs), 并使得当 ε → 0 时, 通过抽取子序

列 (仍用同样的记号, 下同), 有

uε ⇀ u, 在 L∞(R+;Hs) 中弱 -∗ 收敛,

wε ⇀ w, 在 L2(R+,Hs) 中弱收敛,

εwε → 0, 在 L2(R+,Hs) 中强收敛.

由于 A11
j (u, 0) = 0, 由 (4.11) 中的第一个方程组可知, (∂tu

ε)ε>0 在 L2(R+;Hs−1) 中有界. 所以,

∂tu ∈ L2(R+;Hs−1), 并且存在子序列, 使得当 ε → 0 时, 有

∂tu
ε ⇀ ∂tu, 在 L2(R+,Hs−1) 中弱收敛.

令 T > 0 和 R > 0, 则 (uε − ue)ε>0 和 (∂tu
ε)ε>0 分别在 L2(0, T ;Hs(BR)) 和 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中有

界. 由紧致性定理可得 (可参见文献 [38]),对所有的 s′ ∈ [0, s), (uε − ue)ε>0 是 C([0, T ];Hs′(BR))中的

相对紧集. 所以, 通过再次抽取子序列可得

uε → u, 在 C([0, T ];Hs′(BR)) 中一致收敛.

由此得到, 当 ε → 0 时,

Aj(u
ε, εwε) → Aj(u, 0), 在 L2(0, T ;Hs′(BR)) 中强收敛.
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由极限的唯一性可得, 当 ε → 0 时,

Aj(u
ε, εwε)

 ∂xju
ε

∂xjw
ε

 ⇀ Aj(u, 0)

 ∂xju

∂xjw

 , 在 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中弱收敛,

并且

ε

d∑
j=1

A22
j (uε, εwε)∂xjw

ε → 0, 在 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中强收敛.

另一方面, 利用 (1.6) 可得

1

ε
A11

j (uε, εwε) =
1

ε
[A11

j (uε, εwε)−A11
j (uε, 0)]

⇀ ∂vA
11
j (u, 0)w, 在 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中弱收敛.

同理可得
1

ε
q(uε, εwε) ⇀ ∂vq(u, 0)w, 在 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中弱收敛.

并对所有的 s′ ∈ [1, s), 有

∂xju
ε → ∂xju, 在 C([0, T ];Hs′−1(BR)) 中一致收敛.

由此得到

1

ε
A11

j (uε, εwε)∂xju
ε ⇀ ∂vA

11
j (u, 0)w∂xju, 在 L2(0, T ;Hs−1(BR)) 中弱收敛.

这样, 在广义函数的意义下, 我们可以在方程组 (4.11) 中通过极限并得到
∂tu+

d∑
j=1

A12
j (u, 0)∂xjw +

d∑
j=1

∂vA
11
j (u, 0)w∂xju = 0,

d∑
j=1

A21
j (u, 0)∂xju = ∂vq(u, 0)w.

既然 ∂vq(u, 0) 是可逆矩阵, 我们就证明了极限函数 u 满足方程组 (2.12). 现考虑 u 的初始值. 由于 uε

在 C([0, T ];Hs′(BR)) 中强收敛于 u, 因此有

uε(0, ·) → u(0, ·), 在 Hs′(BR) 中强收敛.

再由 uε(0, x) = ū(x) 可得, 在 Hs′(BR) 中成立 u(0, ·) = ū(·). 最后由 R 的任意性及 s′ > k − 1 > d/2

和连续嵌入 Hk−1(Rd) ↪→ C(Rd) 可得, u(0, x) = ū(x) 对所有的 x ∈ Rd 成立.

在定理 4.2中,除了解序列的整体收敛性,我们还得到了极限方程组的 Cauchy问题 (2.12)和 (4.10)

的解的整体存在性. 这个结果提示了方程组 (2.12) 具有一些好的性质. 事实上, 我们可以证明它确实

是严格抛物型方程组. 所以, Cauchy 问题 (2.12) 和 (4.10) 具有唯一光滑解.

命题 4.1 在定理 4.1 的假设下, 存在 ue 的一个不依赖于 ω 的邻域 Ωe 使得 (2.12) 在 Ωe 中是严

格抛物型方程组, 即对所有的 u ∈ Ωe 和 ω ∈ Sd−1,

d∑
i,j=1

ωiωjAij(u) (4.12)
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是负定矩阵, 其中 Aij(u) 由 (2.13) 定义. 并且 Cauchy 问题 (2.12) 和 (4.10) 具有唯一的光滑解 u, 并

满足

∥u(t, ·)− ue∥2s +
∫ t

0

∥∇u(τ, ·)∥2sdτ 6 c∥ū− ue∥2s, ∀ t > 0. (4.13)

证明 首先定义矩阵

A(ω, u) =

d∑
j=1

ωjAj(u, 0).

在引言中已经提到, 由假设 (1.7)–(1.9) 可得 A12
0 (u, 0) = 0 且 ∂vq(u, 0) 是负定阵. 将条件 (SK) 展开可

知, 它等价于

∀ω ∈ Sd−1, Ker(A21(ω, ue)) 不包含 A11(ω, ue) 的任何右特征向量.

因为 Sd−1 是 Rn 中的紧致集, 所以, 上述等价性条件蕴含着, 存在 ue 的一个邻域 Ωe 使得对所有的

u ∈ Ωe 和 ω ∈ Sd−1, Ker(A21(ω, u)) 不包含 A11(ω, u) 的任何右特征向量. 另一方面, 由 (1.6) 可得

A11(ω, u) = 0, 所以对所有的 u ∈ Ωe 和 ω ∈ Sd−1, 有

Ker(A21(ω, u)) = {0}.

由此得到 r > n− r. 最后由矩阵的秩定理可知,

rank(A21(ω, u)) = n− r,

即 A21(ω, u) 是满秩矩阵. 这样由命题 2.1 就得到由 (4.12) 定义的矩阵是负定的.

由方程组的严格抛物性质很容易得到解的唯一性和能量估计 (4.13), 可参见文献 [39].

定理 4.1给出了 Cauchy问题 (1.2)和 (1.3)的光滑解对于 ε ∈ (0, 1]的一致整体存在性,由于 (1.2)

为非守恒律的方程组, 它特别地给出了在 ε = 1 时关于拟线性双曲型非守恒律方程组光滑解的整体存

在性. 这里要说明的是, 所有的守恒律方程组都可写为非守恒律方程组的形式, 另外, 确实存在一些有

物理意义的非守恒律方程组的模型, 它们不能写为守恒律方程组的形式, 具体可参见文献 [40–42]. 事

实上, 对于这个问题, 我们可以得到下面叙述的一个更进一步的结果, 它的证明可参见文献 [20]. 这个

结果将文献 [17, 18] 中关于守恒律方程组光滑解的整体存在性推广至非守恒律的方程组, 在证明上它

们互相之间的差别仅在于 L2 的能量估计, 因为不管对守恒律方程组还是非守恒律方程组, 高价能量

估计都是由对称双曲型方程组的性质来得到的. 这个结果说明了, 当 ε 固定时, 我们不需要技术性的

条件 (4.4) 就能得到光滑解的整体存在性.

定理 4.3 令 s > d/2+1为正整数, ε = 1. 令 Ū −Ue ∈ Hs.假设条件 (1.6)–(1.9)和 (SK)都成立,

则当 Ū 在 Hs 中充分接近于 Ue 时, Cauchy 问题 (1.2) 和 (1.3) 存在唯一的整体光滑解 U 并满足

U − Ue ∈ C(R+;Hs) ∩ C1(R+;Hs−1).

特别地, 当 d > 3 时, 在上述的结论中, 我们不需要条件 (1.6) 就能得到整体光滑解的存在唯一性.

注 4.1 在定理 4.1–4.3 中, 条件 (1.6)、(1.8)、(1.9) 和 (4.4) 不是最优的. 例如, 在定理 4.1 和 4.3

中, 条件 (1.6) 可减弱为, 对所有的 u, A11
j (u, 0) 和 Ã11

j (u, 0) 都为常数矩阵, 并且

∂uA
0
j (u, 0)A

11
j (u, 0) = 0.

此外,由于我们只考虑在 (ue, 0)附近的整体光滑解,相应的一些假设也只需在 (ue, 0)的一个邻域中成

立即可, 具体的比 (1.6)、(1.8)、(1.9) 和 (4.4) 更弱的充分条件已在文献 [20] 中作了详细的讨论.
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5 例子

下面给出一些应用的例子, 用慢时间变量 t, 它们的方程组都具有 (1.2) 的形式, 其中除一个是半

线性方程组, 其他都是非线性方程组, 可以验证它们都满足条件 (1.6)–(1.9)、(4.3) 和 (4.4), 所以, 它们

都在定理 3.1 和 4.1–4.3 的应用范围内.

例 5.1 (广义离散的两速度模型) 这是一个一维半线性方程组,它可以写为 (可参见文献 [43–45])
∂tf +

1

ε
∂xf =

(f + g)γ(g − f)

ε2
,

∂tg −
1

ε
∂xg =

(f + g)γ(f − g)

ε2
, t > 0, x ∈ R,

其中 γ 是实数, f + g > 0. 作未知变量代换:

u = f + g, v = f − g,

则方程组可写为 
∂tu+

1

ε
∂xv = 0,

∂tv +
1

ε
∂xu = −2uγv

ε2
.

现令

U =

 u

v

 , A1 =

 0 1

1 0

 , q(U) = −2uγv,

则方程组具有 (1.2) 的形式, 对应于 n = 2 和 r = 1, 并且它为对称双曲组, 相应的对称子为单位阵.

很容易验证这个方程组满足条件 (1.6)–(1.9)、(4.3) 和 (4.4), 当 ε → 0 时, u 的极限满足非线性抛物型

方程

∂tu0 −
1

2
∂x(u

−γ
0 ∂xu0) = 0.

例 5.2 (带阻尼项的空气动力学方程组) 对于光滑解, 这个方程组可写为
∂tρ+

1

ε
div(ρv) = 0,

∂tv +
1

ε
(v.∇)v +

1

ε
∇h(ρ) = − v

ε2
, t > 0, x ∈ Rd,

其中 ρ > 0 和 v 分别表示气体的密度和速度, h 表示焓函数, 它与压力函数 p 的关系由下式来定义:

h′(ρ) =
p′(ρ)

ρ
.

通常我们假设对所有的 ρ > 0, 有 p′(ρ) > 0. 由于这个方程组的重要性, 前人已对它有很多的研究, 可

参见文献 [22,25,27,46].

现引入

U =

 ρ

v

 , Aj(U) =

 vj ρeTj

h′(ρ)ej vjId

 , j ∈ {1, . . . , d}, q(U) = −v,
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则方程组是具有 (1.2) 形式的对称双曲组, 它的对称子为

A0(U) =

 1 0

0 ρ(h′(ρ))−1Id

 ,

并且

Ãj(U) = A0(U)Aj(U) =

 vj ρeTj

ρej ρ(h′(ρ))−1vjId

 .

很容易验证这个方程组满足条件 (1.6)–(1.9)、(4.3) 和 (4.4), 当 ε → 0 时, ρ 的极限满足非线性抛物型

方程

∂tρ0 −∆p(ρ0) = 0,

并且它是线性方程的充要条件是 p 为线性函数.

例 5.3 (一维 Lagrange 坐标下带阻尼项的空气动力学方程组) 在例 5.2 中, 令 dy = ρdx− ρvdt,

则 Lagrange 坐标 (t, y) 当 ρ > 0 时有定义, 在这个坐标下, 一维带阻尼项的空气动力学方程组可写为
∂tτ − 1

ε
∂yv = 0,

∂tv +
1

ε
∂yp̄(τ) = − v

ε2
, t > 0, y ∈ R,

其中

τ =
1

ρ
, p̄(τ) = p

(
1

τ

)
.

文献 [47]研究了当 ε > 0固定时,整体光滑解的长时间行为.如果当 ρ > 0时,有 p′(ρ) > 0,则当 τ > 0

时, 必有 p̄′(τ) < 0. 令

U =

 τ

v

 , A1(U) =

 0 −1

p̄′(τ) 0

 ,

A0(U) =

 1 0

0 −(p̄′(τ))−1

 , q(U) = −v.

则方程组是具有 (1.2) 形式的对称双曲组, 它的对称子为 A0. 很容易验证这个方程组满足条件 (1.6)–

(1.9)、(4.3) 和 (4.4), 当 ε → 0 时, τ 的极限满足非线性抛物型方程

∂tτ0 + ∂2
yyp

(
1

τ0

)
= 0.

我们注意到当 τ 7→ p(1/τ) 是线性函数时, 极限方程组也是线性的, 这种情形对 Chaplygin 气体成立,

此时, p(ρ) = −ρ−1.

例 5.4 (M1 模型) 这个模型产生于辐射迁移理论, 在一维情形, 关于它的一致整体收敛性的问

题已在文献 [28] 中作了研究. 这个模型可写为
∂tρ+

1

ε
∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) +
1

ε
∂x(ρB(v)) = − v

ε2
, t > 0, x ∈ R,
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其中

ρ > 0, v <
2√
3
, B(v) =

1

3
+

2v2

2 + ∆(v)
,

这里

∆(v) =
√
4− 3v2.

令

U =

 ρ

v

 , A1(U) =

 v ρ

1
ρ (B(v)− v2) B′(v)− v

 , q(U) = −v,

则方程组为具有 (1.2) 形式的对称双曲组, 它的对称子为

A0(U) =

 1 0

0 3ρ2

(∆(v)−1)2

 .

所以,

Ã1(U) =

 v ρ

ρ 9ρ2v3

∆(v)(2+∆(v))(∆(v)−1)2

 .

很容易验证这个方程组满足条件 (1.6)–(1.9)、(4.3) 和 (4.4), 并且当 ε → 0 时, ρ 的极限满足线性热传

导方程

∂tρ0 −
1

3
∂2
xxρ0 = 0.

例 5.5 (Beauchard-Zuazua 模型) 这最后的一个例子涉及由 Beauchard 和 Zuazua 构造的一个

具非守恒形式的方程组 (参见文献 [26]). 它可写为

∂tU +
1

ε

d∑
j=1

Aj(v)∂xjU = − 1

ε2

 0 0

0 D

U, U =

 u

v

 , u ∈ Rn−r, v ∈ Rr, (5.1)

其中对 j ∈ {1, . . . , d}, Aj(v) 是对称矩阵并仅依赖于 v, 但不依赖于 u, D 是 r 阶常数正定矩阵. 显然,

这是一个对称双曲方程组, 满足 (1.7)–(1.9), 并且 Aj(0) 为常数矩阵. 由于这个方程组的对称子可取为

单位矩阵, 所以, 条件 (4.4) 也自动满足. 假设 (SK) 成立, 文献 [26] 证明了在 (ue, 0) 附近光滑解的一

致整体存在性, 根据注 4.1, 这个结果显然是定理 4.1 和 4.3 的特殊情形.

现进一步假设 (1.6) 成立, 即对所有的 j ∈ {1, . . . , d},

A11
j (0) = 0.

我们可以应用定理 4.2 来得到此方程组当 ε → 0 时的收敛性, 此时的极限方程组为

∂tu0 −
d∑

i,j=1

(A12
i (0)D−1A21

j (0)∂2
xixj

u0 + (A11
i )′(0)D−1A21

j (0)∂xju0∂xiu0) = 0.

再利用命题 4.1 可知, 对所有的 ω = (ω1, . . . , ωd) ∈ Sd−1, 常数矩阵

d∑
i,j=1

ωiωj(A
12
i (0)D−1A21

j (0))

1273



彭跃军: 一阶拟线性双曲型方程组慢时间尺度下的零松弛极限

是正定的, 并且在 ue 的一个邻域内, 极限方程组的 Cauchy 问题具有唯一的整体光滑解.

从这个例子可以看出,当 Aj 为常数矩阵时, (5.1)是线性方程组,如果将它的右端项换成 Q(U)/ε2,

则得到半线性的方程组. 假设 Aj 和 Q 满足 (1.6)–(1.9) 等条件, 则显然可以同样得到定理 4.1–4.3 中

的结论.
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Zero relaxation limit in slow time scaling for first-order

quasi-linear hyperbolic systems

PENG YueJun

Abstract In this paper, we consider smooth solutions to the Cauchy problem for a multidimensional first-

order quasi-linear hyperbolic system with a small parameter called relaxation time. The system is written in

non-conservative form in a slow time scaling. We suppose that it is symmetrizable hyperbolic and partially

dissipative. As the parameter goes to zero, it converges formally to a second-order nonlinear parabolic-type

system. Under additional structural conditions on the hyperbolic system, we justify this convergence at two

levels. For large initial data, we prove the local-in-time convergence of the system in a uniform time interval with
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respect to the parameter. When the initial data stay in a neighborhood of an equilibrium state, we prove the

uniform global existence of solutions and the global-in-time convergence of the system. We also give examples of

physical models to which the above results can be applied.

Keywords first-order quasi-linear hyperbolic system, zero relaxation limit, parabolic system, local and

global convergence
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