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摘要 本文研究线性离散时间广义系统的最优预见控制器的设计问题.首先完善了关于线性离散时

间广义系统最优调节理论的一个定理. 然后将一阶前向差分算子作用在状态方程和可预见的目标值

信号上, 构造了包含可预见目标值信号的广义扩大误差系统, 把跟踪问题转化为关于广义扩大误差

系统的调节问题, 并讨论了广义扩大误差系统的能稳性、因果能控性及因果能观性与原系统相应特

性的关系. 再利用因果能控性的特点, 通过引入预反馈把问题转化为一个等价的广义因果系统的调

节问题, 对二次型性能指标函数进行改造, 将问题转化为从广义扩大误差系统导出的正常系统的最

优控制问题.最后利用前述最优调节理论的定理,得到了带有预见前馈补偿的最优预见控制器. 为了

便于应用, 对所得到的理论给出了简明的实现步骤. 数值仿真结果说明了理论结果的正确性和有效

性.
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1 引言

比起通常的控制系统,广义系统是一类更一般化,并有着广泛应用背景的动力系统.广义系统又称

为奇异系统或隐式系统. 人们已经发现, 广义系统大量出现在电力系统、能源系统、航天工程、化学过

程、经济系统、社会系统和生物系统中 [1∼3]. 自 20 世纪 90 年代初至今, 广义系统理论的研究已从基

础向纵深发展, 涉及了从线性到非线性, 从无时滞到时滞 [4], 从定常系统到时变系统 [5], 从线性二次型

最优控制到 H2 和 H∞ 控制等 [6, 7], 取得了丰硕的成果. 另外, 文献 [8] 得到了切换广义系统的稳定性

条件, 文献 [9] 研究了基于观测器的随机广义系统的控制器设计问题.

预见控制研究的基本问题是: 当目标值信号的未来值为已知时, 如何对其加以利用以提高闭环系

统对目标值信号的跟踪性能. 继 Tomizuka 的开创性工作之后 [10], 人们在预见控制方面进行了大量的

研究 [11∼13], 其中, 带有预见前馈补偿的线性二次型最优控制理论已经非常完善. 近年来, 又有学者把

H2, H∞ 控制的思想引入预见控制研究中, 用于考察系统的鲁棒性 [14∼16]. 文献 [12] 提出了一种基于

T-S 模糊模型的鲁棒预见辅助操纵方法, 以补偿由于驾驶员输入延迟和飞机不确定性所导致的跟踪性

能降低、操纵负担过重的缺陷. 文献 [17] 把预见控制理论与多采样率系统相结合, 提出并较为系统地
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研究了具有输入时滞的多采样率系统的预见控制理论. 文献 [18, 19] 提出了一种基于信息融合估计的

预见控制方法, 还将其推广到了非线性系统中 [20].

在广义系统理论和预见控制理论都有了长足发展的前提下,将它们相结合来研究广义系统的最优

预见控制问题就自然地成为了一个新的课题. 它可以充分发挥两者的优势, 使所得结果更加完美. 但

是, 由于广义系统较一般系统有自己独特的性质, 例如广义系统不仅含有指数解, 还含有脉冲解. 广

义系统的极点除了有穷极点还有无穷极点等等 [21]. 这样就使得课题的研究过程存在着很多困难. 文

献 [22]提出了广义系统预见控制的概念并进行了初步研究.文献 [23]把文献 [22]的研究方法推广到多

采样率离散时间广义因果系统. 文献 [24] 研究了具有状态时滞的离散时间广义系统的预见控制问题.

本文在文献 [22∼24] 的基础上, 研究一般形式的线性离散时间因果系统的最优预见控制问题, 而

且把主要注意力集中在闭环系统的实现上. 首先利用一阶前向差分算子将广义系统连同可预见目标值

信号一起, 构造广义扩大误差系统, 把问题转化为广义系统的调节问题. 在文献 [25] 的理论基础上讨

论一般形式的具有正则非因果性的广义系统. 为了便于直接应用本文的结果, 详细地给出了实现理论

结果的算法, 使得其实现变得简单易行.

全文安排如下: 第 1 节是引言. 第 2 节是全文的准备, 证明了关于广义系统调节器的一个定理.

第 3 和 4 节研究广义系统预见控制理论. 其中第 3 节推出广义扩大误差系统, 把跟踪问题转化为广义

扩大误差系统的调节问题. 第 4 节设计了最优预见控制器, 并且为了便于应用, 给出了闭环系统的实

现步骤. 第 5 节是数值仿真. 最后, 第 6 节是结束语.

本文采用以下记号: 用 A > 0(A > 0) 表示矩阵 A 对称正定 (半正定), 用 rank (A) 表示矩阵 A 的

秩, det (A) 表示矩阵 A 的行列式, deg det (sE −A) 表示多项式 det (sE −A) 的次数, x ∈ Rn 表示 x

为 n 维列向量, A ∈ Rr×n 表示 A 为 r × n 实矩阵.

2 问题的数学模型及线性离散时间广义系统的最优调节理论

考虑如下的正则线性离散时间广义系统Ex (k + 1) = Ax (k) +Bu(k),

y(k) = Cx(k),
(1)

其中, x (k) ∈ Rn 是状态向量, u(k) ∈ Rr 是输入向量, y(k) ∈ Rm 是输出向量, E, A, B, C, 是具有适当

维数的常数矩阵, E 为奇异矩阵, 满足 rank (E)=q < n.

假定系统 (1) 是能稳、能检测以及因果能控和因果能观的.

从系统 (1) 因果能控知, 存在矩阵 K ∈ Rr×n,

deg {det [sE − (A+BK)]} = rank (E) .

因此, 可以令状态预反馈控制输入为

u (k) = Kx (k) + v (k) , (2)

其中 v (k) 为 r 维的输入向量, 亦称为伺服输入向量. 那么, 所得闭环控制系统

Ex (k + 1) = (A+BK)x (k) +Bv (k) (3)
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是因果的. 由 (3) 的因果性可知存在可逆矩阵 Q1, P1 使得

Q1EP1 =

 Iq 0

0 0

 , Q1 (A+BK)P1 =

A11 A12

A21 A22

 , Q1B =

B1

B2

 . (4)

再令 x (k) = P1

 x1 (k)

x2 (k)

, 其中 x1 (k) ∈ Rq, x2 (k) ∈ Rn−q.

这样, 系统 (1) 就等价于 x1 (k + 1) = A11x1 (k) +A12x2 (k) +B1v (k),

0 = A21x1 (k) +A22x2 (k) +B2v (k).
(5)

而且, 由于系统 (3) 是因果的, 所以 A22 是可逆的.

对于线性离散时间广义系统 (1), 定义二次性能指标函数为

J =

∞∑
k=1

[
xT (k)Fx (k) + uT (k)Ru (k)

]
. (6)

并设权矩阵 F > 0, R > 0, 有如下定理.

定理 1 如果广义系统 (1) 是能稳、因果能控和因果能观的, 并且
(
F 1/2, A

)
能检测, 则使性能指

标函数 (6) 达到极小的最优控制 u (k) 存在, 且由下式确定

u (k)=
[
K −

[
R̄−1HT+

[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1

] [
Iq 0

]
P1

−1
]
x (k) ,

式中, 各个符号所代表的含义在接下来的证明中给出. 特别地, P̄ 是代数 Riccati 方程

P̄ = F̃ + ĀT
1 P̄ Ā1 − ĀT

1 P̄ B̄1

[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1

的对称半正定解.

证明 由 (5) 式中的第 2 式马上得到 x2 (k) = −A
−1

22A21x1 (k)−A
−1

22B2v (k), 再结合 (2) 式有

 x (k)

u (k)

 =

 In 0

K Ir

 x (k)

v (k)

 =

 P1 0

KP1 Ir



x1 (k)

x2 (k)

v (k)



=

 P1 0

KP1 Ir




x1 (k)

−A
−1

22A21x1 (k)−A
−1

22B2v (k)

v (k)



=

 P1 0

KP1 Ir




Iq 0

−A
−1

22A21 −A
−1

22B2

0 Ir


 x1 (k)

v (k)

 ,
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把性能指标函数 (6) 用这样的状态向量表示, 得到

J =
∞∑
k=1

 x (k)

u (k)

T  F

R

 x (k)

u (k)

 =
∞∑
k=1

 x1 (k)

v (k)

T  F̄ H

HT R̄

 x1 (k)

v (k)

, (7)

其中

 F̄ H

HT R̄

 =


Iq 0

−A
−1

22A21 −A
−1

22B2

0 Ir


T P1 0

KP1 Ir

T  F

R

 P1 0

KP1 Ir




Iq 0

−A
−1

22A21 −A
−1

22B2

0 Ir

 . (8)

由于

 F

R

是对称半正定矩阵且
 P1 0

KP1 Ir




Iq 0

−A
−1

22A21 −A
−1

22B2

0 Ir

是列满秩的,所以 (8)式所表示

的矩阵

 F̄ H

HT R̄

 和其左上角的子块 F̄ 都是对称半正定的. 再次, 直接计算得到 R̄ = R, 因此 R̄ > 0.

利用配方法, 对性能指标函数 (7) 变形如下:

J =
∞∑
k=1

 x1 (k)

v (k)

T  F̄ H

HT R̄

 x1 (k)

v (k)


=

∞∑
k=1


 I 0

R̄−1HT I

 x1 (k)

v (k)


T

 I 0

−R̄−1HT I

T  F̄ H

HT R̄

 I 0

−R̄−1HT I




 I 0

R̄−1HT I

 x1 (k)

v (k)


=

∞∑
k=1

 x1 (k)

v (k) + R̄−1HTx1 (k)

T  F̄ −HR̄−1HT 0

0 R̄

 x1 (k)

v (k) + R̄−1HTx1 (k)


=

∞∑
k=1

[
x1

T (k) F̃ x1 (k) + wT(k)R̄w (k)
]
,

(9)

其中

F̃ = F̄ −HR̄−1HT, w (k) = v (k) + R̄−1HTx1 (k) . (10)

在上述推导中, 由于 I 0

−R̄−1HT I

T  F̄ H

HT R̄

 I 0

−R̄−1HT I

 =

 F̄ −HR̄−1HT 0

0 R̄

 ,
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所以

 F̄ H

HT R̄

 经过合同变换变为
 F̄ −HR̄−1HT 0

0 R̄

, 因此 F̃ 也是对称半正定矩阵. 将 v (k) =

w (k)− R̄−1HTx1 (k) 代入 (5) 式中第 1 式得

x1 (k + 1) = Ā1x1 (k) + B̄1w (k) , (11)

其中, Ā1 = A11 −A12A
−1

22A21 − (B1 −A12A
−1

22B2)R̄
−1HT, B̄1 = B1 −A12A

−1

22B2. 这样广义系统 (1) 的

最优控制问题变为寻找正常系统 (11) 的控制输入 w (k) 使得性能指标函数 (9) 达到最小.

对于系统 (11), 利用文献 [26,27] 的方法可知, 当本定理条件满足时, 它是能稳的, 并且 (F̃ 1/2, Ā1)

是能检测的, 所以得到其最优调节器为

w (k) = −
[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1x1 (k) , (12)

其中 P̄ 是代数 Riccati 方程

P̄ = F̃ + ĀT
1 P̄ Ā1 − ĀT

1 P̄ B̄1

[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1 (13)

的唯一对称半正定解.

通过以上的讨论, 我们得到广义系统 (1) 的最优控制输入为

u (k) = Kx (k) + v (k)=Kx (k)+w (k)− R̄−1HTx1 (k)

= Kx (k)−
[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1x1 (k)− R̄−1HTx1 (k)

= Kx (k)− {R̄−1HT+
[
R̄+ B̄T

1 P̄ B̄1

]−1
B̄T

1 P̄ Ā1}x1 (k)

= [K − [R̄−1HT+[R̄+ B̄T
1 P̄ B̄1]

−1
B̄T

1 P̄ Ā1][ Iq 0 ]P1
−1]x (k) . (14)

至此, 我们得到了线性离散时间广义系统 (1) 在二次性能指标函数 (6) 下的最优调节器.

3 广义扩大误差系统的推导

假设我们所考虑的线性离散时间广义系统形式仍如 (1) 所示:Ex (k + 1) = Ax (k) +Bu(k),

y(k) = Cx(k).

为了研究这个系统的预见控制, 还需要作出以下基本假设.

假设 1 (H1) 对于系统 (1), 设存在 λ ̸= 0, λ ̸= 1, 使得 det (λE −A) ̸= 0.

注 这里的条件是正则的加强条件.

假设 2 (H2) 假设矩阵

 C 0

E −A B

 行满秩.

假设 3 (H3) 假设目标值信号 R (k) 的可预见步数为 MR, 即设在当前时刻 k, R (k) 的 MR 步未

来值

R (k + 1) , R (k + 2) , . . . , R (k +MR)
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为已知. MR 步之后认为它是常数, 即

R (k + j) = R (k +MR) , j = MR + 1,MR + 2, . . . .

为了利用系统可预见的目标值信号构造带有前馈补偿的控制器, 我们需要对广义系统 (1) 构造广

义扩大误差系统.

对原系统 (1), 假设误差信号为

e (k) = R (k)− y (k) ,

本文需要用到一阶前向差分算子 ∆, 规定为: 对任意向量 r (k),

∆r (k) = r (k + 1)− r (k) .

我们希望设计一个控制器, 使输出向量 y(k) 无静态误差地跟踪标信号 R (k). 为此引入二次型性

能指标函数

J =

∞∑
k=−MR+1

[
eT (k)Qee (k) + ∆u(k)

T
Ψ∆u (k)

]
. (15)

其中, Qe > 0, Ψ > 0. 文献 [11] 曾经指出, 在性能指标函数中引入 ∆u (k) 可以使闭环系统中包含积分

器, 从而有助于消除静态误差.

利用文献 [25] 的方法把跟踪误差 e(k) 和可预见的目标信号 R (k) 的差分加到状态向量中, 得到

ER0XR0 (k + 1) = ΦR0XR0 (k) +GR0∆u (k) , (16)

其中

XR0 (k) =

XR (k)

X0 (k)

 , ER0 =

 ImMR
0

0 E0

 , ΦR0 =

 AR 0

GPR Φ

 ,

GR0 =

 0

G

 , GPR =
[
GR 0 · · · 0

]
,

X0(k) =

 e(k)

∆x(k)

 , E0 =

 Im 0

0 E

 , Φ =

 Im −C

0 A

 , G =

 0

B

 , GR =

 Im

0

 ,

XR (k) =


∆R (k)

∆R (k + 1)

...

∆R (k +MR − 1)

 , AR =



0 Im 0 · · · 0

...
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . 0

...
. . . Im

0 · · · · · · · · · 0


.

从系统 (1) 知应将观测量取为 ∆y(k), 利用 (16) 中的状态向量可得到

∆y(k) = CR0XR0 (k) , (17)

其中 CR0 = [ 0 C0 ], C0 = [ 0 C ].
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可以将 (16) 和 (17) 式合写为ER0XR0 (k + 1) = ΦR0XR0 (k) +GR0∆u (k) ,

∆y(k) = CR0XR0 (k) .
(18)

这就是构造的广义扩大误差系统. 系统的维数为 mMR +m+ n.

把 (15) 式的性能指标函数变换成用系统 (18) 的有关量表示, 得到

J =
∞∑

k=−MR+1

[XR0
T (k)ΩXR0 (k) + ∆u(k)

T
Ψ∆u (k)]. (19)

其中 Ω=


0

Qe

0

 > 0 为 (mMR +m+ n)× (mMR +m+ n) 的对称半正定矩阵.

这时, 线性二次型最优控制问题为, 当系统 (18) 受扰偏离原平衡状态时, 要求产生一个控制向量,

使系统状态 XR0 (k) 恢复到原平衡状态附近, 并使性能指标函数 (19) 达到最小, 这是最优调节问题.

4 最优预见控制器的设计与实现

4.1 广义扩大误差系统的性质

在给出线性离散时间广义系统最优预见控制器的设计之前, 首先给出广义扩大误差系统的性质.

分为 4 个定理.

定理 2 若原系统 (1) 正则且 (H1) 成立, 则广义扩大误差系统 (18) 正则.

证明 定理 2 的证明已经在文献 [25] 中给出.

注 由此看出, 系统 (1) 正则并不能保证扩大误差系统正则.

定理 3 (a) 若原系统 (1) 能稳且 (H2) 成立, 则扩大误差系统 (18) 能稳. (b) 若原系统 (1) 因果

能控, 则扩大误差系统 (18) 也是因果能控的.

证明

(a) 的证明已经在文献 [25] 中给出.

(b) 需验证 rank

ER0 0 0

ΦR0 ER0 GR0

 = mMR +m+ n+ rank (ER0). 注意到

rank

ER0 0 0

ΦR0 ER0 GR0

 = rank


ImMR 0 0 0 0

0 E0 0 0 0

AR 0 ImMR
0 0

GPR Φ 0 E0 G



= mMR + rank


E0 0 0 0

0 ImMR
0 0

Φ 0 E0 G

 = mMR + rank


E0 0 0 0

Φ 0 E0 G

0 ImMR
0 0


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= mMR + rank


0 E0 0 0

0 Φ E0 G

ImMR
0 0 0

 = mMR +mMR + rank

E0 0 0

Φ E0 G



= 2mMR + rank


Im 0 0 0 0

0 E 0 0 0

Im −C Im 0 0

0 A 0 E B

 = 2mMR +m+ rank


E 0 0 0

−C Im 0 0

A 0 E B



= 2mMR +m+m+ rank

E 0 0

A E B

 = 2mMR + 2m+ n+ rank (E) .

而

rank (ER0) = rank


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 E

 = mMR +m+ rank (E) ,

所以

rank

ER0 0 0

ΦR0 ER0 GR0

 = 2mMR + 2m+ n+ rank (E)

= mMR +m+ n+ [mMR +m+ rank (E)]

= mMR +m+ n+ rank (ER0) .

证毕.

定理 4 若原系统 (1) 因果能观, 则扩大误差系统 (18) 也是因果能观的.

证明 需验证 rank


ER0 ΦR0

0 ER0

0 CR0

 = mMR +m+ n+ rank (ER0). 注意到

rank


ER0 ΦR0

0 ER0

0 CR0

 = rank



ImMR 0 AR 0

0 E0 GPR Φ

0 0 ImMR 0

0 0 0 E0

0 0 0 C0



= mMR + rank


E0 GPR Φ

0 ImMR
0

0 0 E0

0 0 C0

 = mMR + rank


E0 0 Φ

0 ImMR
0

0 0 E0

0 0 C0


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= mMR +mMR + rank


E0 Φ

0 E0

0 C0

 = 2mMR + rank



Im 0 Im −C

0 E 0 A

0 0 Im 0

0 0 0 E

0 0 0 C



= 2mMR + 2m+ rank


E A

0 E

0 C

 = 2mMR + 2m+ n+ rank (E)

= mMR +m+ n+ rank (ER0) ,

所以定理成立. 证毕.

定理 5 若原系统 (1) 能检测, 则
(
Ω1/2, ΦR0

)
能检测.

证明 对于任意的复数 s, |s| > 1, 有

rank

 sER0 − ΦR0

Ω1/2

 = rank



sImMR −AR 0 0

−GM (s− 1) Im C

0 0 sE −A

0 0 0

0 Qe
1/2 0

0 0 0



= mMR + rank



(s− 1) Im C

0 sE −A

0 0

Qe
1/2 0

0 0


= mMR +m+ rank

 sE −A

C

 ,

所以若原系统能检测, 则
(
Ω1/2, ΦR0

)
能检测. 证毕.

4.2 最优预见控制器的设计

通过上面的讨论, 我们得到了广义扩大误差系统的性质, 下面给出本文一个重要的定理.

定理 6 若系统 (1)是能稳、能检测以及因果能控和因果能观的, 且满足 (H1)∼(H3)的假设条件,

则扩大误差系统 (18) 的使性能指标函数 (19) 达到极小的最优调节器 ∆u (k) 存在, 且由下式确定,

∆u (k) = FR0XR0 (k) , (20)

1423



曹梦娟等: 线性离散时间广义系统的最优预见控制

其中

FR0 = [KR0 − [Ψ̂−1ĤT+[Ψ̂ + B̂T
1 P̃ B̂1]

−1
B̂T

1 P̃ Â1][ ImMR+m+q 0(mMR+m+q)×(n−q) ]P2
−1],

其中, P̃ 是下面代数 Riccati 方程

P̃ = Ω̃ + ÂT
1 P̃ Â1 − ÂT

1 P̃ B̂1[Ψ̂ + B̂T
1 P̃ B̂1]

−1B̂T
1 P̃ Â1

唯一的对称半正定解.

所涉及到的有关矩阵如下:

KR0 =
[
01×(m+mMR) K

]
, Q2 =


ImMR 0 0

0 Im 0

0 0 Q1

 , P2 =


ImMR 0 0

0 Im 0

0 0 P1

 ,

 Ω̂ Ĥ

ĤT Ψ̂

 =


ImMR+m+q 0

−A
−1

22 Ã21 −A
−1

22B2

0 Ir


T P2 0

KR0P2 Ir

T Ω

Ψ

 P2 0

KR0P2 Ir



ImMR+m+q 0

−A
−1

22 Ã21 −A
−1

22B2

0 Ir


Ω̃ = Ω̂ − ĤΨ̂−1ĤT, Â1 = Ã11 − Ã12A

−1

22 Ã21 −
(
B̃1 − Ã12A

−1

22B2

)
Ψ̂−1ĤT, B̂1 = B̃1 − Ã12A

−1

22B2

Ã11 =


AR 0 0

GM Im −C1

0 0 A11

 , Ã12 =


0mMR×(n−q)

−C2

A12

 , Ã21 =
[
0(n−q)×(m+mMR) A21

]
,

B̃1 =

 0(m+mMR)×1

B1

 , GM =
[
Im 0m×m(MR−1)

]
.

其中 Q1, P1,K,A11, A12, A21, A22, B1, B2 与 (4) 式中的同名量相同.

证明 事实上, 若系统 (18) 是正则的, 且满足能稳性、因果能控性和因果能观性条件, 并且(
Ω1/2, ΦR0

)
能检测, 这里的结论就是成立的. 而定理 2 到定理 5 说明, 系统 (18) 的这些条件都是

满足的, 然后利用定理 1, 就得到本定理的结论. 证毕.

进一步注意到

XR0 (k) =


XR (k)

e (k)

∆x (k)

 =



∆R (k)

...

∆R (k +MR − 1)

e (k)

∆x (k)


,

对 (20) 式中的增益矩阵 FR0 进行分块,

FR0 =
[
FR (0) · · · FR (MR − 1) Fe Fx

]
,
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则 ∆u(k) 可写为

∆u(k) =
[
FR (0) · · · FR (MR − 1) Fe Fx

]


∆R (k)

...

∆R (k +MR − 1)

e (k)

∆x (k)


=

MR−1∑
j=0

FR (j)∆R (k + j) + Fee (k) + Fx∆x (k) . (21)

将 (21) 式中的 k 变为 k − 1 并利用 ∆u (k − 1) = u (k)− u (k − 1) 得到当 k > 1 时, 有

u (k) = u(k − 1) +

MR−1∑
j=0

FR (j)∆R (k + j − 1) + Fee (k − 1) + Fx∆x(k − 1), (22)

其中的各系数矩阵已如前述, 初始值 x (0), u(0), e (0) 可任意赋值．

(22) 式就是本文所设计的原系统 (1) 的带有预见前馈补偿的最优预见控制器. 至此, 我们已得到

本文最重要的定理.

定理 7 对于线性离散时间广义系统 (1), 若满足能稳、能检测以及因果能控和因果能观的条件,

且满足 (H1)∼(H3) 的假设条件, 则它的带有预见前馈补偿的最优预见控制器为

u (k) = u(k − 1) +

MR−1∑
j=0

FR (j)∆R (k + j − 1) + Fee (k − 1) + Fx∆x(k − 1).

注意, 上式中
∑MR−1

j=0 FR (j)∆R (k + j − 1) 就是目标值预见作用.

4.3 实现步骤

(1) 对广义扩大误差系统 (18) 进行分块,


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 E



XR (k + 1)

e (k + 1)

∆x (k + 1)

 =


AR 0 0

GM Im −C

0 0 A



XR (k)

e (k)

∆x (k)

+


0

0

B

∆u (k) ,

其中 GM = [ Im 0 · · · 0 ].
(2) 由于已经证明系统 (18) 是因果能控的, 我们将控制输入设为

∆u (k) =
[
0 0 K

]
XR (k)

e (k)

∆x (k)

+∆v (k) = KR0XR0 (k) + ∆v (k) ,

1425



曹梦娟等: 线性离散时间广义系统的最优预见控制

则得到因果闭环系统
ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 E



XR (k + 1)

e (k + 1)

∆x (k + 1)

 =


AR 0 0

GM Im −C

0 0 A+BK



XR (k)

e (k)

∆x (k)

+


0

0

B

∆v (k) . (23)

(3) 再对 (23) 式进行如同 (5) 式的分解. 只须令

Q2 =


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 Q1

 , P2 =


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 P1

 .

首先通过计算得

Q2


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 E

P2 =


ImMR

0 0

0 Im 0

0 0 Q1EP1

 ,

Q2


AR 0 0

GM Im −C

0 0 A+BK

P2 =


AR 0 0

GM Im −C

0 0 Q1 (A+BK)P1

 ,

Q2


0

0

B

 =


0

0

Q1B

 .

(4) 将上述各式代入 (23) 式并结合 (4) 式, 将结果重新分块得
ImMR

0 0 0

0 Im 0 0

0 0 Iq 0

0 0 0 0




XR (k + 1)

e (k + 1)

∆x1 (k + 1)

∆x2 (k + 1)

 =


AR 0 0 0

GM Im −C1 −C2

0 0 A11 A12

0 0 A21 A22




XR (k)

e (k)

∆x1 (k)

∆x2 (k)

+


0

0

B1

B2

∆v (k) . (24)

由于状态反馈和线性变换保持系统的能稳性, 所以 (24) 式满足能稳性条件. 再记

Ã11 =


AR 0 0

GM Im −C1

0 0 A11

 , Ã12 =


0

−C2

A12

 , Ã21 =
[
0 0 A21

]
,

B̃1 =


0

0

B1

 , x̃1 (k) =


XR (k)

e (k)

∆x1 (k)

 , x̃2 (k) = ∆x2 (k) .
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则 (24) 式可简写为  x̃1 (k + 1) = Ã11x̃1 (k) + Ã12x̃2 (k) + B̃1∆v (k) ,

0 = Ã21x̃1 (k) +A22x̃2 (k) +B2∆v (k) .
(25)

(5) 利用定理 1 中线性离散时间广义系统 (1) 使性能指标函数 (6) 达到极小求得最优控制器的过

程, 我们可以得到广义扩大误差系统 (18) 使性能指标函数 (19) 达到极小的最优控制 ∆u (k), 是状态

反馈形式, 可以表示为

∆u (k)=FR0XR0 (k) . (26)

(6) 进一步注意到

XR0 (k) =


XR (k)

e (k)

∆x (k)

 =



∆R (k)

...

∆R (k +MR − 1)

e (k)

∆x (k)


,

对 (26) 式中的增益矩阵 FR0 进行分块,

FR0 =
[
FR (0) · · · FR (MR − 1) Fe Fx

]
,

则 ∆u(k) 可写为

∆u(k) =
[
FR (0) · · · FR (MR − 1) Fe Fx

]


∆R (k)

...

∆R (k +MR − 1)

e (k)

∆x (k)


=

MR−1∑
j=0

FR (j)∆R (k + j) + Fee (k) + Fx∆x (k) . (27)

将 (27) 式中的 k 变为 k − 1 并利用 ∆u (k − 1) = u (k)− u (k − 1), 当 k > 1 时有

u (k) = u(k − 1) +

MR−1∑
j=0

FR (j)∆R (k + j − 1) + Fee (k − 1) + Fx∆x(k − 1),

其中的各系数矩阵可以确定, 初始值 x (0), u (0) ,e (0) 可任意赋值．

这就是本文对于系统 (1) 所求得带有预见前馈补偿的最优预见控制器, 下面通过数值仿真说明此

控制器的有效性.
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图 1 输出响应

Figure 1 Output response

图 2 误差信号

Figure 2 Error signals

5 数值仿真

考虑形如系统 (1) 的离散时间广义系统, 其中

E =


1 0 1

0 1 0

0 0 0

 , A =


0 0 1

1 0 0

1 −1 −1

 , B =


1

0

0

 , C =
[
0 1 0

]
.

通过计算, 系统满足本文的假设条件. 选择 K = [ 1 1 0 ], 使得闭环系统是因果的.

对于闭环系统, 存在非奇异矩阵 Q1, P1 将其系数矩阵变为

A11 =

 1 1

1 0

 , A12 =

 0

−1

 , A21 =
[
2 0

]
, A22 = −3, B1 =

 1

0

 , B2 = 1, C1 =
[
0 1

]
, C2 = 0.

取允许初始状态为 x1 (0) = [ 0 1 ]T, 初始输入为 u(0) = 0.5. 设预见步数为 MR = 10, 仿真时间

T = 180．目标值信号设为

R (k) =

 0, 0 < k < [T/3],

1, k > [T/3].

取权重矩阵为

Qe = 5, Ψ = 1.

经计算知系统满足条件 (H1)∼(H3), 因此相应的广义扩大误差系统满足引理 1 的全部条件. 用

MATLAB 进行数值仿真, 可以得到输出响应如图 1 所示.

通过比较采用预见控制和不采用预见控制两种情形下的跟踪曲线和相应的误差曲线, 如图 2. 可

以发现, 当采用预见控制时, 超调量明显减小了, 而且可以更快地达到稳定状态.
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6 结论及展望

本文针对线性离散时间广义系统, 设计了最优预见控制器. 首先利用一阶前向差分算子构造了含

有预见信号的广义扩大误差系统,再由系统的因果能控性通过预反馈的方法得到了不含非因果性的广

义闭环系统.在此基础上,巧妙地将广义系统的最优控制问题转化为正常系统的最优控制问题.再利用

最优调节理论, 得到了带有预见前馈补偿的最优预见控制器. 为了方便本文结果的应用, 还给出了数

值实现步骤. 最后的数值仿真说明了本文的正确性和有效性.

在以后的研究中, 一方面, 力求对原系统的所作假设和加强条件进行减弱, 使研究的背景更加广

泛. 另一方面, 将本文的结论推广到带有时滞和不确定的广义系统中, 甚至非线性的广义系统中, 将会

成为新的研究方向.
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Optimal preview control of linear discrete-time descriptor
systems
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Abstract We studied the design of an optimal preview controller for linear discrete-time descriptor systems.

We first improved the theorem on optimal regulator theory for linear discrete-time descriptor systems. Then, we

applied the first-order forward difference operator for the status equation and the previewable reference signal.

Thus, a descriptor augmented error system with a previewable reference signal was created, and the tracking

problem was transformed into a regulator problem of the descriptor augmented error system. We then discussed

the relationship between the stability and causal controllability of the transformed and original system. By apply-

ing the feature of causal controllability, we introduced pre-feedback to transform the problem into an equivalent

regulator problem for the descriptor causal system. The problem was then further transformed into an optimal

control problem for a standard system derived from the descriptor augmented error system by modifying the

quadratic performance index. Finally, we derived the optimal preview controller with preview action from the

theorem thus obtained by improving the optimal regulator theory. For the ease of application, we presented the

steps for realizing the theory, and validated the results through numerical simulation.

Keywords linear discrete-time descriptor system, descriptor augmented error system, causal controllability,

causal observability, preview control, optimal control
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