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摘要    内角流动理论是研究空间液体管理的重要理论. 为了使内角流动的理论应用于不同

夹角和接触角的情形, 从而具有广泛的应用价值, 文章根据几何关系, 对曲率半径和形状参数

的关系进行了修正, 推广了该理论; 依据文献提供的数据, 利用毛细管实验和落塔实验对内角

流动的运动前缘理论进行了验证, 分析了理论和实验值之间的误差, 指出流阻沿流动方向的变

化是误差产生的主要原因, 特别是液体黏度较小以及运动距离较长的情形, 将引起较大误差. 

最后, 将内角流动理论应用于卫星贮箱的推进剂管理装置的初步设计中, 得到了导流板个数与

流速之间的关系.  
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内角流动(Interior Corner Flow)是研究表面张力

主导下, 液体沿固壁二面角的流动理论, 广泛应用于

微重力环境下的流体传输和贮存、热控制系统以及生

命科学等领域有诸多应用.  

内角流动的研究可以追溯到 20 世纪 60 年代, 

Concus 和 Finn 提出了无重力条件下, 液柱完全润湿

壁面的临界接触角条件, 即 Concus-Finn 条件[1], 将

内角流动分为稳态与非稳态解. MASON 等对内角流

动的曲率半径进行了计算[2], Weislogel 等人对内角流

动的 N-S 方程进行了简化[3], 将三维问题简化为一维

问题, 并利用润滑近似理论进行求解, 并将这种理论

推广到复杂几何形状的计算[4, 5], Chen 等人[6]对底部

是圆角的影响进行了分析. 这种方法均以液面的高

度为变量 , 计算非常复杂 , 而且只能给出线性解 ; 

Dong 等人 [7]以流动液面的截面为变量, 对方形毛细

管的内角流动进行了研究, 通过有限元方法求解热

传导方程, 得到了内角流动的二次解, 但由于曲率半

径计算的限制, 不能应用于复杂几何形状.  

本文推广了 Dong 的方法, 通过修正曲率半径的

计算, 寻找截面与曲率半径的关系, 使其可以应用于

不同接触角、不同二面角的情形, 并修正了最小二乘

有限元方法的问题, 获得了内角流动的二次解. 利用

文献提供的数据, 对本文的理论进行了毛细管和落

塔实验验证.  

本文的理论应用与板式贮箱推进剂管理装置

(Propellant Management Device, PMD)的设计, 通过

优化, 得到了导流板个数为 12 时, PMD 单位质量对应

的流速最大, 这个结论和空间实验的结论是一致的.  

本文结构安排如下: 第 1节阐述了内角流动的物

理模型, 建立了控制方程, 对文献的方法进行扩展和

修正, 得到了流动的液面前缘和流速的解; 第 2 节和

第 3 节根据文献的数据, 分别利用地面的毛细管实验

和落塔实验对内角流动的前缘运动理论进行了验证; 

第 4节对实验和理论值的误差进行了分析和讨论; 第 5
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节将内角流动的流速理论应用于板式贮箱的推进剂管

理装置的初步设计中, 得到了优化的设计方案; 第6节

对全文进行了总结, 对内角流动的应用进行了分析.  

1  内角流动的物理模型 

在液体处于微重力环境, 或者在小尺度毛细流

动过程中, 液体与固体间的表面张力, 与重力、黏性

力相比占主导作用, 是流体运动的主要驱动力. 在内

角流动中, 由于两侧的表面张力作用, 这种情况更为

明显.   

Dong 等人[7]对方形毛细管的内角流动进行了研

究, 由于曲率半径计算的限制, 不能扩展到不同二面

角的情形, 可以对曲率半径及其与液柱截面的关系

进行修正.  

平衡状态时, 在气液交界面处 Laplace 方程表示

的压力:  

 c ,
P

R
 (1) 

其中, 为表面张力, R 是液面的主曲率半径, 根据文

献[4], 多边形的内角流动, 平衡状态下液面的曲率

半径可以表示为 
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这里 A 是容器截面积 , Pw 是容器横截面的周长 , 
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k F  kj 表示每个夹角包含的被液体润湿

的壁面的个数 , 在方形以及三角形毛细管中 kj=2, 
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液体从一端进入固壁形成的二面角时, 在表面

张力的作用下沿 x 方向流动, 如图 1 所示. 沿 x 方向

曲率半径逐渐减小, 导致压力减小, 形成压力梯度. 

可以做如下假设. 

1) 流体为黏性不可压流;  

2) 满足 Concus-Finn 非稳态条件 , 即 +    

/ 2,  保证液体沿流道无限流动;  

3) 流动距离远大于液面高度, x-y 平面内的曲率

半径认为无限大, 对压力的影响只考虑 y-z 平面的曲 

率半径.  

此时, y-z 平面的曲率半径以及压力可以看成是

位置 x 和时间 t 的函数:  

 c ( , ) .
( , )


P x t
r x t

 (4) 

根据几何关系, 寻找给定位置上的截面面积 S与

曲率半径的关系, 如图 2 所示. 

假设液体润湿内角的长度为 D, 由几何关系可得 

 cos ( sin ) tan .   r r D  (5) 

截面 

 2cos .S D r r     (6) 

联立可得 
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图 1  内角流动模型 

 

图 2  截面与曲率半径的关系 
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所以形状参数
2cos sin cos .

tan
C

   


    

得到了以上的关系后, 可以应用 Dong 的理论, 

得到以液柱截面为变量的内角流动的控制方程. 在

流动过程中, 单位长度上流量的变化, 等于润湿面积

的变化率:  

 
 
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 
q S

x t
, (8) 

其中, q 是体积流速.   

为了计算平均流速 ,x tu , 可以利用文献[8]无量纲

的流阻v, 表示成 
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把(10)式带入(8)式, 可以得到偏微分方程:  

 1/ 2        
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其中, 1/ 21 .
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边界条件和初始条件的物理意义是这样的, 在

初始 x=0 处存在一个常高度条件, 在此处, 液面的高

度始终保持不变. 这个条件已经在 Weislogel 的实验

中得到了证实[3], 并对这个高度进行了计算. 经过 t0

时刻, 液面运动到 xf0 处, 将此时刻认为是 0 时刻, 得

到初始条件. 这时毛细流动的前缘到达 xf0. 在 xf0 处, 

以及以外的地方, 作为边界 S=0. 经过 t时刻, 前缘运

动到 xf.  

借鉴文献[9]的求解热传导方程的方法, 可以求

解方程(11), 得到解:  

 

2
2

0 2
00

( 1)1 ,
(1 2 )1 2 ff

ax a x
S S

x tx t 

    
  

 (12) 

其中 , 液面初始状态 2 2
0 0 . S Cr CR  时间常数   

2
0

,
v f

R
K

x
 常数 a 是试函数的参数, 常数 K 求解过

程中的参数.  

文献[9]对K进行求导, 并令其为零, 求得K的表

达式, 本文认为, K 是常数, 不能作为变量出现, 对 K

求导没有物理意义. 最小二乘有限元方法中, 应该对

试函数的系数求导, 就是对 a 求导等于零, 得到了第

一个 K-a 关系.  

液体前缘的位置可以表示为 
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由于时间项 2 1t  , 故可以化简上式, 得到 

 ( ) 2 .f
v

x t K Rt



  (14) 

x = 0 处液体润湿面积的梯度可以通过对方程(12)

进行微分得到 
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0

12 .


     x f

S
aS

x x
 (15) 

将 S=CR2 和(15)式带入流量的表达式(10), 可以

得到 
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为了确定试函数引入的参数 a, 对(14)式在(0, xf)

上进行积分, 得到体积与方程(16)相等[7], 可以得到

K-a 的第二个关系, 与之前最小二乘法得到的 K-a 关

系联立, 可以解出 a=0.5901, K=1.4468.  

2  毛细管验证实验 

在常重力条件下, 要获得表面张力占主导作用

的情形, 一般需要通过减小特征长度, 所以, 地面的

实验往往在毛细管中进行. 一般用 Bond 数来表征重

力与表面张力的相对大小:  
2

.gH
Bo




  

Bond 1 时, 可以忽略重力的影响. 其中 H 是

特征长度, 假设表面张力为 102 的量级, 密度为 103

量级, 那么特征长度需要满足H~103, 也就是在毫米

量级, 才能达到忽略重力的目的, 而在实验中, 为了

更有效的描述表面张力的效应, 通常 H 需要在 104.  

文献[7]中毛细实验在 50 cm 长, 截面为方形毛

细管中进行, 边长 0.5 mm. 为了减小杂质和水蒸气

的影响, 实验前对毛细管进行了反复清洗和干燥. 毛

细管固定在有 0.5 mm 的分度刻度尺上, 水平放置. 

为了防止气体蒸发, 管道的两端用环氧树脂密封, 使
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用录像机和 TV 监视器记录气体-液体的交界面. 用

显微镜观察吸入液体前缘的速度.  

实验数据从文献[7]的实验数据中获得, 润湿液

体采用 Soltrol-100 和 Soltrol-170, 液体涂上染色剂, 

为防止液体中有燃料的颗粒, 流体都先经过滤纸进

行过滤. 实验所用的流体以及其物体特性见表 1. 

考虑无滑移条件, 实验中接触角为 23°, 参考文

献[8]提供的流阻值, 选择=374.9, 结果如图 3 所示. 

从图 3 可以看出, 在初始阶段, 理论值与实验值吻合

的比较好, 经过 150 s 以后, 误差逐渐增大, 在 300 s

时达到了厘米级的差距.  

3  落塔实验验证 

落塔实验能够在短时间内获得失重条件, 具有

成本低, 可重复进行实验的优点, 是直接观测微重力

下流动的有效手段, 也是进行微重力科学研究最为

常用的方法. 为了验证理论研究, 本文选取了 NASA 

Lewis 研究中心进行了落塔实验得到的数据[3], 对液

面前缘位置进行比较. NASA Lewis 研究中心的落塔

约 27 m高, 能够提供 2.2 s的失重时间, 微重力水平可

以达到 105 g. 实验选用的流体为硅树脂油(Silicone 

Oil Fluid, PDMS), 其物理特性见表 2. 

实验中流道采用丙烯酸(acrylic)进行黏合, 截面

为等边三角形和正方形(近似), 如图 4 所示. 表 3 给

出了截面的几何尺寸. 

表 1  流体特性(T=23°C) 

Fluid Density (g/cm3) Surface tension (N/m) Viscous (cP) 

Soltrol-100 0.739 0.022 0.98 

Soltrol-170 0.792 0.024 2.98 

 

 

图 3  毛细流动实验与理论值比较 
“”, 理论值; “□”, soltrol_170; “○”, soltrol_100; =108, v=248.8 

文献[3]提供了实验数据, 本文提取相应的数据, 

并对理论值和实验值进行比较, 结果如图 5 和 6. 从

图 5 和 6 中可以看出, 方形管和三角形管的理论值和

实验值在初始阶段符合的比较好, 随着时间的增长, 

误差有增大的趋势, 图 6 同时表明, 在黏性较小的管

内, 理论值小于实验值, 黏性越小, 误差越大.  

表 2  PDMS 流体特性(接触角=0) 

Fluid v (cSt) (g/cm3) (N/m) 

PDMS 1 0.816 0.0174 

PDMS 2 0.872 0.0187 

PDMS 5 0.913 0.0197 

PDMS 10 0.935 0.0201 

 

 

图 4  实验流动管道截面 

表 3  实验尺寸 

Cross section Material D1×D2 (mm) (°) 

Equilateral triangle acrylic 12 30 

Near square acrylic 6.1×6.7 45 

Near square acrylic 12.9×13.2 45 

 

 

图 5  方形管落塔实验数据与理论值比较 

“”, 理论值; “□”, 边长 6 mm; “○”, 边长 12.9 mm, ≈10, =180 
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图 6  三角形管落塔实验与理论值比较 
边长 12 mm, “”, 理论值; “□”, 黏度 1 cSt, “+”, 黏度 2 cSt, “○”,  

黏度 5 cSt, “▽”, 黏度 10 cSt; =10, =57.23 

4  误差分析 

在毛细实验和微重力实验中, 理论值和实验值

的误差有两种趋势: 1) 随着流动距离的增长, 理论

值偏离实验值, 距离越长, 误差越明显; 2) 随着实验

流体的黏度减小, 理论值与实验值的偏差增大, 黏度

越小, 误差越大.  

根据无量纲表面黏性, 文献[8]中流阻的计算有

不同的值, 表示为 

 ,s

r





  (17) 

其中, s 是表面剪切黏性. 在内角流动中, 流体与壁

面的接触使得有两个极限, 0  时称为无压力条

件,  时称为无滑移条件. 无压力条件的流阻要

远小于无滑移条件 . 由表面剪切黏性的定义可知 , 

~ d / d ,s u y  u 是文献定义的平均流速, y 是从壁面指

向管内垂直于壁面的方向.  

本文认为, 误差的产生在于, 随着距离的增长, 

流速降低, 使得沿壁面的流体流速与远离壁面流体

的流速差异减小, 即速度梯度 du/dy 减小, 导致表面

剪切黏性逐渐减小, 无滑移条件向无压力条件转化, 

使得流阻随距离的增长而减小. 在理论预测时使用

不变的流阻, 必然导致在流动前缘预测不准确, 并且

随着黏度的减小, 误差增大.  

为了提高理论计算的精度, 可以根据上述分析修

改的值, 在液体黏度较小时无量纲表面黏性应较

小, 选用相应的流阻. 图 7 显示, 在=1, = 41.79

时, 黏度为 1 和 2 cs 的理论值与实验值吻合的很好.  

 

图 7  修正流阻后实验值与理论值比较 
“”, 理论值; “□”, 黏度 1 cSt; “+”, 黏度 2 cSt; =1,  =41.79 

5  在 PDM 初步设计中的应用 

板式表面张力贮箱在空间推进剂的管理上具有

很大的优势, 是卫星贮箱, 特别是可加注贮箱的主要

发展方向. 美国从 90 年代开始, 进行了一系列的贮

箱空间实验 [10~12], 在理论和实验上都取得了突破性

的进展, 贮箱的设计已经基本达到了实用的水平.  

板式贮箱主要部件是板式推进剂管理装置

(Propellant Management Device, PMD), 其特点是, 利

用微重力条件下固液的表面张力“吸附”贮箱内的推

进剂, 从而实现气液分离, 为发动机提供不夹气的推

进剂. PMD 内导流板的构造如图 8 所示.  

 

 

图 8  板式 PMD 贮箱 
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PMD 中的导流板之间形成内角, 在表面张力作

用下, 推进剂沿内角流动, 本文根据内角流动理论,

分析导流板的个数以及内角角度对推进剂定位过程

的影响, 得到 PMD 内导流板的初始优化设计, 为进

一步分析和研究提供参考.  

根据文献[4], 对叶片长度和推进剂液面的曲率

半径无量纲化, 即 / ,V r   / ,R r   代入曲率半径

的表达式, 可以得到 

 

1
2

2

( ) 1 1 .
( )
 
 

 
          

An

An

F

F
 (18) 

上式需要满足 3 个约束条件:  

1) 叶片长度不能超过贮箱半径, 即 1;    

2) 保证开方不出现复数, 21 0;
( )

AnF
 

 


 

3) 液面的位置需要满足接触角条件. 在算例中, 

设定接触角=0, 根据图 2 可以计算的曲率半径   

sin / sin ,    当不满足这个条件时, 液面会上升, 使得

壁面处的接触角发生变化, 相应的计算条件也会改变.  

为了更有效的利用空间质量, PMD 的设计必须

考虑单位质量的导流板上流量最大化. 在初始设计

中, 可以假设图 8 的板式贮箱, 包含 n 个导流板, 将

曲率半径代入体积流速, 并除以导流板的总长度,  

 
1/ 2

1/ 2 5 / 2 1/ 2(2 ) . 
 

  
  

 

nq
aC K t

n
 (19) 

只保留与内角与有关的量, 单位长度板上的

流量:  

 1/ 2 5 / 2 . Q C  (20) 

图 9显示了不同导流板个数时, 单位长度上的体

积流速. 图 9 对不同的导流板个数时, 单位叶片长度

对应的流量进行了计算, 表明, n=12 时, 对单位质量

的利用效率最高, 此时 0.68,   = 15°, 这与文献

[4]的计算是相符的. 美国进行的 VTRE 实验也正是 

 

图 9  不同导流板个数下的体积流速 

采用了 n=12 的导流板设计.  

6  结论 

1) 文章对文献提出的内角流动的理论进行了推

广, 修正了曲率半径、有限元计算方法和形状参数的

表达, 使之可以应用于不同接触角和夹角的情形, 毛

细管实验和落塔实验均表明, 在考虑流阻变化时, 理

论计算与实验值得到了比较一致的结果, 说明了理

论的正确性.  

2) 内角流动理论可以应用于微重力环境下, 表

面张力主导的流动情况的分析, 为模拟空间流动情

况提供了理论支持.  

3) 内角流动在空间中对应于微重力的流动, 在

地面上对应于毛细管流动, 本文的工作使两种情形

获得了统一的求解, 为常重力环境下模拟空间中的

流动情况提供了理论依据.  

4) 内角流动理论可以作为计算空间环境中流动

的模型, 可以应用于板式贮箱的优化设计, 从而减小

贮箱质量, 节约成本.  
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