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摘要    在共晶生长 Jackson-Hunt 模型和 Boettinger 对包晶共生生长分析的基础

上, 对包晶层片共生生长过程中的溶质场进行了求解. 在对 Fe-Ni 包晶合金共生

生长的计算中发现, 共生生长界面过冷度ΔT 随层片间距λ变化曲线的斜率 dΔT/dλ
在很大的层片间距范围内都接近零, 此时共生生长是可以进行的, 这为目前得到

的共生生长不满足形态稳定性的假设之间的矛盾提供了解释. 此外, 由于包晶共

生生长过程中包晶反应很难进行完全, 包晶相变很难达到完全平衡状   态, 所
以将包晶反应不完全性引入到包晶共生生长模型中, 发现包晶反应完成完全平衡

状态的 60%~80%时计算结果与 Fe-Ni 合金共生生长的实验结果吻合很好.  

关键词    包晶合金  共生生长  定向凝固  包晶反应 

当接近共晶成分的共晶合金以一定的速度V在温度梯度为G的定向凝固系统中以纯扩散方

式凝固时, 会得到两相交替周期排列的层片状或纤维状复合组织 [1], 这就是两相多相之间的相

互协作生长方式: 共生生长. 共生生长的形成依赖于固/液界面前沿溶质扩散与界面弯曲引起

的界面张力之间的竞争平衡. 由于共生生长界面形态演化是典型的非线性动力学过程, 同时

共生生长生成的规则组织又具有重要的工业应用价值, 所以共生生长一直是凝聚态物理的重

要研究对象之一 [2~5].  
目前对共生生长行为的研究大都基于Jackson和Hunt[1]提出的共晶共生生长模型. 近年 来, 

随着对潜在的高温结构材料Ti-Al[6], Ni-Al[7], 高温超导材料Nd-Ba-Cu-O[8], 磁性材料Nd-Fe-B
等 [9]大量包晶系先进材料的研究, 包晶相变过程吸引了人们很大的兴趣, 其中, 在包晶系中能

否得到类似共晶系的共生生长是一个重要的研究课题. 1974 年, Boettinger[10]根据共生生长形

态稳定性的假设 [1]对包晶共生生长进行分析认为包晶共生生长本质上是不稳定的, 所以在包

晶系中不大可能得到类似共晶系的共生生长. 然而自 1994 年以来, 人们陆续在Ni- Al, Fe-Ni等
合金系中发现了包晶共生生长 [6~8,11,12], 如图 1 所示为本课题组在Fe-Ni包晶合金定向凝固中得

到的共生生长组织 [13]. 但包晶共生生长形成的原因以及其遵循的规律仍不明确. 本文将在共
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晶共生生长理论的Jackson-Hunt模型 [1]和Boettinger
对包晶共生生长分析 [10]的基础上, 对Fe-Ni包晶共

生生长进行分析, 试图在理论上解释包晶系定向

凝固过程中形成共生生长原因. 此外, 由于包晶反

应在包晶共生生长过程中具有重要作用 [14], 而目

前的包晶共生生长模型并没有考虑包晶反应的影

响, 所以本文试图将包晶反应的影响引入包晶共

生生长模型中对其进行改进, 从而对包晶系共生

生长行为进行更准确的预测和控制.  

1  平衡包晶共生生长理论模型 
对包晶共生生长进行模型化, 首先需要求解

共生生长过程中的溶质场. 以图 2(a)所示的典型包

晶合金为例, 初始成分为 C0 的合金定向凝固过程

中, 初生相α和包晶相β 交替周期性排列向液相中生长, 如图 2(b). 当达到稳态时, 固液界面以

一定的速度 V 向液相中移动, 界面在宏观上近似为一平面, 温度为 *
qT . 定义包晶温度 Tp 与界

面温度 *
qT 之差为包晶共生生长的过冷度, 即 TΔ = pT *

qT− . 由于初生相α 和包晶相β 之间的成

分差异, 溶质 B 原子在共生生长过程中将由初生相α 界面前沿向包晶相β 界面前沿扩散, 同时

溶剂 A 原子将由包晶相β 界面前沿向初生相α界面前沿扩散, 这样就形成了类似共晶共生生长

所需要的溶质扩散偶. 定量地分析包晶共生生长过程需要求解定向凝固过程中的溶质扩散方

程:  

 2
l 0,lCVC

D z
∂

∇ + =
∂

 (1) 

式中  D 为液相中溶质扩散系数, lC 为液相中某点的溶质浓度. 对于纤维共生生长, 方程(1)取

三维形式, 本文主要讨论层片状包晶共生生长, 因此取方程(1)的二维形式:  
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图 2  推导包晶共生生长模型中的各参数定义 

(a) 二元包晶相图示意图; (b) 包晶共生生长示意图及参数定义 

求解方程(2)需要确定方程的边界条件, 类似Jackson-Hunt对共晶共生生长的处理方式 [1], 

 
图 1  Fe-Ni 包晶合金定向凝固中得到的 

共生生长组织 
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对包晶层片共生生长进行以下假设:  
(ⅰ) 共生生长过程中包晶相变进行完全, 这样两相的体积分数才可以按照平衡相图计算.  
(ⅱ) 在远离固液界面的熔体中的溶质浓度趋于合金的原始成分 0C , 即 z→∞, lC → 0C .  

(ⅲ) 由于共生生长过程中层片是对称分布的, 所以只需求解相邻的两个层片前沿液相中

的溶质浓度分布即可, 如图 2(b). 同时, 根据对称性, 在层片中心的正上方, 即 x = 0 和 x = 
S Sα β+ 处, l / 0C x∂ ∂ = .  

(ⅳ) 假设固液界面为完全的平面. 虽然这明显不符合实际情况, 因为固液界面在三相交

接点附近区域需要弯曲以达到力学平衡, 但是为了简化计算, 仍假设固液界面为平面, 界面形

状的影响将作为一种干扰因素来考虑. 在对共晶共生生长模型 [1]的应用中发现 [15], 对规则共

生生长, 界面形状变化对液相中溶质浓度的影响较小, 故采用这一假设是可以接受的.  
(ⅴ) 共生生长达到稳定状态. 此时界面前沿的溶质分布不再随时间变化, 两相凝固排出

的溶质量与从界面处向液相内部扩散量相等, 即 

l
0 0( )z

C V C C
z D α=

∂
= − −

∂
, 0 ,x Sα≤ ≤  

l
0 0( )z

C V C C
z D β=

∂
= − −

∂
, S x S Sα β α< < + . 

在上述边界条件下, 求解方程(2), 得到界面前沿液相中溶质浓度为 [10] 
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1
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上式的 Fourier 系数为  
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其中 Sα 和 Sβ 分别为α 相和β 相层片厚度的一半. 需要注意的是, 上述解只在
π

2
V

S S Dα β+
条

件下成立.  
得到了α 和β 相界面前沿液相中溶质浓度的分布, 对其分别在 Sα 和 Sβ 内对x积分, 就可

得到界面处(z = 0)与α 相和β 相的接触的液相的平均溶质浓度 [1]:  
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得到了界面处液相的平均溶质浓度 , 就可以根据计算出界面处的平均溶质过冷度
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c p( )i iT m C CΔ = − , i = α, β. 而共生生长界面的总过冷度 TΔ 包括以下几部分:  

 c r kT T T TΔ = Δ + Δ + Δ . (6) 

对于金属包晶系, kTΔ 一般远小于溶质过冷度 cTΔ 和曲率过冷度 rTΔ , 所以可以将其忽略 [15]. 

这样, 只要再求出界面前沿的曲率过冷度就可以得到包晶层片共生生长界面的过冷度.  
在实际凝固过程中, 界面并不是完全的平面, 而是如图 2(b)的曲面, 界面的平均曲率半径

可由下式近似计算 [1]:  

 
 

 0

1 1 1 sin d
( )

S
x

r S r x S
θ

= =∫ . (7) 

这样, 界面处两相的曲率过冷度可以通过下式计算:  

 L
r /iT a rΔ = , (8) 

式中 L
ia (i = α, β )为Gibbs-Thomson效应确定的常数. 分别将α 和β 相界面的平均溶质过冷度和

曲率过冷度代入(6)式可得两相界面处总的平均过冷度 [1]:  
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式中 mα 和 mβ 分别为两相液相线斜率的代数值. 根据(8)式和 Gibbs-Thomson 公式, 常数 L
ia 可

表示为 

 L
L L( / ) sin ,pa T Lα α α ασ θ=  (10a) 

 L
L L( / ) sin ,pa T Lβ β β βσ θ=  (10b) 

式中 iL 为单位体积 i 相的熔化潜热, Liσ 为 i 和液相之间的界面能, Liθ 为 i 和液相的接触角.  

定义λ为共生生长层片间距, 即 2( )S Sα βλ = + , ξ 为两相层片厚度之比, 即 / ,S Sβ αξ =  

则两相厚度 Sα 和 Sβ 可分别表示为 [ ]/ 2(1 )Sα λ ξ= + , [ ]/ 2(1 )Sβ λξ ξ= + . 将其代入(9)式中并

根据平界面假设, 两相的过冷度相等, 即 T Tα βΔ = Δ , 将参数 0 0C B+ 消去, 可得到包晶层片共

生生长界面过冷度 TΔ 与层片间距λ的关系 [10]:  

 
L

LT aQ V
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Δ
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其中 
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方程(11)显示包晶共生生长和共晶共生生长界面过冷度与层片间距λ的关系具有相同的形

式, 但是由于mα >mβ, 所以(12a)式中的m为负值, 这与共晶合金中的m始终是正值有根本区别. 
分析(11)式, 可以看到该式右侧诸参数QL, λ和V均恒为正值. 因此, 对给定的V, TΔ -λ的关系

决定于aL的符号 [10]. 若aL为正, TΔ 在任何情况下均为负值, 此时包晶系层片共生生长是在负

的过冷度下进行; 若aL为负, TΔ 的符号则决定于(11)式右侧两项的相对大小, 若后者(曲率项)
大于前者(成分过冷项), TΔ 为正, 反之, TΔ 为负. 由此可见, aL的符号对包晶共生生长界面

行为具有重要的影响. 分析(12c)式可见, 随着ξ 由 0 增大到无穷大, aL将由负变为正, 而ξ 是由

合金成分决定的. 因此, 存在一个临界的成分 *C , 使aL = 0. 为确定 *C 的大小, 令 

 ( )
LL

2 1 0
aa

m m
βα

α β
ξ

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (13) 

求解方程(13)发现临界成分为 

 p*
p

Lp p L

L L

.
sin

1
sin

C CC C C C
C C C

LC C C C m
L m

ββ α β α
α

β βα α α α

α β β α

θσ
σ θ

−− −
= + −

− −
−
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2  结果与讨论 
利用(14)式对 Fe-Ni 合金进行计算发现, Fe-Ni 合金的临界成分为 4.20%Ni, 计算所用的物

性参数见表 1, 其中α 代表 Fe-Ni合金中的初生相δ 铁素体, β 代表包晶相γ 奥氏体. 当合金成分

大于 4.20%Ni 时, aL >0, 包晶共生生长的界面过冷度为负, 即共生生长处于过热状态; 当合金

成分小于 4.20%Ni 时, aL <0, 层片间距λ较小时过冷度为正, 层片间距λ较大时过冷度为负; 而
当合金成分为 4.20%Ni 时, aL = 0, 过冷度与层片间距λ 成正比, 为一条直线, 如图 3.  

表 1  Fe-Ni 合金的物性参数 
符号 定义 取值 文献 

Tp 包晶反应温度 1790.4 K [12] 
Cα Tp 温度时初生相α 成分 3.83%Ni (原子分数) [12] 
Cβ Tp 温度时包晶相β 成分 4.33%Ni (原子分数) [12] 
Cp Tp 温度时液相成分 4.91%Ni (原子分数) [12] 
kα α 相平衡溶质分配系数 0.78 [12] 
kβ β 相平衡溶质分配系数 0.88 [12] 
mα α 相液相线斜率 -4.61 K/% (原子分数) [16] 
mβ β 相液相线斜率 −2.16 K/% (原子分数) [16] 
Γα α 相 Gibbs-Thomson 系数Γα = (Tp/L)ασαL 1.93×10−7 K·m [17] 
Γβ β  相 Gibbs-Thomson 系数Γβ = (Tp/L)βσβL 2.37×10−7 K·m [17] 

θ αL 液相和α 相接触角 50.5° [18] 
θ β L 液相和β 相接触角 61.9° [18] 

D Tp 温度液相中 Ni 的扩散系数 5.2×10−9 K·s/m2 [16] 

 
根据两相共生生长稳定性的假设 [1], 共生生长在 TΔ 随λ 逐渐增大时, 即 d / d 0T λΔ > 时才

能稳定进行. 对包晶共生生长要满足这种条件, 需要aL >0, 并且层片间距范围在零到最大的过

冷度(最小的过热度)所对应的层片间距 mλ′ 之间, 而当aL <0 时, d / dT λΔ 一直小于零所以不能

得到稳定的包晶共生生长, 如图  3. 此外, 与共晶共生生长不同, 包晶系的最小过热度变化区
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间非常大, 合金成分的微小变化就会引起 mλ′ 的急剧变化, 例如合金成分仅从 4.25%Ni增加到

4.30%Ni, mλ′ 便由 48 μm增加到 156 μm. 这可能是实验中得到的包晶共生生长的层片间距变

化范围非常大的原因 [12]. 此外, 实验中发现包晶共生生长在aL <0 或者 d / d 0T λΔ < 时也可能稳

定存在, 仔细分析图  3 发现, 这也与包晶共生生长的 TΔ -λ曲线的特点有关. 仔细观察图  3 中

Fe-4.3%Ni和Fe-4.25%Ni曲线发现, d / dT λΔ 在 mλ′ 附近很大的层片间距范围内都非常接近零, 

特别是凝固速度减小时, d / dT λΔ 在 mλ′ 附近接近零的区间更大, 如图  4(a). 在这种情况下, 包

晶共生生长也可以稳定存在, 这可能是包晶共生生长不满足共生生长形态稳定性假设的原因. 
此外, 对于aL <0 的合金, 当凝固速度减小, 随着层片间距的增大, d / dT λΔ 由小于零逐渐趋近

于零, 这说明在aL <0 的情况下也同样可能得到包晶系共生生长, 这在模拟中也已经得到了证

实 [12].  

 
图 3  Fe-Ni 包晶合金共生生长界面过冷度随层片间距变化曲线 

 

图 4  凝固速度对 Fe-Ni 合金共生生长界面过冷度的影响 
(a) Fe-4.25%Ni; (b) Fe-4.15%Ni 

在Fe-Ni合金的定向凝固过程中发现, 包晶共生生长过程中在L-δ -γ 三相交接点附近存在

包晶反应 [14], 并且共生生长界面温度确实高于包晶温度  Tp, 即包晶系共生生长确实是在过热
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状态下进行的, 这与傅恒志等人 [13]的研究结果是一致的. 以Fe-4.3%Ni合金 5 μm/s的共生生长

为例, 如果忽略包晶反应的过冷度, 发现共生生长界面比  Tp高 0.02 K左右. 在理论模型计算 
中, 虽然Fe-4.3%Ni合金 5 μm/s的共生生长确实是在过热状态下, 但是计算所得的最小过热度

也在 0.05 K左右, 大于实验中观察的 0.02 K, 如图 3. 这种差别可能来自于计算所用的物性参

数的不准确以及模型的简化假设, 其中最主要的是假设包晶共生生长过程中包晶相变进行完

全. 在实际凝固过程中, 固相中溶质的扩散过程是很慢的, 即使是在慢速定向凝固过程中, 包
晶反应也很难进行完全, 所以初生相的实际体积分数总是比依据平衡相图计算的要大.  

由此可见, 由于包晶反应的不完全性, 假设包晶共生生长过程中包晶反应完全进行是不

合适的, 将会与实际情况产生很大的偏差, 因此有必要对包晶共生生长模型进行改进, 考虑包

晶反应不完全性的影响.  

3  考虑包晶反应的包晶共生生长模型 
分析(11)和(12)式发现, 包晶反应的不完全性将主要影响初生相的体积分数. 因此对包晶

共生生长模型的改进应主要考虑包晶反应的不完全性对初生相体积分数的影响.  
在第一节推导包晶共生生长模型过程中, 初生相体积分数 fα 完全按平衡相图计算, 即 

 p 0 p 0

p p
.

C C C C C C
f

C C C C C C
β α

α
α α β α

− − −
= −

− − −
 (15) 

而在实际凝固过程中, 包晶反应是一个复杂的动力学过程, 很难全面、精确地描述包晶反应不

完全性对包晶共生生长的影响, 但是可以简单地认为在稳态包晶共生生长过程中包晶反应只

完成了完全平衡状态时的一定比例, 即假设只有分数为ψ 的初生相发生了包晶反应, 这样在

包晶共生生长过程中初生相的总体积分数为 

 p 0 p 0

p p

C C C C C C
f

C C C C C C
β α

α
α α β α

ψ
− − −′ = −
− − −

. (16) 

图 5 为包晶反应完成的分数与初生相α 体积分数的关系. 由图 5 可以看到, 随包晶反应完

成程度的不同, 初生相α 的体积分数可在很大的区间内变化, 特别是对过包晶合金 Fe-4.4%Ni, 
当包晶反应进行的不完全时, 初生相α 的体积分数可在 0~0.47 之间变化, 完全有可能出现共

生生长. 而按平衡凝固理论计算中认为此时α 相体积分数为 0, 即不可能发生两相共生生长.  

 
图 5  初生相体积分数与包晶反应完成程度的关系 
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包晶反应不完全性对包晶共生生长 TΔ -λ曲线的影响主要体现在两相厚度之比ξ 上, 因此引入

ξ ′ 表示包晶反应不完全时两相厚度之比:  

 
1 f

f
α

α
ξ

′−′ =
′

. (17) 

这样, 利用 ξ ′ 代替(12)式中的 ξ 即可计算出不同包晶反应程度时包晶共生生长界面过冷度与

共生层片间距λ 的关系.  
图 6为 Fe-4.3%Ni合金在包晶反应完成不同程度时界面过冷度随层片间距λ 变化曲线和实

验中得到的测量结果. 由图 6 可以看到, 实验中得到的过冷度都小于包晶反应完成 100%的计

算值, 但是正好落在包晶反应完成 60%~80%曲线的区间内. 此外, 随着包晶反应完成程度的

不同, 共生生长有可能从 aL >0 的情形变为 aL = 0 和 aL <0 的情形, 如图 6 中的ψ = 62.3%和 60%
曲线. 更有趣的是, 不同ψ 值的 TΔ -λ 曲线在某一区域非常接近, 这说明不管 aL >0 或 aL <0, 

ψ 在一定范围内, 包晶反应完成不同程度的共生生长的生长状态非常类似, 如图  6. 然而, 包

晶共生生长的这种特性增加了共生生长的不稳定性, 因为共生生长的层片间距可以在一定的

范围内自由变化.  
需要注意的是, 在包晶共生生长过程中, 三相交接点附近的包晶反应对共生生长的影响

是非常复杂的, 它不但影响到共生生长的两相体积分数、还影响到界面前沿的溶质分布和共生

生长的形态稳定性 [13], 尚需要进行深入的研究.  

 
图 6  不同包晶反应程度时界面过冷度随层片间距变化曲线 

4  结论 
(ⅰ) 基于共晶共生生长的 Jackson-Hunt 模型和 Boettinger 对包晶共生生长分析的基础上

求解了包晶层片共生生长过程中的溶质分布, 发现包晶层片共生生长界面过冷度与层片间距

之间的关系与共晶共生生长具有类似的形式, 并与 Boettinger 的分析一致. 此外, 实验中发现

Fe-Ni 共生生长确实是在过热状态下进行, 与模型预测一致.  
(ⅱ) 凝固速度较低时, d / dT λΔ 在很大的层片间距范围内趋近于零, 在这种情况下, 包晶
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共生生长也可能稳定进行. 这为目前实验中得到的共生生长不满足共生生长形态稳定性假设

之间的矛盾提供了一种解释.  
(ⅲ) 通过考虑包晶反应的影响对包晶共生生长模型进行了改进, 将包晶反应不完全性引

入到包晶共生生长模型中, 发现包晶反应完成完全平衡状态的 60%~80%时理论预测与 Fe-Ni
合金共生生长的实验结果吻合很好.  
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