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摘要 在广义的顶点代数领域中, 一个基本的公开问题是, 建立一个适当的量子顶点代数理论使得量

子仿射代数和量子顶点代数自然地联系起来. 部分地受 Etingof 和 Kazhdan 的量子顶点算子代数理

论的启发, 自 2005 年, 作者系统地发展和研究了一个 (弱) 量子顶点代数及其拟模和 ϕ- 坐标拟模理

论, 建立了一些经典代数 (如双杨氏代数)同量子顶点代数的自然联系,特别是最终给出了量子仿射代

数同该意义下的弱量子顶点代数的一个自然联系. 在此联系中, 相对应的弱量子顶点代数在理论上存

在, 但其具体结构仍需要进一步去确定, 并需证明它们是量子顶点代数. 在某种程度上讲, 这给所提的

公开问题提供了一个初步答案. 另一方面, 这个理论在其发展的同时已被用来建立一些重要的代数同

量子顶点代数的联系,显示了该理论的实用价值.本篇综述概括总结作者在这方面的主要结果,其中包

括 Zamolodchikov-Faddeev代数、无中心双杨氏代数、量子 βγ-系统和量子仿射代数同 (弱)量子顶点

代数的联系.

关键词 量子顶点代数 量子仿射代数 ϕ- 坐标模 量子 Yang-Baxter 算子

MSC (2010) 主题分类 17B69, 17B68

1 引言

顶点算子代数是 20 世纪 80 年代后期诞生的一个较新的数学分支 (参见文献 [1–3]). 一方面, 它

同其他的代数体系有着根本的区别, 而另一方面它同其他数学分支 (如李代数、有限离散单群和模函

数) 存在着密切的联系. 现在的一个共识是, 顶点算子代数本质上是物理量子场论中的半边的对称代

数, 因此, 它的发展为量子场论的研究提供了一个可靠的数学基础. 对于顶点算子代数理论的形成, 仿

射 Kac-Moody李代数, 尤其是其顶点算子表示 (参见文献 [4–7]), 扮演了一个至关重要的角色,同时仿

射 Kac-Moody 李代数提供了一类重要的顶点算子代数 (参见文献 [8]).

在大约同一时期的 1985 年, 数学家 Drinfeld 和 Jimbo 在数学中引进了量子群. 30 多年来, 量子

群一直是数学和数学物理中一个重要的热门研究方向. Frenkel 和 Jing [9] 在 1988 年建立了仿射量子
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代数的顶点算子实现,同时提出了一个基本的公开问题,即发展一套适当的量子顶点算子代数理论,使

得量子仿射代数可以自然地同量子顶点算子代数结合起来 (参见文献 [9, 10]).

首先, Frenkel和 Reshtikhin [11] 在 1996年介绍和研究了一个形变 chiral代数理论,并用某 q-形变

Virasoro 代数构造了一类具体例子. 随后, Etingof 和 Kazhdan [12] 在 2000 年发展了一套量子顶点算

子代数理论. 该理论是在形式形变意义下的量子顶点算子代数是顶点代数的一个形式 ~- 形变, 其中 ~
是一个形式变量. 作为一个具体的例子,他们构造了某类仿射顶点算子代数的形变量子顶点算子代数.

随后, 在 1992 年 Borcherds [13] 也介绍了一个量子顶点代数体系. 至于这些量子顶点代数理论能否同

量子仿射代数联系起来仍然是不得而知.

部分地受 Etingof和 Kazhdan的工作启发,自 2005年, Li [14–20] 和 Li等 [21] 系统地发展和研究了

一套 (弱) 量子顶点代数及其模的理论. 在此理论中, 量子顶点代数不是顶点代数的形式形变, 而是顶

点代数, 顶点超代数的一种自然的推广. 在顶点代数的定义中, 被称作 Jacobi 等式的主要公理等价于

一个交换性和结合性, 其显示了顶点代数是带单位元交换结合代数的类比和推广. 类似于 Etingof 和

Kazhdan 的量子顶点算子代数, 量子顶点代数是带单位元 (非交换) 结合代数的类比和自然推广. 较

具体地讲, 与 Etingof 和 Kazhdan 的量子顶点算子代数一样, 量子顶点代数保留了顶点代数的结合性,

而其交换性由一个称为 S-局部的辫子交换性质所替代,其中 S-局部的交换性由所给定的一个有理量

子 Yang-Baxter 算子来刻画.

从某种意义上讲, 这个 (弱) 量子顶点代数是一个很理想的体系. 一方面, 它在很大的程度上推广

了顶点代数, 包含了很多有趣的例子; 另一方面, 它又不是太野, 对于顶点代数理论中的一些重要结果

可以得到相应的结果.例如,顶点代数理论中一个典范结果是,一个空间上任意局部顶点算子集合自然

地生成一个顶点代数并自然地以所给空间为模 (参见文献 [22]), 而在量子顶点代数理论中, 我们也有

相应的结果, 即一个空间上任意 S- 局部顶点算子集合自然地生成一个弱量子顶点代数并自然地以所

给空间为模 (参见文献 [14]). 该结果自然推广了以前的结果. 此结果使我们能够建立很多经典 (结合)

代数 (如 Zamolodchikov-Faddeev 代数 [23,24] 和无中心双重扬氏代数 [25]) 同量子顶点代数自然地联系

起来 (参见文献 [19, 20,26–28]).

在 Borcherds 的量子顶点代数理论的基础上, Anguelova 和 Bergvelt [29] 也研究了一个量子顶点代

数理论.

是否能够将量子仿射代数同我们介绍的量子顶点代数联系起来有一段时间一直是一个未知数. 问

题的关键是,在量子顶点代数及其模理论中,顶点算子的辫子交换关系是由一个有理量子 Yang-Baxter

算子来刻画, 但在 Drinfeld 的量子仿射代数的实现中 (参见文献 [30]), 其生成函数的辫子交换关系是

由一个三角量子 Yang-Baxter 算子所给出. 在 2011 年, 我们取得了一个突破性的进展, 我们发展了一

个我们称作为 ϕ-坐标模的理论,并建立了类似于以前所提的典范结果的构造理论,最终用此理论给出

了一个量子仿射代数同弱量子顶点代数的自然联系. 在此理论中, ϕ 是一个我们称为一维形式加法群

的伴随.

复数域 C上一个一维形式群 (法则)按定义是一个满足如下条件的形式幂级数 F (x, y) ∈ C[[x, y]]:

F (x, 0) = x, F (0, y) = y, F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z).

一个特别的例子是人们所称的形式加法群 F (x, y) = x + y. 在顶点代数理论的发展初期, 人们就已经

意识到顶点代数及其模理论在本质上基于形式加法群 (参见文献 [31]). 这一点清晰地反映在其关键的

结合性公理, 它讲的是, 对于顶点代数的任意三个向量 u、v 和 w, 存在一个非负整数 k 使得下面等式

成立: (x0 + x2)
kY (Y (u, x0)v, x2)w = (x0 + x2)

kY (u, x0 + x2)Y (v, x2)w. 在文献 [19] 中, 作为一个关键
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元素, Li 引进了一个伴随的概念. 对于一个一维形式群 F (x, y), 它的一个伴随定义为一个满足如下条

件的形式级数 ϕ(x, z) ∈ C((x))[[z]]:

ϕ(x, 0) = x, ϕ(x, ϕ(y, z)) = ϕ(x, F (y, z)).

我们不难看出, 形式群 F (x, y) 同其伴随的关系正好类比于一个群同其群集合的关系. 一个初等事实

是, 用一个群作基底, 我们得到一个结合代数 (群代数), 而用它的一个群集合作基底, 我们得到群代

数的一个模. 文献 [19] 的精髓是, 对于形式加法群的任意伴随 ϕ, 我们赋予给每一个量子顶点代数一

个 ϕ- 坐标拟模理论. 对于一个 (弱) 量子顶点代数 V , ϕ- 坐标拟模关键的结合性公理讲的是, 对于任

意向量 u, v ∈ V , 存在一个非零多项式 p(x1, x2) 使得下面等式成立:

p(ϕ(x2, x0), x2)YW (Y (u, x0)v, x2) = (p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2)) |x1=ϕ(x2,x0)

(作用在 ϕ-坐标拟模空间上). 当 ϕ(x, z) = x+ z (形式加法群本身)时, ϕ-坐标拟模恰好是我们以前在

文献 [32] 中介绍的拟模概念.

在文献 [19] 中, 形式加法群所有的伴随都被完全分类且具体地构造出来. 任给一个形式 Laurent

级数 p(x) ∈ C((x)), 定义

ϕp(x)(x, z) = ezp(x)
d
dx (x) =

∑
n>0

zn
1

n!

(
p(x)

d

dx

)n

x.

我们证明了 ϕp(x)(x, z) 是形式加法群的一个伴随, 任一个伴随都可以这样得到而且其中 p(x) 是被唯

一确定的. 特别地, 取 p(x) = 1 和 p(x) = x, 我们分别得到伴随 ϕ(x, z) = x + z (加法群自己) 和

ϕ(x, z) = xez. 相对应于伴随 ϕ(x, z) = xez 的 ϕ- 坐标拟模理论正是我们建立量子仿射代数同 (弱) 量

子顶点代数联系所需要的关键工具.

令 ϕ(x, z) = xez. 对于任意线性空间 W ,我们介绍了一个 W 上三角拟 S-局部顶点算子集合的概

念. 类似于上面所提的典范结果, 我们证明了 W 上的任意三角拟 S- 局部顶点算子集合自然地生成一

个弱量子顶点代数, 并以 W 为一个自然的 ϕ- 坐标拟模. 如果取 W 为一个量子仿射代数的最高权模,

我们不难发现, 在 Drinfeld 实现中的标准生成函数作为最高权模上的顶点算子构成了一个拟三角 S-

局部集合. 因而, 这些生成函数生成了一个弱量子顶点代数, 其中 W 自然地是一个忠实 ϕ- 坐标拟模.

这样, 在理论上, 量子仿射代数通过其最高权模就和弱量子顶点代数及其 ϕ- 坐标拟模有机地结合起

来. 这个工作为我们解决所提公开问题奠定了一个理论基础, 同时公正地讲, 这已经初步地解决了该

公开问题.

如前所述,我们发展量子顶点代数理论的主要动力是解决所提公开问题.要实现此目标,我们需要

将此理论性的联系进一步具体化, 其中包括具体构造相应的弱量子顶点代数, 并进一步地证明它们是

量子顶点代数. 对此前景, 我们非常乐观. 类似于所提公开问题,建立其他一些重要的代数同量子顶点

代数的联系也是非常有意义的问题.

2 量子顶点代数及其模

本节概括介绍弱量子顶点代数、量子顶点代数以及模的基本概念和结果, 其中特别包括一个一般

性构造理论. 为了方便读者 (提高本文的可读性), 我们也列入形式微积分的一些基本常识.
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首先介绍一些常用的记号和约定. 除通常用 Z 和 C 分别代表整数集合和复数集合外, 我们用 N
代表非负整数集合.在本文中,所有向量空间包括代数的基域是复数域,所出现的变量 x、y、z、x0、x1

和 x2 都是相互交换、独立的不定元. 对任意向量空间 W , W [[x]]代表所有系数在 W 里的形式非负幂

级数构成的空间:

W [[x]] =

{∑
n∈N

w(n)xn
∣∣∣∣ w(n) ∈W

}
; (2.1)

W ((x)) 代表所有系数在 W 里的形式下截断的 Laurent 幂级数构成的空间:

W ((x)) =

{∑
n>k

w(n)xn
∣∣∣∣ k ∈ Z, w(n) ∈W

}
; (2.2)

W [[x, x−1]] 代表所有系数在 W 里的形式幂级数构成的空间:

W [[x, x−1]] =

{∑
n∈Z

w(n)xn
∣∣∣∣ w(n) ∈W

}
. (2.3)

在顶点代数理论中, 下面的形式 Dirac δ- 函数扮演一个非常重要的角色:

δ(x) =
∑
n∈Z

xn ∈ C[[x, x−1]]. (2.4)

我们知道 C((x)) 是一个域, 进一步, C((x))((y)) 和 C((y))((x)) 都是域. 显然,

C((x))((y)) ∩ C((y))((x)) = C((x, y)). (2.5)

我们用 C(x) 和 C(x, y) 分别代表 (形式) 有理函数域. 换句话讲, C(x, y) 是多项式环 C[x, y] 的分
式域. 鉴于 C[x, y] 也是域 C((x))((y)) 和 C((y))((x)) 的子环, 自然地, 我们有两个被称作 iota- 映射的

域嵌入映射:

ιx,y : C(x, y) → C((x))((y)), (2.6)

ιy,x : C(x, y) → C((y))((x)). (2.7)

特别地, 对任意整数 n, 我们不难验证

ιx,y(x± y)n =
∑
j>0

(
n

j

)
(±1)jxn−jyj . (2.8)

为方便起见, 在顶点代数理论中, 我们传统地作如下形式约定 (参见文献 [2, 3]):

(x± y)n = ιx,y(x± y)n ∈ C[x, x−1][[y]], (2.9)

那么有

x−1δ

(
y

x

)
=

∑
n∈Z

x−n−1yn = (x− y)−1 − (−y + x)−1. (2.10)

进一步, 我们有

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
=

∑
n∈Z

x−n−1
0 (x1 − x2)

n =
∑
n∈Z

∑
j>0

(
n

j

)
(−1)jx−n−1

0 xn−j
1 xj2. (2.11)
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三个变量的 δ- 函数满足下面的基本性质:

x−1
2 δ

(
x1 − x0
x2

)
= x−1

1 δ

(
x2 + x0
x1

)
, (2.12)

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
− x−1

0 δ

(
x2 − x1
−x0

)
= x−1

2 δ

(
x1 − x0
x2

)
. (2.13)

我们首先从顶点超代数的概念出发 (参见文献 [33]).

定义 2.1 一个顶点超代数是一个 Z2- 分次向量空间 V = V 0 ⊕ V 1, 其赋予着一个线性映射

Y (·, x) : V → (EndV )[[x, x−1]],

v 7→ Y (v, x) =
∑
n∈Z

vnx
−n−1 (其中 vn ∈ EndV ) (2.14)

和一个被称作真空向量的特别向量 1 ∈ V 0, 满足下面所有的条件:

Y (u, v)v ∈ V ((x)), (2.15)

Y (1, x)v = v, Y (v, x)1 ∈ V [[x]], lim
x→0

Y (v, x)1 = v, (2.16)

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
Y (u, x1)Y (v, x2)w − (−1)|u||v|x−1

0 δ

(
x2 − x1
−x0

)
Y (v, x2)Y (u, x1)w

= x−1
2 δ

(
x1 − x0
x2

)
Y (Y (u, x0)v, x2)w, (2.17)

其中 u 和 v 是任意齐次向量, 对于 u ∈ V ε, 有 |u| = ε. 最后的条件通常称为 Jacobi 等式.

正如李代数与李超代数之间的关系, 一个顶点代数定义为一个奇部分为零的顶点超代数. 我们有

下面的一个基本事实 (参见文献 [22,34,35]).

命题 2.1 在顶点超代数的定义中, Jacobi 等式 (2.17) 可以等价地被下面的两个条件所替代:

(1) 对于任意的向量 u, v, w ∈ V , 存在一个非负整数 l 使得

(x0 + x2)
lY (u, x0 + x2)Y (v, x2)w = (x0 + x2)

lY (Y (u, x0)v, x2)w (弱结合性). (2.18)

(2) 对于任意的齐次向量 u, v ∈ V , 存在一个非负整数 k 使得

(x1 − x2)
kY (u, x1)Y (v, x2) = (−1)|u||v|(x1 − x2)

kY (v, x2)Y (u, x1) (弱交换性). (2.19)

任给一个顶点超代数 V , 记 D 为如下定义的 V 上的线性算子:

Dv = v−21 =

(
d

dx
Y (v, x)1

) ∣∣∣∣
x=0

, 对于 v ∈ V, (2.20)

那么下面的关系式成立:

[D,Y (v, x)] = Y (Dv, x) =
d

dx
Y (v, x). (2.21)

进一步地, 我们有下面的斜对称性质: 对于任意的齐次向量 u, v ∈ V , 有

Y (u, x)v = (−1)|u||v|exDY (v,−x)u. (2.22)
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注 2.1 在顶点代数的定义中, 把其 Jacobi 等式公理换为 (较弱的) 弱结合条件, 我们得到一个

非局部顶点代数的概念 (参见文献 [36, 37]). 假设 V 是任一个非局部顶点代数, 如以前一样定义 V 上

的线性算子 D, 那么关系式 (2.21) 仍然成立.

我们有如下的事实 (参见文献 [3]):

命题 2.2 假设 V 是一个非局部顶点代数, 那么弱交换性等价于斜对称性.

一个顶点代数 V 称为交换的, 如果对于任意的向量 u, v ∈ V , 有

Y (u, x1)Y (v, x2) = Y (v, x2)Y (u, x1), (2.23)

即作为 V 上的算子, umvn = vnum 对所有的整数 m 和 n 成立. 不难证明, 一个顶点代数 V 是交换的

当且仅当对所有的向量 u, v ∈ V , 有

Y (u, x)v ∈ V [[x]], (2.24)

即 unv = 0 对所有的非负整数 n 成立.

注 2.2 Borcherds [1] 给出了一个交换顶点代数的构造.假设 A是一个带单位元 1的交换结合代

数, d 是 A 的一个导子. 对于 a, b ∈ A, 定义

Y (a, x)b = (exDa)b =
∑
n>0

1

n!
(Dna)bx−n−1, (2.25)

那么, 线性映射 Y (·, x)赋予给 A一个交换顶点代数的结构. 进一步,每一个交换顶点代数都可以这样

得到. 特别地, 取 d = 0, 任一个带单位元的交换结合代数自然就是一个 (交换) 顶点代数. 从这个角

度来讲, 顶点代数是交换结合代数的自然推广. 另一方面, 命题 2.1 说明顶点代数是交换结合代数的

类比.

下面是在文献 [14] 中引进的一个基本概念:

定义 2.2 对顶点代数的定义稍作修改来定义一个弱量子顶点代数, 把其中的 Jacobi 等式公理

换成下面的条件: 对任意向量 u, v ∈ V , 存在 u(i), v(i) ∈ V, fi(x) ∈ C((x)) (i = 1, . . . , r) 使得下面的

S-Jacobi 等式成立:

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
Y (u, x1)Y (v, x2)− x−1

0 δ

(
x2 − x1
−x0

) r∑
i=1

fi(x2 − x1)Y (v(i), x2)Y (u(i), x1)

= x−1
2 δ

(
x1 − x0
x2

)
Y (Y (u, x0)v, x2). (2.26)

我们不难看出弱量子顶点代数自然推广了顶点超代数的概念. 我们有下面的结果:

命题 2.3 在弱量子顶点代数的定义中, 其 S-Jacobi 等式 (2.26) 等价于弱结合性和下面的弱 S-

交换性: 对于任意的向量 u, v ∈ V , 存在 u(i), v(i) ∈ V, fi(x) ∈ C((x)) (i = 1, . . . , r) 和一个非负整数 k

使得

(x1 − x2)
kY (u, x1)Y (v, x2) = (x1 − x2)

k
r∑

i=1

fi(x2 − x1)Y (v(i), x2)Y (u(i), x1). (2.27)

定义 2.3 假设 V 是一个非局部顶点代数. 一个 V - 模是一个向量空间 W , 其赋予着一个线性

映射

YW (·, x) : V → (EndW )[[x, x−1]],
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v 7→ YW (v, x) =
∑
n∈Z

vnx
−n−1 (其中 vn ∈ EndW ), (2.28)

满足下面的条件:

YW (1, x) = 1W (其中 1W 代表 W 上的恒等算子)

YW (v, x)w ∈W ((x)), 对所有的 v ∈ V, w ∈W

和对于任意向量 u, v ∈ V, w ∈W , 存在一个非负整数 l 使得

(x0 + x2)
lYW (u, x0 + x2)YW (v, x2)w = (x0 + x2)

lYW (Y (u, x0)v, x2)w. (2.29)

进一步我们有下面的结果:

命题 2.4 假设 V 是一个弱量子顶点代数, (W,YW )是一个 V -模,那么,对于任意向量 u, v ∈ V ,

下面的等式成立:

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
YW (u, x1)YW (v, x2)− x−1

0 δ

(
x2 − x1
−x0

) r∑
i=1

fi(x2 − x1)YW (v(i), x2)YW (u(i), x1)

= x−1
2 δ

(
x1 − x0
x2

)
YW (Y (u, x0)v, x2),

其中 u(i), v(i) ∈ V, fi(x) ∈ C((x)) 同在定义 1.2 和命题 1.3 中的一样.

假设 W 是任意给定的向量空间. 记

E(W ) = Hom(W,W ((x))), (2.30)

这里自然地把 Hom(W,W ((x))) 看作 (EndW )[[x, x−1]] 的一个子空间.

定义 2.4 空间 E(W ) 的一个子集 U 称为是 S- 局部的, 如果对任意的元素 u(x), v(x) ∈ U , 存在

u(i)(x), v(i)(x) ∈ U, fi(x) ∈ C((x)) (i = 1, . . . , r) 和一个非负整数 k 使得下面关系成立:

(x− z)ku(x)v(z) = (x− z)k
r∑

i=1

fi(z − x)v(i)(z)u(i)(x). (2.31)

假若 U 是 E(W ) 的一个 S- 局部子集. 对于 u(x), v(x) ∈ U , n ∈ Z, 定义

u(x)nv(x) = Resx1

(
(x1 − x)nu(x1)v(x)− (−x+ x1)

n
r∑

i=1

fi(x− x1)v
(i)(x)u(i)(x1)

)
. (2.32)

下面是文献 [14] 中的一个基本结果:

定理 2.1 假设 W 是任意向量空间, 则 E(W ) 的任一个 S- 局部子集 U 生成一个弱量子顶点代

数 ⟨U⟩, 并且 W 是它的一个忠实模, 其中 YW (a(x), z) = a(z) 对于任意的 a(x) ∈ ⟨U⟩ 成立.

我们注意 S- 局部的概念推广了局部的概念, 其中一个子集 U 称为是局部的, 如果对任意的元素

u(x), v(x) ∈ U , 存在一个非负整数 k 使得下面关系成立:

(x− z)ku(x)v(z) = (x− z)kv(z)u(x). (2.33)

定理 2.1 自然地推广了文献 [22] 中相应的结果.

下面拟模的概念自然地产生于文献 [14,32] 中:
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定义 2.5 假设 V 是任一个非局部顶点代数. 对 V - 模的定义做下面的稍微改动得到拟 V - 模

的概念, 将其中的弱结合性公理换为下面的条件: 对于任意的向量 u, v ∈ V , 存在一个非零多项式

p(x1, x2) 使得

p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2) ∈ Hom(W,W ((x1, x2))) (2.34)

和

(p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2)) |x1=x2+x0= p(x2 + x0, x2)YW (Y (u, x0)v, x2). (2.35)

注 2.3 如果 V 是一个弱量子顶点代数, 上面条件等价于下面的拟 Jacobi 等式: 对于任意的向

量 u, v ∈ V , 存在一个非零多项式 p(x1, x2) 使得

x−1
0 δ

(
x1 − x2
x0

)
p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2)

−x−1
0 δ

(
x2 − x1
−x0

)
p(x1, x2)

r∑
i=1

fi(x2 − x1)YW (v(i), x2)YW (u(i), x1)

= x−1
2 δ

(
x1 − x0
x2

)
p(x1, x2)YW (Y (u, x0)v, x2), (2.36)

其中 u(i), v(i) ∈ V, fi(x) ∈ C((x)) 与以前在弱量子顶点代数的定义中一样 (定义 1.3).

为了给出量子顶点代数的概念, 我们需要有理量子 Yang-Baxter 算子的概念. 假定 V 是向量空

间. 空间 V 上的一个有理量子 Yang-Baxter 算子是线性映射

S(x) : V ⊗ V → V ⊗ V ⊗ C((x)),

它满足下面的量子 Yang-Baxter 方程:

S12(x)S13(x+ z)S23(z) = S23(z)S13(x+ z)S12(x), (2.37)

其中对于 1 6 i < j 6 3, Sij(x) 是由 S(x) 显而易见的方式定义的 V ⊗ V ⊗ V 到 V ⊗ V ⊗ V ⊗ C((x))
的一个线性映射. 例如, S23(x) = 1⊗ S(x). 再进一步, 一个有理量子 Yang-Baxter 算子 S(x) 称作是优

化的, 如果它满足条件

S(x)S21(−x) = 1, (2.38)

其中 S21(x) = (σ ⊗ 1)S(x)σ, σ 代表 V ⊗ V 上的标准置换, 即 σ(u⊗ v) = σ(v ⊗ u).

对于任一个弱量子顶点代数 V , 我们采用 Etingof 和 Kazhdan 的记号, 记 Y (x) 为线性映射

Y (x) : V ⊗ V → V ((x)), (2.39)

其中对于 u, v ∈ V , Y (x)(u⊗ v) = Y (u, x)v.

定义 2.6 一个量子顶点代数是一个弱量子顶点代数 V ,其赋予着一个优化有理量子 Yang-Baxter

算子 S(x) 满足如下条件:

(i) 对于任意的 u, v ∈ V , 命题 2.3 中的弱 S- 交换成立, 其中 u(i)、v(i) 和 fi(x) 如下给出:

S(x)(v ⊗ u) =
r∑

i=1

v(i) ⊗ u(i) ⊗ fi(x) ∈ V ⊗ V ⊗ C((x)).
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(ii)

S(x)(1⊗ v) = 1⊗ v, S(x)(u⊗ 1) = u⊗ 1, (2.40)

[D ⊗ 1, S(x)] = − d

dx
S(x).

(iii)

S(z)(Y (x)⊗ 1) = (Y (x)⊗ 1)S23(z)S13(z + x). (2.41)

假设 V 是任意弱量子顶点代数. 对于每一个正整数 n, 定义一个线性映射

Zn : V ⊗n ⊗ C((x1)) · · · ((xn)) → V ((x1)) · · · ((xn)),

Zn(v
(1) ⊗ · · · ⊗ v(n) ⊗ f) = fY (v(1), x1) · · ·Y (v(n), xn)1,

其中 v(1), . . . , v(n) ∈ V, f ∈ C((x1)) · · · ((xn)). 一个弱量子顶点代数 V 称为是非退化的 (参见文献 [12]),

如果对于每一个正整数 n, 线性映射 Zn 是一个单射. 我们有如下结果 (参见文献 [14]):

定理 2.2 假设一个弱量子顶点代数 V 是非退化的, 那么在 V 上存在一个优化有理量子 Yang-

Baxter 算子 S(x) 使得 V 成为一个量子顶点代数, 并且这样的 S(x) 是被唯一确定的.

由此定理可见非退化性的重要性 (关于其他的重要性参见文献 [12]). 在文献 [15] 中, 作者得到了

一些关于非退化性的基本结果.

引理 2.1 一个非退化的非局部顶点代数的任意子代数自然是非退化的.

命题 2.5 假设 V 是一个复数域 C上的非局部顶点代数. 如果 V 是可数维的,且其伴随模 V 是

不可约的, 那么 V 是非退化的.

此命题推广了文献 [38] 中的一个结果 (从顶点代数到非局部顶点代数).

注 2.4 鉴于定理 2.2 和命题 2.5, 术语 “非退化量子顶点代数” 和 “不可约量子顶点代数” (不提

及其有理量子 Yang-Baxter 算子) 是没有任何歧义的.

另一个非退化性的充分条件涉及滤过顶点代数. 一个非局部顶点代数 V 的一个升链滤过

· · · ⊂ En ⊂ En+1 ⊂ · · ·

称为好的, 如果它满足条件 1 ∈ E0, 对于所有足够小的整数 n, En = 0;

ukv ∈ Em+n, 对任意的 u ∈ Em, v ∈ En, k ∈ Z. (2.42)

对于一个非局部顶点代数 V 和任给一个好的升链滤过 {En},我们有一个分次非局部顶点代数 Gr(V ),

其中作为向量空间 Gr(V ) =
⊕

n∈Z(En/En−1), 其顶点算子通过分量如下给出:

(u+ Em−1)k(v + En−1) = ukv + Em+n−1, 对于 u ∈ Em, v ∈ En, m, n, k ∈ Z. (2.43)

命题 2.6 假设 V 是复数域 C 上一个可数维的非局部顶点代数. 如果存在 V 的一个好的升链

滤过 {En}n∈Z, 使得分次非局部顶点代数 Gr(V ) 是非退化的, 那么 V 是非退化的.

假设 r 是一个正整数, x
(n)
1 , . . . , x

(n)
r (其中 n > 1) 是互相交换的独立变量. 令

A = C[x(n)i | 1 6 i 6 r, n > 1]
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(交换多项式代数). 记 d 为代数 A 上由如下条件唯一确定的导子:

d(x
(n)
i ) = nx

(n+1)
i , 对于所有 1 6 i 6 r, n > 1. (2.44)

为方便起见, 我们称 A 为秩为 r 的自由微分多项式代数. 进一步, 利用导子 d, 我们把 A 变成一个交

换顶点代数. 我们有如下结果:

命题 2.7 假设 V 是一个复数域 C 上可数维的非局部顶点代数. 如果存在 V 的一个好的升链

滤过 {En}n∈Z 使得其分次非局部顶点代数 Gr(V ) 同构于一个有限秩微分多项式代数, 那么 V 是非退

化的.

下面讨论三个具体的例子. 假设 g 是任意 (有限或无限维) 李代数. 鉴于 t−1C[t−1] 是一个交换结

合代数, 张量积 g⊗ t−1C[t−1] 也记为 t−1g[t−1], 自然地是一个李代数, 并且 − d
dt 是其一个李代数导子.

那么, − d
dt 自然地提升为泛包络代数 U(t−1g[t−1]) 的一个导子, 记作 d. 这样, 利用导子 d, 我们可以赋

予 U(t−1g[t−1]) 一个非局部顶点代数的结构. 对于 a ∈ g, 有

Y (a⊗ t−1, x) = e−x(d/dt)(a⊗ t−1) = a⊗ (t− x)−1 =
∑
n>0

(a⊗ t−n−1)xn. (2.45)

令

a(x)− =
∑
n>0

(a⊗ t−n−1)xn, (2.46)

那么, 对于 a, b ∈ g, 有

[a(x1)
−, b(x2)

−] = (x2 − x1)
−1([a, b](x1)

− − [a, b](x2)
−). (2.47)

我们有如下的结果 (参见文献 [15]):

命题 2.8 非局部顶点代数 U(t−1g[t−1]) 是一个弱量子顶点代数. 进一步, 如果 g 是一个有限维

李代数, 那么 U(t−1g[t−1]) 是一个非退化量子顶点代数.

我们要讨论的第二个例子与 Zamolodchikov-Faddeev 代数相关. 假设 Q = (qij(x)) 是一个满足下

面条件的 C((x))上 r×r矩阵: 对于 1 6 i, j 6 r,有 qij(x)qji(−x) = 1.定义一个带单位元结合代数 AQ,

它具有生成元 u
(i)
n 和 v

(i)
n (1 6 i 6 r, n ∈ Z), 定义关系为

u(i)(x1)u
(j)(x2) = qij(x2 − x1)u

(j)(x2)u
(i)(x1),

v(i)(x1)v
(j)(x2) = qij(x2 − x1)v

(j)(x2)v
(i)(x1),

u(i)(x1)v
(j)(x2)− qji(x2 − x1)v

(j)(x2)u
(i)(x1) = δi,jx

−1
1 δ

(
x2
x1

)
对所有的 1 6 i, j 6 r, 其中

u(i)(x) =
∑
n∈Z

u(i)n x−n−1, v(i)(x) =
∑
n∈Z

v(i)n x−n−1.

进一步, 定义一个 AQ- 模 VQ, 它由一个元素 1 生成, 具有下面的定义关系:

u(i)n 1 = v(i)n 1 = 0

对所有的 1 6 i 6 r, n > 0. 对于 1 6 i 6 r, 记

u(i) = u
(i)
−11, v(i) = v

(i)
−11 ∈ VQ.
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定理 2.3 [26] 在代数 AQ 的模 VQ 上存在一个由如下条件唯一确定的弱量子顶点代数结构:

Y (1, x) = 1, Y (u(i), x) = u(i)(x), Y (v(i), x) = v(i)(x),

其中 i = 1, . . . , r. 进一步, VQ 是一个不可约量子顶点代数.

我们要讨论的第三个例子与李代数 sl(2, C)的杨氏代数有关. 假设 q是任意非零复数. 令DYq(sl2)

是如下定义的带单位元的结合代数, 其生成元是 en、fn 和 hn (n ∈ Z), 定义关系是

e(x1)e(x2) =
q + x1 − x2
−q + x1 − x2

e(x2)e(x1),

f(x1)f(x2) =
−q + x1 − x2
q + x1 − x2

f(x2)f(x1),

h(x1)h(x2) = h(x2)h(x1),

h(x1)e(x2) =
q + x1 − x2
−q + x1 − x2

e(x2)h(x1),

h(x1)f(x2) =
−q + x1 − x2
q + x1 − x2

h(x2)f(x1),

[e(x1), f(x2)] = x−1
1 δ

(
x2
x1

)
h(x2),

其中

e(x) =
∑
n∈Z

enx
−n−1, f(x) =

∑
n∈Z

hnx
−n−1, h(x) =

∑
n∈Z

hnx
−n−1,

(±q + x1 − x2)
−1 =

∑
i>0

(±q)−i−1(x2 − x1)
i ∈ C[[x1, x2]].

令 Vq 是一个 DYq(sl2)- 模, 由 1 作为生成元 (向量), 具有定义关系

en1 = fn1 = hn1 = 0, 对所有的非负整数 n.

记 e = e−11, f = f−11, h = h−11 ∈ Vq.

定理 2.4 [16] 代数 DYq(sl2) 的模 Vq 上存在一个由如下条件唯一确定的弱量子顶点代数结构:

Y (1, x) = 1, Y (e, x) = e(x), Y (f, x) = f(x), Y (h, x) = h(x).

进一步, Vq 是一个非退化量子顶点代数.

3 量子顶点代数的 ϕ- 坐标模和 ϕ- 坐标拟模理论

本节概括介绍 (弱) 量子顶点代数的 ϕ- 坐标模理论, 特别是一个一般性构造理论.

我们首先从一维形式群的概念开始. 复数域 C 上的一个一维形式群 (或法则) (参见文献 [39]) 按

定义是一个满足如下条件的形式幂级数 F (x, y) ∈ C[[x, y]]:

F (x, 0) = x, F (0, y) = y, F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z). (3.1)

一个特别的例子是 F (x, y) = x+ y, 其通常被称作 (一维) 形式加法群.

1433



李海生: 量子顶点代数理论和量子仿射代数

假设 F (x, y) 是一个一维形式群. 在文献 [19] 中, 作者引进了伴随的概念. 形式群 F (x, y) 的一个

伴随是一个满足如下条件的形式级数 ϕ(x, z) ∈ C((x))[[z]]:

ϕ(x, 0) = x, ϕ(x, ϕ(y, z)) = ϕ(x, F (y, z)). (3.2)

不难看出形式群的伴随类似于群的群集合.

我们知道, 顶点代数、量子顶点代数及其模 (和扭模) 理论都基于形式加法群. 文献 [19] 的精髓

是, 对于形式加法群的任意伴随 ϕ(x, z), 我们赋予给顶点代数, 或更广的弱量子顶点代数, 一个 ϕ- 坐

标模的理论, 其中通常的模理论对应于形式加法群本身.

我们得到了如下结果:

命题 3.1 对任意形式 Laurent 级数 p(x) ∈ C((x)), 定义

ϕp(x)(x, z) = ezp(x)
d
dx (x) =

∑
n>0

zn
1

n!

(
p(x)

d

dx

)n

x ∈ C((x))[[z]],

那么, ϕp(x)(x, z) 是形式加法群的一个伴随. 进一步, 形式加法群的每一个伴随都可以这样得到而且其

中的 p(x) 是被唯一确定的.

如果取 p(x) = xn, 其中 n 是任意整数, 那么可得到一系列形式加法群的伴随. 一个值得指出的事

实是, 所有微分算子 xn+1 d
dx (n ∈ Z) 线性张成 Witt 李代数, 即无中心的 Virasoro 代数. 特别地, 取

p(x) = 1, 我们得到形式加法群自己:

ϕ(x, z) = ez
d
dx · x = x+ z; (3.3)

如果取 p(x) = x, 我们得到形式加法群的一个特别伴随

ϕ(x, z) = ezx
d
dx · x = xez. (3.4)

形式加法群的这个特别伴随正是我们建立量子仿射代数同量子顶点代数联系所需的一个重要元素.

下面是在文献 [19] 中所介绍的 ϕ- 坐标 (拟) 模的定义:

定义 3.1 假设 ϕ(x, z) 是一个形式加法群的伴随. 一个非局部顶点代数 V 的一个 ϕ- 坐标拟模

是一个向量空间 W , 其上赋予着一个线性映射

YW (·, x) : V → (EndW )[[x, x−1]],

v 7→ YW (v, x), (3.5)

它满足如下条件:

(i) YW (1, x) = 1W (W 上的恒等算子);

(ii) 对于任意向量 v ∈ V, w ∈W , 有

YW (v, x)w ∈W ((x)); (3.6)

(iii) 对于任意向量 u, v ∈ V , 存在一个非零多项式 p(x1, x2) 使得

p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2) ∈ Hom(W,W ((x1, x2))), (3.7)

(p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2)) |x1=ϕ(x2,x0) = p(ϕ(x2, x0), x2)YW (Y (u, x0)v, x2). (3.8)

在这个 ϕ- 坐标拟模的定义中, 在条件 (iii) 中, 把 “存在一个非零多项式 p(x1, x2)” 加强为 “存在一个

形式为 (x1 − x2)
k 的多项式 p(x1, x2)” 即得到 ϕ- 坐标模的概念.
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我们观测到对任意的 G(x1, x2) ∈ Hom(W,W ((x1, x2))), 变量代换 G(x1, x2) |x1=ϕ(x2,x0) 存在且其

结果是向量空间 (Hom(W,W ((x2))))[[x0]] 的一个元素. 在这里, 性质 (3.7) 是等式 (3.8) 有意义的一个

先决条件.

在过去, 我们在实际应用中主要用到 ϕ(x, z) = x + z 或 ϕ(x, z) = xez 的两种特别情形. 当然,

我们发展此理论的主要动力是建立量子仿射代数与量子顶点代数的联系. 为此目的, 我们只需要考虑

ϕ(x, z) = xez 的特别情形. 从现在起, 假设 ϕ(x, z) = xez.

假设 W 是任意向量空间. 同以前一样, 记 E(W ) = Hom(W,W ((x))).

定义 3.2 称 E(W ) 的一个子集 U 是三角拟 S- 局部的, 如果对于任意的 u(x), v(x) ∈ U , 存在有

限个

u(i)(x), v(i)(x) ∈ U, gi(x) ∈ C(x), 1 6 i 6 r

和一个非零多项式 p(x1, x2) 使得

p(x1, x2)u(x1)v(x2) =
r∑

i=1

p(x1, x2)gi

(
x2
x1

)
v(i)(x2)u

(i)(x1), (3.9)

其中 gi(x2/x1) 被理解为 C((x2))((x1)) 中的元素 ιx2,x1(gi(x2/x1)). 在这个定义中, 把 “非零多项式”

换为 “形式为 (x1 − x2)
k 的多项式”, 我们即得到较强的三角 S- 局部的概念.

注意到从等式 (3.9) 可以推出

p(x1, x2)u(x1)v(x2) ∈ Hom(W,W ((x1, x2))), (3.10)

因而, 变量代换 (p(x1, x)u(x1)v(x)) |x1=xez 存在且其结果是 (Hom(W,W ((x))))[[z]] 中的元素.

假设 U 是 E(W ) 的一个三角拟 S- 局部的子集. 对于 u(x), v(x) ∈ U , 定义

Y ϕ
E (u(x), z)v(x) = ιx,z

(
1

p(xez, x)

)
(p(x1, x)u(x1)v(x))

∣∣∣∣
x1=xez

(3.11)

作为 (Hom(W,W ((x))))[[z]]中的一个元素,其中 p(x1, x2)是使得 (3.10)成立的任意非零多项式. 进一

步, 通过展式

Y ϕ
E (u(x), z)v(x) =

∑
n∈Z

(u(x)ϕnv(x))z
−n−1,

我们来定义 u(x)ϕnv(x) ∈ E(W ) 对所有整数 n 成立.

下面是在文献 [19] 中得到的一个基本结果:

定理 3.1 假设 W 是一个向量空间, U 是 E(W ) 的任一个三角拟 S- 局部的子集, 那么 U 在

E(W )中生成一个弱量子顶点代数,记作 ⟨U⟩ϕ,且 W 自然地是其一个 ϕ-坐标拟模. 更进一步,如果 U

是一个三角 S- 局部的子集, 那么 W 自然地是 ⟨U⟩ϕ 的一个 ϕ- 坐标模.

对于任意的 a(x) ∈ E(W ), λ ∈ C×, 显而易见 a(λx) ∈ E(W ). 这样, 我们得到群 C× 在 E(W ) 上的

一个自然作用. 我们有如下的结果 (参见文献 [20]):

命题 3.2 假设 W 是任一个向量空间, Γ 是 C× 的一个子群. 如果 U 是 E(W ) 的一个三角拟 S-

局部的子集满足如下条件:对于任意的 a(x) ∈ U, λ ∈ Γ, a(λx) ∈ U ,那么 Γ作用在弱量子顶点代数 ⟨U⟩ϕ
上作为自同构群.

下面是 ϕ- 坐标拟模概念的一个精致化:
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定义 3.3 假设 V 是一个弱量子顶点代数, G 是其一个自同构群, χ : G → C× 是一个线性特征

标, 即一个群同态. 称 V 的一个 ϕ- 坐标拟模 (W,YW ) 是 (G,χ)- 等变的, 如果

(i) 对于任意的 g ∈ G, v ∈ V , 有

YW (gv, x) = YW (v, χ(g)x); (3.12)

(ii) 对于任一个向量 u, v ∈ V , 存在一个多项式 p(x1, x2) =
∏r

i=1(x1 − λix2), 其中 λi ∈ χ(G), 使得

p(x1, x2)YW (u, x1)YW (v, x2) ∈ Hom(W,W ((x1, x2))). (3.13)

我们注意到, 当 G 是平凡群时, (G,χ)- 等变的 ϕ- 坐标拟模正好是 ϕ- 坐标模.

作为定理 2.1 的一个精致化, 我们有如下结果 (参见文献 [20]):

定理 3.2 假设 W 是任一个向量空间, Γ 是 C× 的一个子群. 假设 U 是 E(W ) 的一个满足下面

条件的三角拟 S- 局部的子集:

(i) 在定义 2.2 中的多项式 p(x1, x2) 要求具有形式
∏r

i=1(x1 − λix2), 其中 λi ∈ Γ;

(ii) 对于任意 a(x) ∈ U, λ ∈ Γ, 有 a(λx) ∈ U ,

那么 W 是弱量子顶点代数 ⟨U⟩ϕ 的 (Γ, χ)- 等变 ϕ- 坐标拟模, 其中 χ 是恒等映射.

下面讨论一个具体例子,它与一个被称为量子 βγ 系统的代数有关. 假设 q 是任一个非零复数. 记

Ãq(βγ) 为由下面的生成元和定义关系来确定的带单位元的结合代数: 生成元为 β̃n 和 γ̃n (n ∈ Z), 生
成关系为

β̃(x)β̃(z) = ιz,x

(
qz − x

z − qx

)
β̃(z)β̃(x),

γ̃(x)γ̃(z) = ιz,x

(
qz − x

z − qx

)
γ̃(z)γ̃(x),

β̃(x)γ̃(z)− ιz,x

(
z − qx

qz − x

)
γ̃(z)β̃(x) = δ

(
x

z

)
,

(3.14)

其中

β̃(x) =
∑
n∈Z

β̃nx
−n, γ̃(x) =

∑
n∈Z

γ̃nx
−n.

称一个 Ãq(βγ)-模 W 是限制的,如果对每一个向量 w ∈W , β̃nw = γ̃nw = 0对于所有足够大的整数 n

成立. 不难发现, 对于任一个限制 Ãq(βγ)- 模 W , 生成函数 β̃(x) 和 γ̃(x) 构成了 E(W ) 的一个三角 S-

局部的子集. 由定理 3.1 知, 这两个生成函数生成了一个弱量子顶点代数. 为了更好地刻画这个弱量

子顶点代数, 我们需要另外一个结合代数.

定义 Âq(βγ) 为由下面的生成元和定义关系决定的带单位元的结合代数: 生成元为 β̂n 和 γ̂n (n

∈ Z), 定义关系为

β̂(x)β̂(z) = ιz,x

(
q − ex−z

1− qex−z

)
β̂(z)β̂(x),

γ̂(x)γ̂(z) = ιx,z

(
q − ex−z

1− qex−z

)
γ̂(z)γ̂(x),

β̂(x)γ̂(z)− ιx,z

(
1− qex−z

q − ex−z

)
γ̂(z)β̂(x) = x−1δ

(
z

x

)
,

(3.15)
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其中

β̂(x) =
∑
n∈Z

β̂nx
−n−1, γ̂(x) =

∑
n∈Z

γ̂nx
−n−1.

令 Vq(βγ) 是由一个被称为真空向量的元素 1 生成的 Âq(βγ)- 模, 具有如下定义关系: 对所有非

负整数 n, 有 β̂n1 = γ̂n1 = 0. 这个模称为 Âq(βγ) 的真空模. 令 β̂ = β̂−11, γ̂ = γ̂−11 ∈ Vq(βγ).

我们有如下结果 (参见文献 [19]):

命题 3.3 代数 Âq(βγ) 的模 Vq(βγ) 上存在由下面条件唯一确定的一个弱量子顶点代数结构:

Y (1, x) = 1, Y (β̂, x) = β̂(x), Y (γ̂, x) = γ̂(x).

更进一步, Vq(βγ) 是一个不可约量子顶点代数.

定理 3.3 假设 W 是任一个限制 Ãq(βγ)- 模, 那么 W 上存在量子顶点代数 Vq(βγ) 的一个由下

面条件唯一确定的 ϕ- 坐标模结构:

YW (β̂, x) = β̃(x), YW (γ̂, x) = γ̃(x). (3.16)

反过来, 量子顶点代数 Vq(βγ) 的每一个 ϕ- 坐标模 (W,YW ) 自然地是代数 Ãq(βγ) 的一个限制模, 其

中 β̃(x) = YW (β̂, x), γ̃(x) = YW (γ̂, x).

4 量子仿射代数和弱量子顶点代数

本节以最简单的仿射量子代数 Uq(ŝl2) 为例说明弱量子顶点代数及其 ϕ- 坐标拟模的构造理论使

我们可以建立量子仿射代数同弱量子顶点代数的一个自然联系. 关于一般仿射量子代数, 本节的所有

结果仍然成立.

我们先从 Drinfeld 所给出的量子仿射代数 Uq(ŝl2) 的定义出发 (参见文献 [9, 30]). 假设 q 是一

个非零复数. 令 f(x) = (q2x − 1)/(x − q2) ∈ C(x). 进一步, 令 g(x)±1 = ιx,0(f(x)
±1) ∈ C[[x]], 其中

ιx,0(f(x)
±1) 代表有理函数 f(x)±1 在零点的 Taylor 级数展开式. 量子仿射代数 Uq(ŝl2) 是 (或同构于)

带单位元的结合代数, 其具有生成元 X±
k 、ϕm、ψn、γ1/2 和 γ−1/2, 其中 k ∈ Z, m ∈ −Z+, n ∈ Z+,

γ±1/2 是中心元素, 且具有下面的定义关系:

γ1/2γ−1/2 = γ−1/2γ1/2 = 1,

ϕ0ψ0 = ψ0ϕ0 = 1,

[ϕ(z), ϕ(w)] = 0, [ψ(z), ψ(w)] = 0,

ϕ(z)ψ(w)ϕ(z)−1ψ(w)−1 =
g(zw−1γ−1)

g(zw−1γ)
,

(z − q±8w)X±
i (z)X±(w) = (q±8z − w)X±(w)X±(z),

[X+(z), X−(w)] =
1

q − q−1
(δ(zw−1γ−1)ψ(wγ1/2)− δ(zw−1γ)ϕ(zγ1/2)),

其中

X±(z) =
∑
k∈Z

X±
k z

k , ϕ(z) =
∑

m∈−Z+

ϕmz
−m, ψ(z) =

∑
n∈Z+

ψnz
−n.
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假设 q 如上是一个非零复数. 我们 (任意) 选定一个对数值 log q. 进一步, 对于任意复数 α, 定义

qα = eα log q ∈ C. (4.1)

代数 Uq(ŝl2)的一个模 W 称为限制模, 如果对于任意向量 w ∈W , 当整数 k 足够大时, X±
k w = 0,

ψkw = 0. 另一方面, 一个模 W 称为是水平为负数 ℓ ∈ C 的, 如果中心元 γ±1/2 作用在 W 上为常

量 q±ℓ/4.

对于非零复数 q (如上) 和任一个复数 ℓ, 定义非零复数乘法群 C× 的一个子群

Γ(q, ℓ) = {qm+nℓ/4 | m,n ∈ Z}. (4.2)

假设 W 是仿射量子代数 Uq(ŝl2) 的任一个水平为 ℓ 的限制模. 令

UW = {ϕ(αx), ψ(αx), X±(αx) | α ∈ Γ(q, ℓ)}, (4.3)

则 UW 是 E(W ) 的一个子集. 另外, 从以上的定义关系可以得到如下交换关系:

ϕ(z)ϕ(w) = ϕ(w)ϕ(z), ψ(z)ψ(w) = ψ(w)ψ(z),

ψ(w)ϕ(z) =
g(zw−1qℓ/2)

g(zw−1q−ℓ/2)
ϕ(z)ψ(w),

ψ(z)X±(w) = g(z−1wq∓ℓ/4)∓1X±(w)ψ(z),

X±(w)ψ(z) = g(z−1wq∓1/4)±1ψ(z)X±(w),

ψ(z)X±(w) = g(z−1wq∓ℓ/4)∓1X±(w)ψ(z),

X±(w)ψ(z) = g(z−1wq∓ℓ/4)±1ψ(z)X±(w),

(z − q±8w)X±
i (z)X±(w) = (q±8z − w)X±(w)X±(z),

(z − qℓ/2w)(qℓ/2z − w)[X+(z), X−(w)] = 0.

这样, 我们有下面的结果:

引理 4.1 假设 W 是仿射量子代数 Uq(ŝl2) 的一个水平为 ℓ 的限制模, 则 UW 是 E(W ) 的一个

三角的拟 S- 局部子集.

鉴于引理 4.1和定理 2.1, UW 在 E(W )中自然地生成一个弱量子顶点代数 ⟨UW ⟩ϕ,并且向量空间W

是其一个 ϕ- 坐标拟模. 另外, 以前我们已经赋予乘法群 C× 在向量空间 E(W ) 上的一个自然作用.

命题 4.1 [20] 假设 W 是仿射量子代数 Uq(ŝl2) 的一个水平为 ℓ 的限制模, 则 Γ(q, ℓ) 自然地作用

在弱量子顶点代数 ⟨UW ⟩ϕ 上作为自同构群. 进一步, W 是 ⟨UW ⟩ϕ 的一个 Γ(q, ℓ)-等变的 ϕ-坐标拟模.

当然, 我们期望 ⟨UW ⟩ϕ 是一个非退化量子顶点代数. 下面是我们的一个猜想:

猜想 4.1 假设 W 是仿射量子代数 Uq(ŝl2) 的一个水平为 ℓ 的 Verma 模, 则弱量子顶点代数

⟨UW ⟩ϕ 是一个非退化量子顶点代数.

这里指出一个重要的事实. 在非量子情形下, 如果 W 是 (无扭) 仿射李代数 ĝ 的一个水平为 ℓ 的

限制模,那么 ĝ的标准生成函数 a(x) (a ∈ g)形成了向量空间 E(W )的一个局部子集 UW ,它们自然地

生成了一个顶点代数, 记作 ⟨UW ⟩, 向量空间 W 自然地是其一个模. 更进一步, ⟨UW ⟩ 在一个自然作用
下仍然是仿射李代数 ĝ的一个水平为 ℓ的模,且是一个 (相对于 g的)最高权为零的最高权模 (参见文

献 [22, 35]). 反过来, 任一个水平为 ℓ、最高权为零的最高权模上存在一个自然的顶点代数结构. 相比
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之下, 在量子的情形下, 这里有很大的差别. 第一, 量子仿射代数 Uq(ŝl2) 的生成函数形成一个三角的

拟 S-局部子集,但已不再是一个局部子集. 鉴于此,文献 [22]中的一般构造理论已不奏效. 第二,我们

可以用新发展的 ϕ- 坐标拟模理论得到一个弱量子顶点代数 ⟨UW ⟩ϕ, 但在自然的作用下它不是 Uq(ŝl2)

的一个模. 因此, 确定弱量子顶点代数 ⟨UW ⟩ϕ 的具体结构变为一个主要问题. 这些已经明显地体现在

第 2 节的具体例子中.

从另一角度讲, 这一个现象也不太惊人, 类似的现象已经出现在扭仿射李代数同顶点代数的联系

中. 事实是 (参见文献 [40]), 扭仿射李代数的 (含形式变量分数幂) 标准生成函数自然地生成一个顶点

代数, 它是无扭仿射代数的最高权为零的最高权模, 但不是扭仿射李代数的模. 这个事实为我们一些

有关研究工作提供了一个正确方向.

致谢 借万哲先先生 90 华诞之际, 谨以此文表达对万先生崇高的敬意和谢意.
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Quantum vertex algebras and quantum affine algebras

LI HaiSheng

Abstract In the general theory of vertex algebras, a basic open problem has been to develop a suitable

theory of quantum vertex algebras so that quantum vertex algebras can be naturally associated to quantum

affine algebras. Partially motivated by Etingof and Kazhdan’s theory of quantum vertex operator algebras, since

2005 we have systematically developed and studied a theory of (weak) quantum vertex algebras and their ϕ-

coordinated modules, and we have established natural connections of some celebrated algebras such as double

Yangians with quantum vertex algebras. Especially, we have established a natural connection of quantum affine

algebras with weak quantum vertex algebras. In this connection, weak quantum vertex algebras were associated

theoretically, while the explicit structures are yet to be determined and we still need to prove that these are indeed

quantum vertex algebras. To a certain extent, this provides a primary solution to the very open problem. On the

other hand, with this theory being developed, it has been used to build natural connections of some important

algebras with quantum vertex algebras, showing its high practical value. In this survey paper, we review the

theory of (weak) quantum vertex algebras and their ϕ-coordinated modules, and summarize the main results

in this development, including the association of quantum vertex algebras to Zamolodchikov-Faddeev algebras,

centerless double Yangians, and quantum βγ-system.
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