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摘要    基于广义分数 Maxwell 模型对聚醚醚酮(PEEK)和聚苯硫醚(PPS)在不同老化温度和老化时间下的应

力松弛曲线进行了拟合. 利用遗传算法结合共轭梯度法对模型参数进行优化. 拟合结果表明, 分数 Maxwell

模型能很好地描述应力松弛过程, 分数阶(松弛指数)由材料结构决定, 不同的老化温度和时间仅影响松弛时

间. 以松弛时间为标度, 不同温度及老化时间下的应力松弛曲线能近乎完美地叠合, 即时间-老化时间迭加原

理和时间-温度迭加原理被自然呈现. 由此也可能给出比较可靠地预测不同条件下聚合物力学性能长时行为

的方法.  
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聚合物等高分子材料在工民用及国防等领域具

有广泛应用. 该类材料的基本特点是在使用过程中

将发生老化, 各种性能随时间发生变化. 在实际使用

条件下, 物理老化一般伴随着化学或生物老化(主化

学键断裂或重组). 就物理老化来讲, 是材料从玻璃

态逐步向平衡态的演化过程. 玻璃态的统计及耗散

动力学一直是物理学的重要研究课题[1,2]. 分数阶微

积分的引入使黏弹理论有了突破性发展, 分数阶动

力学方程具有内在的耗散性质, 能从本质上反映响

应的时间记忆效应[3,4]. 分数阶微积分被越来越多地

应用于各种复杂系统的研究, 但利用其对物理老化

规律进行研究的工作尚未见报道 . 本文利用分数

Maxwell 模型对 PEEK 和 PPS 应力松弛过程进行了拟

合, 表明以松弛时间为标度, 则不同温度及老化时间

下的松弛曲线自然迭合, 时间-老化时间及时间-温度

迭加原理很好地满足.  

1  物理老化的基本经典模型 

将高分子材料从高于 Tg(玻璃化转变温度)的温

度降到 Tg 以下, 体系将处在非平衡态. 在微观上, 体

系的结构将逐步向平衡态弛豫. 宏观上, 体系的某些

特征量(体积、焓等)将逐渐趋于平衡值. 相应地, 材

料的力学性能表现出黏弹特性. 通过各种谱学方法

和散射技术可以表征老化过程中材料结构的变化并

建立起与宏观性能之间的联系, 但定量地描述老化

过程主要是通过对各种宏观特征量的测量建立唯象

的理论模型. 对于描述玻璃态的老化, 应用最广、形

式最为简单的松弛函数是扩展指数衰减率, 即 KWW

方程[5,6]: 
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 ( )( ) exp ,t t
βφ τ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (1) 

松弛指数 0 1,β< <  表明特征量(自由体积、剩余焓及

应力等)松弛的速度并不正比于各特征量, 并且老化

过程包含多个具有不同松弛时间τ 的结构单元的弛

豫, β 反比于松弛时间的分布宽度. 一种等效的处理

方法是引入具有分立值的松弛时间谱, 即 KAHR 模

型[7].  

松弛时间τ 既依赖于温度 , 也依赖于老化状态

(结构). 根据 TNM 模型[8~10], 可以表示为 

 f 0
f

(1 )
( , ) exp ,

x h x h
T T

RT RT
τ τ

⎡ ⎤Δ − Δ
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (2) 

式中 hΔ 相当于结构松弛的活化能, 0 1x≤ ≤ 是经验

参数, 描述温度和结构因素对松弛时间的相对影响. 

式中 Tf (Fictive Temperature)描述体系的老化状态, 

表示在温度 T 下经老化时间 et 后体系的某个宏观特

征量δ 与体系处在 Tf 下的虚设平衡态时的值相等. (2)

式中的 Tf 也经常用δ 替代.  

在一般情况下, 老化过程只是分段自相似的, 松

弛指数(意味着松弛时间分布)随时间发生变化. Ngai

提出了一种耦合模型[11,12]: 

 ( )1*( ) exp ,
n

t tφ τ
−⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3) 

0 1n≤ ≤ 表征某局域结构单元与周围结构的耦合强

度, 而 *τ 是耦合松弛时间: 

 
1

* 1
0[(1 ) ] ,n n

cnτ ω τ −= −  (4) 

式中 cω 是临界频率. 耦合模型的核心思想在于强调

耦合强度是依赖结构的, 随着老化过程的演化, 耦合

将逐渐增强.  

2  时间-老化时间迭加原理及时间-温度迭加
原理 

对大量实验数据的分析表明, 在给定温度下, 经

历不同老化时间 et 后, 蠕变或应力松弛的响应曲线

通过对时间进行标度变换(对数坐标下平移)可以进

行叠合[13]: 

 
eref, ,( ) | ( ) | ,

e et T t t Tt a tφ φ=  (5) 

这里 ereft 是某个参照老化时间. 
et

a 称为物理老化的平

移因子 . 这一关系被称为时间-老化时间迭加原理. 

实验结果还表明, 在给定温度下, 平移速率[13]: 

 
d log

( ) ,
d log

et

e

a
T

t
μ =  (6) 

近似为常数. T 在 Tg 附近时μ接近 1, 而随 T 的下降μ
迅速减小.  

对于聚合物的一般黏弹特征, 响应曲线普遍满

足时间-温度迭加原理[14]. 将二者结合起来, 则可得

到任意温度、任意老化时间下的响应规律: 

 
eref ref, ,( ) | ( ) | .

e et T t T t Tt a a tφ φ=  (7) 

温度移动因子 Ta 与温度的关系满足 WLF 方程[15]: 

 1

2

( )
log .g

T
g

c T T
a

c T T

− −
=

+ −
 (8) 

3  分数黏弹单元及广义分数 Maxwell 模型 

3.1  分数黏弹单元 

经典黏弹性本构方程是基于由弹簧和黏壶组成

的不同模型, 这些方程具有整数阶微分或积分的形

式[16]. Caputo最先将分数阶微分引入本构方程以描述

岩浆的运动[17]. 简单将整数阶换成分数阶建立的本

构方程可能是不稳定的 [18,19]. Koeller 引入了 “弹

壶”(spring-pot)的概念, 若用弹壶替代经典黏弹模型

中的弹簧或黏壶, 则建立的本构方程是稳定的[20].  

Bollzman 叠加原理在黏弹理论中具有基础地位: 

 
d ( )

( ) d ( ) ,
d

t t
t t G t t

t

εσ
−∞

′
′ ′= −

′∫  (9) 

如果把模量 ( )G t 选为自相似幂律形式: 

 ( ) ,
(1 )

E t
G t

β

β τ

−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ − ⎝ ⎠

 (10) 

则根据Riemann-Liouville对分数阶导数的定义, 可以

得到[3]: 

 
d ( )

( ) ,
d

t
t E

t

β
β

β

εσ τ=  (11) 

其中 0 1.β≤ ≤  Koeller 把服从此本构方程的黏弹模

型称为“弹壶”, 或被称为分数黏弹单元 [21,22]. 0β =

对应与弹簧, 1β = 对应于黏壶.  

3.2  广义分数 Maxwell 模型 

将两个分数单元 1 1( , , ),Eα τ  2 2( , , )Eβ τ 串联形成

广义分数 Maxwell 模型. 在串联结构中应力相等, 总
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应变为两个单元的应变之和 , 约定 ,β α<  分数

Maxwell 模型的本构方程为[23,24] 

 
d ( ) d ( )

( ) ,
d d

t t
t E

t t

α β α
α β α

α β α

σ εσ τ τ
−

−
−+ =  (12) 

其中 ( )1 ( )

1 1 2 2 ,E E
α βα βτ τ τ

−
=  ( )1 1 .E E

ατ τ=  在恒定

应变下, 通过 Mellin 变换可以给出该方程解的解析

形式[23]: 

 11
12

1
,

( ) ,
1

, ; (0,1)
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G t H
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α β α β

α β τ β
α β α β

⎡ ⎤⎛ ⎞−
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这里 11
12H 为 Fox-H 函数. 它的表达式为[25] 
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在实际计算中会用到 H 函数的下列性质[25]: 
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(15)

 

4  分数 Maxwell 模型对 PEEK 和 PPS 等温
老化应力松弛过程的描述 

PEEK(Polyether-ether-ketone)和 PPS (Polypheny-                                 

lene Sulfide)是两种具有优良力学性能的耐热工程塑

料, Guo和Bradshaw[26]对它们在不同温度下经不同时

间老化的应力松弛进行了测量, 并基于KWW方程对

实验数据进行了分析. 在正确确定模型参数后, 分数

Maxwell 模型能够对强弱、硬柔具有显著差别的不同

材料的应力松弛过程给出完美的描述[27]. 因此, 我们

基于该模型对 PEEK 和 PPS 的实验结果进行了分析.  

4.1  Fox-H 函数的计算及参数优化 

Fox-H 函数(14)式中求和项的分子以幂律增大, 

分母以阶乘方式增大, 原则上求和总是收敛的. 但在

实际数值计算中, 当 x 较大时求和项的分子或分母会

越出双精度数的范围(10300), 或求和结果是由绝对值

很大的正负项相加给出的小数, 累计误差很大. 一般

在 x 较大时的计算是采用 H 函数的性质(15)将其转为

1/x 的函数. (15)式的分母随求和指标增大在正负之间

剧烈振荡, 对其收敛需特殊处理. 最近我们分析了该

函数的收敛性质并提出了用遗传算法结合共轭梯度

法优化模型参数的方法[27]. 用遗传算法对参数在允

许范围内进行全局搜索, 用共轭梯度法对局域参数

进行精确优化.  

4.2  分数 Maxwell 模型对 PEEK 等温应力松弛  

曲线的拟合 

PEEK 的玻璃化转变温度是 143℃ ,  Guo 和

Bradshaw[26]测量了在 130℃, 120℃和 110℃下经不同

时间老化后的应力松弛曲线. 我们基于分数 Maxwell

模型对其进行了拟合. 以对 G(t)拟合的方均差最小为

判据, 得到优化参数列在表 1. 对各温度下经不同时

间老化后应力松弛曲线的拟合示于图 1. 结果表明, 

分数 Maxwell 模型能够对各松弛过程给出完美的描

述, 拟合的相对误差均小于 1‰. 分数 Maxwell 模型

有四个独立参数, E 为 t=0 时的起始模量; 两个分数单

元的分数阶β 和α分别是 0t → 和 t → ∞ 时的松弛指数

(双对数坐标中应力松弛曲线始端和末端斜率的负

值); τ 为发生α 转变的特征时间. 表 1的结果表明, 不

同温度及不同老化时间下的松弛指数α和β 变化很小, 

这意味着以松弛时间τ 为时间标度, 各温度下经不同

时间老化的应力松弛曲线能很好重叠, 图 2以 log(t/τ)

为时间坐标给出了各温度下经不同时间老化的应力

松弛曲线的叠合结果. 图 3 将不同温度下的应力松弛

曲线放在一起, 不同老化温度下的松弛曲线也自然

叠合, 这表明基于分数 Maxwell 模型, 时间-老化时

间迭加原理以及时间-温度迭加原理被自然呈现. 由

Maxwell 模型的松弛时间τ 可以确定不同老化时间下

的平移因子
et

a (二者为反比关系). 将松弛时间τ 与老

化时间 te在双对数坐标下做图, 显示出良好的线性关

系(图 4). 由此得到相对于 20 h 的老化时间, 130℃, 

120℃和 110℃下的平移速率因子μ分别是 0.775, 

0.910 和 0.997. Guo 等人基于 KWW 方程拟合得到的

移动速率分别是 0.811, 1.065 和 1.135. 根据 20 h 老化

时间下的松弛时间τ, 得出 120℃和 110℃时相对于

130℃的温度平移因子αT 分别是 0.111 和 0.039. 在

Guo等人将 120℃和 110℃老化后的模量垂直平移 9%

和 16%后, 确定的平移因子为 0.103 和 0.052. 表 1 中

的初始模量 E 随老化温度的下降略有下降, 在图 2 
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表 1  分数 Maxwell 模型对 PEEK 在不同温度及老化时间下应力松弛的拟合参数 

T te (h) α β×10−2 τ ×103 (s) E (GPa) 

5/16 0.671 1.58 0.389 1.79 
5/8 0.663 1.41 0.598 1.80 
5/4 0.659 1.25 0.954 1.84 
5/2 0.697 1.47 1.72 1.81 
5 0.723 1.49 2.88 1.80 

10 0.699 1.79 5.21 1.78 

130℃ 

20 0.712 2.17 9.58 1.77 

5/16 0.669 1.05 1.88 1.68 
5/8 0.698 1.23 3.40 1.68 
5/4 0.661 1.10 6.76 1.74 
5/2 0.717 1.23 10.0 1.75 
5 0.706 1.19 20.4 1.76 

10 0.679 1.27 55.6 1.76 

120℃ 

20 0.644 1.24 72.7 1.85 

5/16 0.673 1.01 3.64 1.59 
5/8 0.658 1.14 7.49 1.62 

5/4 0.646 1.18 14.3 1.63 

5/2 0.645 0.975 24.4 1.66 

5 0.626 1.33 53.7 1.63 

10 0.640 1.37 141 1.62 

110℃ 

20 0.636 1.30 210 1.66 

 

 
 

图 1  分数 Maxwell 模型对 PEEK 在不同温度下经历不同老化时间的应力松弛的拟合 

 

 
 

图 2  PEEK 在不同温度下应力松弛的时间-老化时间下叠加原理(log(G(t)/E)随 log(t/τ)的变化) 

 
和图 3 中, 我们将 G(t)用 E 进行了归一化, 根据表 1

中各温度下 E 的平均值, 相当于 120℃和 110℃时垂

直平移了 2.9%和 9.4%. 关于叠加原理中的垂直平移

问题, 与实验过程的多个因素有关, Hutchinson 曾进

行过详细的讨论[28]. 

4.3  分数 Maxwell 模型对 PPS 等温应力松弛曲线
的拟合 

PPS 的 Tg=92℃, Guo 等人[26]测定了其在 77℃,  

67℃和 57℃下经不同老化时间的应力松弛曲线. 我 
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图 3  PEEK 应力松弛的时间-温度-老化时间叠加原理 

叠合结果 

 

 
 

图 4  PEEK 在不同温度下松弛时间τ与老化时间 te的关系 

们基于分数 Maxwell 模型对不同温度和老化时间下

的应力松弛过程进行了拟合. 拟合参数列于表 2. 以

log( )t τ 为时间坐标, 各温度下经不同时间老化的应

力松弛曲线示于图 5. 将三个温度下的应力松弛曲线

做在一起则如图 6所示. 与对 PEEK的拟合结果一样, 

时间-温度-老化时间迭加原理被很好地满足. 松弛时

间与各温度下老化时间的关系如图 7 所示. 由此确定

出 77℃, 67℃及 57℃下相对于 20 h 老化时间的移动

速率因子分别为 0.517, 0.883 和 1.037. 而相对于 77

℃的温度移动因子αT分别是 0.062 和 0.007. Guo 等人

基于KWW方程拟合得出 77℃, 67℃和 57℃下的移动

速率是 0.495, 0.946 和 1.143. 而将 67℃和 57℃时的

模量垂直移动 9%和 11%, 确定的温度移动因子是

0.039 和 0.004. 

我们将 PEEK 和 PPS 在不同温度下的老化移动

速率μ和温度平移因子αT 列在了表 3, 并于 Guo 和

Bradshaw 基于 KWW 方程确定的参数进行了比较. 

两种方法确定的移动速率μ比较接近, 但温度平移因

子αT 的值差别很大, 特别是对于 PPS, 二者相差近   

一倍. 
 

表 2  分数 Maxwell 模型对 PPS 在不同温度及老化时间下应力松弛的拟合参数 

T te (h) α β×10−2 τ×103 (s) E (GPa) 

5/16 0.695 2.09 0.268 1.94 

5/8 0.708 2.00 0.387 1.94 

5/4 0.699 1.95 0.600 1.95 

5/2 0.723 1.93 0.914 1.95 

5 0.690 1.95 1.25 1.98 

10 0.667 2.08 1.62 1.97 

77℃ 

20 0.730 2.15 2.30 1.97 

5/16 0.654 1.47 1.11 1.90 

5/8 0.656 1.23 1.76 1.91 

5/4 0.639 0.973 2.99 1.95 

5/2 0.645 0.985 5.84 1.94 

5 0.644 1.57 12.3 1.88 

10 0.377 1.08 19.1 1.92 

67℃ 

20 0.673 1.03 42.9 1.93 

5/16 0.692 0.953 5.16 1.80 

5/8 0.679 0.930 8.54 1.84 

5/4 0.659 0.993 16.5 1.84 

5/2 0.652 1.00 29.2 1.85 

5 0.626 1.22 69.9 1.84 

10 0.677 1.11 126 1.86 

57℃ 

20 0.641 1.15 436 1.83 
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图 5  PPS 在不同温度下应力松弛的时间-老化时间下叠加原理 
 

表 3  PEEK 和 PPS 在各温度下的老化移动速率μ 及温度移动因子αT 

μ  αT 
 T 

This work Ref. [26]  This work Ref. [26] 

130℃ 0.775 0.811   1.0 
120℃ 0.910 1.065  0.111 0.103 PEEK 

110℃ 0.997 1.135  0.039 0.052 

77℃ 0.517 0.495   1.0 
67℃ 0.883 0.946  0.062 0.039 PPS 

57℃ 1.037 1.143  0.007 0.004 

 

 
 

图 6  PPS 应力松弛的时间-温度-老化时间叠加原理叠合结果 
 

   
 

图 7  PPS 在不同温度下松弛时间τ与老化时间 te 的关系 

5  结论 

将分数阶为β 和α 的两个黏弹分数单元串联形成

广义分数Maxwell模型, 所描述的应力松弛是松弛指

数由β 逐渐增大到α 的松弛过程, α 转变的特征时间

由模型的松弛时间τ 表征. 由遗传算法结合共轭梯度

法对模型参数进行正确的优化, 则分数Maxwell模型

能够对应力松弛过程给出极好的描述, 拟合结果的

相对误差小于 1‰. 以优化的模型参数τ 作为不同条

件下应力松弛过程的时间标度, 则不同温度下经不

同时间老化后的应力松弛曲线自然叠合, 即时间-温

度迭加原理和时间-老化时间迭加原理均自然呈现. 

由松弛时间τ 可以准确地确定不同温度下的温度移动

因子αT 以及老化时间移动因子和移动速率, 从而也

能够对玻璃态材料在不同温度下力学性能的长时行

为给出比较可靠的预测. 最后应说明的一点是, 如果

材料力学性能的长时行为表现出β 转变(如交联聚合

物的情形), 则需要把分数 Maxwell 模型扩展到分数

Zener 模型. 
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Fractional model for the physical aging of polymers 

CHEN HongShan*, HOU TingTing & FENG YangPing 

College of Physics and Electronic Engineering, Northwest Normal University, Lanzhou 730070, China 

The stress relaxation curves of PEEK and PPS at different aging temperature and aging time were fitted using 
generalized fractional Maxwell model. Genetic algorithm and conjugate gradient method were employed to optimize 
the model parameters. The results show that this model can simulate the relaxation processes perfectly. The fractional 
orders β and α (relaxation exponents) were determined by the material structures while the temperatures and aging 

times result in different relaxation time τ (model parameter). When the time was scaled by τ, the stress relaxation 
curves at all temperatures and aging times superpose naturally. It is to say that the time-aging time superposition and 
time-temperature superposition are well satisfied. Accordingly a reliable prediction to the long-term mechanical 
property of polymers might be obtained. 

polymers, glassy state, physical aging, fractional model, superposition principle 
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