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四杆机构轨迹特性与机构尺寸型关系研究* 

褚金奎  王立鼎  吴  琛 

(大连理工大学精密与特种加工教育部重点实验室, 大连 116023) 

摘要    对于一个四连杆机构的连杆曲线, 存在 3 个机构可以实现该曲线, 即著
名的同源机构定律. 在研究连杆机构的连杆曲线的频谱成分与机构的尺寸关系
时, 发现了与实现同一曲线形状有关的机构, 根据尺寸型和装配构型可分为 3类, 
进而得到 6个连杆机构, 这 6个连杆机构属于两种同源机构, 其中有 4个机构有
曲柄存在, 它们实现的轨迹形状相同, 且互相对称. 还给出了这 6 个机构尺寸型
之间的相互关系及有曲柄存在的 4个机构的尺寸计算方法, 通过尺寸型和装配构
型来揭示同源机构之间的关系进而扩展了同源机构定律, 为机构的尺度综合提
供更多的尺寸型选择方案.  

关键词    四杆机构  同源机构  尺寸型 

曲线同源机构可以实现同一个连杆轨迹, 因此丰富了机构轨迹综合的内容, 
并为其提供了多解方案. 根据四杆曲线同源机构的Roberts-Chebyshev定理, 有 3
个四杆机构可实现同一个连杆轨迹, 即著名的同源机构定理. 关于同源机构的研
究文章大多已成经典, 文献[1]介绍了四杆曲线同源机构的Roberts-Chebyshev定
理的来源和背景, 并着重从Cayley作图法的角度出发, 说明当原始机构的连杆点
在连杆平面上所处的位置不同时如何确定它的两个同源机构的各杆长度及对应

的连杆点位置. 文献[2]从缩放仪出发, 着重研究了采用矢量获得任意一个机构的
同源机构的方法, 并运用复矢量建立了连杆轨迹的方程, 最后通过代数及数值方
法确定可以产生同一个轨迹(即满足相同轨迹方程)的同源机构数目. 文献[3]把曲
线同源机构作为机构轨迹综合和函数综合的解答方案之一, 并谈到了曲线同源
机构的优点: 曲线同源机构具有不同的运动特性(如速度和加速度不同)、传动角
及空间布局(即定铰链的空间位置), 当原始机构不满足实际应用中对上述某一点
或全部要求时, 可用它的两个同源机构之一来代替. 文献[4]对于同源机构的传动
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角的进行了讨论, 得到了一些有益的结论. 但同源机构之间其尺寸型及装配构型
有什么样的一般性共性的关系, 至今也没有看到一些规律性的结论. 本文在采用
二维Fourier快速变换(FFT)研究连杆机构输出特性[5~7]的基础上, 进一步研究了曲
线同源机构, 总结出了四杆曲线同源机构的构成特性, 揭示了四杆曲线同源机构
与原始机构在尺寸型上的固有关系, 发现了 6个机构尺寸均可实现同一形状且相
互对称的连杆轨迹曲线, 从尺寸型和装配构型上揭示了同源机构之间的关系, 它
丰富了同源机构定律, 并可为机构的尺度综合提供更多的尺寸型选择方案.  

1  基本定义及相关概念 

1.1  连杆轨迹在标准和一般配置下 Fourier复指数形式的级数展开式 

已知平面四杆机构 ABCD的各杆尺寸(l1, l2, l3, l4)及连杆 BC平面上一点 P的

位置, 代表 B点在坐标系中的矢量, P点在连杆 BC上的坐标位置以 表

示(如图 1), 当连杆 BC随着曲柄 AB运动时, P点描绘的轨迹的变化可表示为 

( )B tr 0j
0er α

 ·  (1) 0 0
0

j( ( )) j
0( ) ( ) e ( ) et

P B Bt t r t rα α α+= + = +r r r j ( )e ,tα

 
图 1  一般配置下的四杆机构及其轨迹 

式中, 与连杆 BC的转角函数α (t)一样, 都是自变量为 t的周期函数, 并由四

杆机构无量纲化的尺寸型确定(即机构的尺寸型与 和α (t)一一对应), 可相应
地定义它为连杆 BC的摆动函数*, 一般记(l1, l2, l3, l4)为机构尺寸, 尺寸型为(a, b, 
c, d), 显然有 l1︰l2︰l3︰l4 = a︰b︰c︰d.  

j ( )e tα

j ( )e tα

                       
* 褚金奎. 平面连杆机构的拓扑特征及尺度特征的研究. 北京航空航天大学博士学位论文, 1992 
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1.1.1  标准配置情况下连杆轨迹
Fourier复指数形式的级数展开式 

图 2是机构处于标准配置下的示意
图: A点位于坐标原点 o处, 机架 AD与
x 轴重合, 对曲柄与连杆的铰接点 B 产
生的圆周运动 进行 Fourier 变换后

得到的谐波成分只有 0 次项和+1 次项
(因为曲柄为逆时针方向运动). 在标准
配置下, 由于曲柄 AB 的回转中心 A 为
坐标原点且机架与 x 轴重合, 所以仅有
+1次项存在. 同时, 由于曲柄转角的起始位置与实轴重合, 则+1次项的初始相位

θ 0 = 0. 此时, 的 Fourier级数展开式为 

( )B tr

j ( )e tα

 
图 2  标准配置下的四杆机构 
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此时连杆上任意一点 P的轨迹用 Fourier级数可以表示为 
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如果驱动件 AB 以 ω 的角速度匀速转过了θ 1 的角位移时, 则轨迹在此时的
Fourier级数展开式为 

  
(4)
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即各次谐波成分按照各自的谐波次数 n在相同的运动时间内产生 nθ 1的角位移. 

1.1.2  一般配置下连杆轨迹 Fourier复指数形式的级数展开式 

在此基础上, 可以相应地定义一般配置的概念: 整个机构ABCD相对 x轴有β

的偏转; A点关于 o的位移为 jRe ,µ  原动件 AB相对机架 AD的初始角为θ 1, 如图

1所示. 根据上述推导, 连杆轨迹在此刻的 Fourier级数展开式可以拓展为 

 
0 01 1 1

12 1 2 1

j jj j( )j j j j j
1 0 0 1 1

j( )j( 2 ) j( 2 )j2 j2 j
2 2

( ) Re e { e   e e [ e e e e e

 e e e e e e ]},n

t t
P

nt t n t
n

t l r c c c

c c c

α φθ φ θ 1 1j( ) tφ θµ β ω ω

φ θφ θ φ θω ω ω

−

−

+ − −
−

++ − −
−

′ = + + + +

+ + + + +

i

" "

r ω

 
(5)

 

其中, 0次和 1次谐波成分还可以进一步合并, 则(5)式整理为 
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(6)式就是连杆轨迹谐波成分的解析表达式, 利用平面曲线的快速 Fourier 变换
(curve-FFT)可以便捷地计算出各次谐波成分的幅值和相位的数值来, 从而有利于
相关的推导和计算. 

对比(2)和(6)两个式子可知, 除了 0次和 1次谐波成分以外, (6)式中其他各次
谐波成分的幅值均是(2)式中的 r0倍, 相位则较(2)式有 的偏转. 因此, 

即使是相同的机构尺寸型(a, b, c, d), 如果产生轨迹的点 P不同(即 r0和α 0不同)

就会造成连杆轨迹在形状、大小上的差异. 而 β 和

0 1( nβ α θ+ +

jRe µ 的取值不同, 也会使得连
杆轨迹的方位和形心位置发生变化: 根据(2)和(6)式的解析表达, 其中的内在规
律就很容易找到 : 不论连杆轨迹发生怎样的变化 , 它们都包含着共同的因子

 其各次谐波成分为j ( )e tα , 0j
0e ,c φ  1j

1e ,c φ   1j
1e ,c φ−

−
2j

2e ,c φ  ⋯(见(2)式). 

只要连杆轨迹是由相同的尺寸型产生的, 在消除连杆点 P 的结构参数 r0和α0、A

点偏移

2j
2ec φ−

− ,

jRe µ 及机构的偏转 β 等因素的影响后(并考虑曲柄的初始相位θ1 的因素), 
就可提取出它们所具有的共性成分. 由于一组确定的尺寸型对应于一个特定的

 因此, 可以将尺寸型和由它产生的大量形状、大小各异, 方位及偏移

不同的连杆轨迹联系起来.  

j ( )e tα , j ( )e tα

1.2  四杆机构的尺寸型谐波特征参数的定义与提取 

为了找到连杆轨迹之间的共性规律, 需要对不同的连杆轨迹进行归一化处
理. 归一化处理就是对连杆轨迹谐波成分的非共性成分进行屏蔽处理, 既将所有
的谐波成分以相对值的形式进行处理来达到消除自身不同因素(如机构的起始位
置、轨迹的实际大小和方位)的影响. 由上一节最后部分的分析可知, 由于表示轨

迹形心的 0次谐波成分受到 iRe µ变化的影响, 1次谐波成分受曲柄 AB的影响, 使
得它们均不满足幅值相对(2)式的增加 r0倍, 相位发生( )( )偏转

的规律, 故归一化处理所采用的标准项应为除 0次和 1次以外任何次谐波成分如
−1次、±2次、±3次等. 为了方便后面计算公式的推导, 此处将以−1次项为标
准项. 

0 1nβ α θ+ + 0,1n ≠

分别取(2)和(6)式中的 −1 次谐波成分 1j
1ec φ−

− 和 为标准项进

行处理(并将幅值扩大 100倍)可得到公式(7)和(8). 

0 1 1j( )
0 1er c β α φ θ−+ + −

−

对比(7)和(8)式可知, 除了 0次和 1次项以外, 其他谐波成分经过归一化处理
后, 得到的幅值都对应相等, 表示为(100·cn/c−1), 而对应的相位由前者的 1nφ φ−−
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发生了 的偏转. 表 1给出了对应于图 2中的尺寸型为(100, 180, 230, 270)

的 4个连杆曲线的谐波成分和归一化处理后得到的谐波成分, 表中的数据同样验
证上述结论. 
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 1j( )  j

1
100    e e ,n n tn

n

c
c

φ φ ω−
∞

−

−=−∞
∑ i i i  (7) 

 

11 1 0 0 1

1 0 1 1 1 1

j( )j[( ) ( 1) ] j( ) jj
0 0

1 0 10,1

j( ) j( ) j( ) j
1 0 1

0 1

100100    e   e [Re e ]e

100 [ e e ]e e .

n n n tn

n

t

c
r c

c r c

l r c
r c

θ φφ φ θ µ β α φω

θ α φ θ θ φ ω

−−

−

−− + + − −

− −≠

− + −

−

+ +

+ +

∑ i i i

 
(8)

 

表 1  机构在标准和任意配置下轨迹的谐波成分和归一化处理得到的成分 

 标准配置 P1 P2 P3 

谐 r0 = 120, α 0 = 45° r0 = 220, α 0 = −40° r0 = 160, α0 = 20° r0 = 30, α 0 = 60° 

波 xA = 0, yA = 0 xA = 20, yA = 30 xA = 60, yA = 50 xA = 70, yA = 40 
次 
数 β = 0°, θ1 = 0° β = 10°, θ1 = 20° β = −20°, θ1 = −30° β  = 20°, θ1 = 20° 

 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 

 归一化前 

−3 2.362 167.976 4.331 32.977 3.150 −147.024 0.591 142.979 

−2 6.571 166.895 12.046 51.895 8.761 −178.105 1.643 161.896 

−1 33.107 151.447 60.697 56.447 44.143 136.447 8.277 166.447 

0 109.965 98.964 232.863 28.716 223.169 49.053 78.530 49.582 

1 83.087 −18.265 59.911 65.013 62.951 −68.120 96.893 35.469 

2 6.243 −45.000 11.445 −80.000 8.324 −150.000 1.561 30.000 

3 0.166 −44.999 0.304 −60.01 0.221 180.000 0.041 50.000 

 归一化后 

−3 7.136 16.529 7.136 −23.470 7.136 76.529 7.136 −23.469 

−2 19.847 15.448 19.847 −4.552 19.847 45.448 19.847 −4.551 

−1 100.00 0.000 100.000 0.000 100.000 0.000 100.000 0.000 

2 18.857 163.553 18.857 −136.447 18.857 73.553 18.858 −136.448 

3 0.501 163.554 0.500 −116.453 0.500 43.553 0.501 −116.435

 
因此, 任意一条经过 FFT 和归一化处理的已知轨迹都可以统一到(7)式所表

示的结果上. 同理, 对于一条待综合的轨迹经过相同处理所得到的参数必定与可

以较好地再现它的实际机构的 发生联系. 根据这条规律, 我们将(7)式中除 0
次和 1 次以外的各次谐波成分的幅值和相位定义为机构尺寸型谐波特征参数(记
为 HCPDT), 并可由此建立一个由机构尺寸型和相应的谐波特征参数组成的机构
数值图谱为轨迹综合提供样本库, 当轨迹的参数与库中的若干谐波特征参数接
近时, 由对应的机构尺寸型便可求解出实际机构来较好地再现理想轨迹.  

j ( )e tα
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2  关于机构尺寸型谐波特征参
数的 3个发现 

2.1  尺寸型中对调连杆与摇杆的长度
对尺寸型谐波特征参数的影响 

如图 3 所示, 假设机构 ABCD 和
ABC′D 的尺寸型具有特殊关系: lBC =  
lC′D, lCD = lBC′, 即两者对调了连杆和摇
杆的长度. 图中表示两个机构处于标准
配置下, 其中, m和 n分别是 BD和机架

AD的中垂线. 由于点 C和 C′关于垂线 m对称, 因此从理论上来说, 两条分别由
点 C 和C 产生的轨迹在此刻分解出的谐波成分也应具有关于垂直轴线对称的部
分. 为验证这种推理的正确性, 采用尺寸型为(35, 160, 155, 50)和(35, 155, 160, 50)
的机构 A和 B为例, 计算出了在标准配置下, 点 C和 产生轨迹的谐波成分和相

应的机构谐波特征参数等数据, 见表 2. 从表中可以看出其HCPDT幅值相等相位
反号. 

′

C′

 
图 3  b和 c对调的机构 

表 2  标准配置下 b和 c对调的两个机构的轨迹谐波成分及尺寸型谐波特征参数 

机构基本尺寸型(按曲柄、连杆、摇杆、机架顺序排列) 

谐 机构 A: 35, 160, 155, 50 机构 B: 35, 155, 160, 50 

波 归一化处理前 归一化处理后 归一化处理前 归一化处理后 

次 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 

数 Rn Φn cn φn Rn Φn cn φn 

−4 7.984 61.730 18.010 −13.870 7.984 118.271 18.010 13.870 

−3 13.039 65.524 29.412 −10.076 13.0390 114.477 29.412 10.076 

−2 22.533 69.971 50.828 −5.629 22.533 110.029 50.828 5.629 

−1 44.331 75.600 100.000 0 44.331 104.400 100.000 0 

0 138.009 72.826   132.179 85.987   

1 60.301 −73.130   60.301 −73.130   

2 11.923 −90.000 26.895 −165.600 11.923 −90.000 26.895 165.600 

3 4.337 90.000 9.784 −165.600 4.337 −90.000 9.784 165.600 

 

2.2  同一尺寸型的不同安装方式对机构尺寸型谐波特征参数的影响 

在机构的轨迹尺度综合中存在着分支、顺序等问题, 因此有必要对同一尺寸
型的不同装配构形问题进行讨论, 见图 4. 通过分析发现, 同一尺寸型不同装配
构形与轨迹谐波成分及机构尺寸型谐波特征参数具有与 2.1节相同的关系. 
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表 3提供了尺寸型为(30, 160, 155, 
50)的正装机构 A 和反装机构 B 归一化
处理前轨迹的谐波成分和归一化处理

后的尺寸型谐波特征参数等数据, 从表
中的数值可以看出, 归一化处理后得到
的 HCPDT 在对应项上确实是幅值部分
相同, 相位部分互为相反数. 

2.3  在同一装配模式下曲柄与连杆对
调对连杆曲线谐波成分及特征参数的

影响 

图 5中的两个机构分别为 ABCD和
AB′CD, 且满足 lAB′= lBC, lB′C = lAB, 因此它们对应的尺寸型分别为(a, b, c, d)和(b, 
a, c, d). 

 
图 4  不同装配构形的机构 

表 3  标准配置下同一基本尺寸型不同装配构形下的谐波成分及特征参数 

机构基本尺寸型(按曲柄、连杆、摇杆、机架顺序排列): 35, 160, 155, 50 

谐 机构正装 机构反装 

波 归一化处理前 归一化处理后 归一化处理前 归一化处理后 

次 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 幅值 相位/(°) 

数 Rn Φn cn φn Rn Φn cn φn 

−4 7.984 61.730 18.010 −13.870 7.984 −61.730 18.010 13.870 

−3 13.039 65.524 29.412 −10.076 13.039 −65.524 29.412 10.076 

−2 22.533 69.971 50.828 −5.629 22.533 −69.971 50.828 5.629 

−1 44.331 75.600 100.000 0 44.331 −75.599 100.000 0 

0 138.0085 72.826   138.0086 −72.826   

1 60.301 −73.130   60.301 73.130   

2 11.923 −90.000 26.895 −165.600 11.923 89.999 26.895 165.300 

3 4.337 −90.000 9.784 −165.600 4.337 89.999 9.784 165.600 

 
如果机构 ABCD是一个曲柄摇杆机构的话, 那么机构 AB′CD一定是一个双

摇杆机构. 由于 AB∥B′C, AB′∥BC, 从理论上讲, 如果让 AB和 B′C的角速度相
等, 那么构件 AB′和 BC的角速度也应该分别相等. 因此, 机构 AB′CD中连杆 B′C
上的任意点 P可以用如下的方程表示: 
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对连杆 B′C上的 P点轨迹进行归一化处
理, 可以发现机构 AB′CD和机构 ABCD
具有相同的 HCPDT, 也就是说, 两个机
构可以实现同一连杆轨迹 . 由于机构  
AB′CD 没有曲柄存在, 要实现该运动形
式, 可借助于齿轮机构实现连杆 B′C 作
主动转动, 具体算例就不再给出. 

 
图 5  a和 b对调的机构 

2.4  同源机构与机构的尺寸型 

前面说过, 任意一条由相同尺寸型的机构产生的已知轨迹, 经过 FFT和归一
化处理都将得到相同的尺寸型谐波特征参数. 同理, 对一条理想轨迹进行相同的
处理后也可得到一组反映机构尺寸型的参数. 如果上述两组参数相差越大, 说明
实现轨迹的两组机构尺寸型相差越大. 由此, 可以建立基于尺寸型进行轨迹综合
的机构样本库. 

另外, 根据 2.1和 2.2节, 可进一步设想将图谱中某组机构尺寸型谐波特征参
数的相位部分反号两次, 虽然得到的还是原来的尺寸型谐波特征参数, 即同一条
连杆曲线, 但根据 2.1和 2.2节的两个发现, 也可以认为这组参数对应于 b和 c对
调后具有反装方式的机构. 这说明同一条轨迹可以对应两个机构, 反过来说明有
两个机构可以实现同一条连杆轨迹, 再结合 2.3 节的内容, 这很自然地使我们联
想到上述的 3个发现应该与四杆曲线同源机构具有密切的联系. 研究证明尺寸对
调和反装现象恰恰揭示了同源机构的构成特性和同源机构与原始机构之间的内

在联系, 为人们从本质上认识同源机构提供了更为有效的途径, 有利于轨迹综合
时提供多方案求解. 

3  综合算例 

图 6为我们要设计的一个连杆曲线, 利用文献[5, 7]的方法和计算公式, 得到
了其中一个机构尺寸方案为: l1 = 29.9413, l2 = 39.9217, l3 = 59.8826, l4 = 69.8630, 
r0 = 89.9779, α0 = −329.9785, xA = 5.1426, yA = 10.0547, θ1 = 10.1147, β = 20.1012. 
该机构是一个曲柄摇杆机构, 其尺寸型为 30, 40, 60和 70, 根据 2.1和 2.2节的内
容和文献[7]的计算公式, 可以得到另外 3 个曲柄摇杆机构, 其尺寸见表 4, 它们
产生的轨迹曲线见图 7(图中坐标轴的单位为mm). 这 4个曲柄摇杆机构产生的轨
迹形状相同, 且相互对称. 

根据 2.3 节还可得到两个双摇杆机构, 由于没有曲柄存在, 其实际尺寸的计
算这里就不再给出. 
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图 6  设计要求轨迹 

 

图 7  综合结果 

表 4  实现的轨迹形状相同或对称的 4个曲柄摇杆机构 

机构尺寸型 装配

模式 实际杆长/mm 结构尺寸 安装尺寸 
 

a b c d w l2 l2 l3 l4 
r0 

/mm α0/(°) θ1/(°) β /(°) R 
/mm µ /(°)

1 30 40 60 70 1 29.9413 39.9217 59.8826 69.8630 89.9779 −329.979 10.1147 20.1012 11.2935 62.9120 

2 30 40 60 70 −1 19.8702 26.4936 39.7403 46.3637 89.9779 352.867 283.644 196.50 56.9259 35.9758 

3 30 60 40 70 1 47.8274 95.654 63.7698 111.597 134.950 2.9567 283.644 6.4104 109.560 175.904 

4 30 60 40 70 −1 44.1733 88.3466 58.8977 103.071 134.950 340.177 10.1147 249.946 168.478 50.9766 
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4  结论 

通过曲线FFT对连杆曲线的分析, 发现决定四杆机构轨迹形状和大小的 9 个
参数, 可以分为 3 类, 即尺寸型、结构尺寸和安装尺寸, 尺寸型决定了连杆曲线
谐波成分的分布, 也就是运动规律, 结构尺寸与连杆曲线的形状有较大关系, 安
装尺寸决定了连杆曲线的初始位置和方位, 并得到了机构的结构尺寸、安装尺寸
与连杆曲线谐波分量的定量关系式[5~7], 使得机构综合过程中 9 个参数可以分开
进行求解, 降低求解方程组的维数. 在此基础上, 又找到了能实现同一形状连杆
曲线的机构, 以及其尺寸型和装配模式之间的相互关系. 如果说同源机构揭示的
是 3 个机构之间的关系的话, 本文揭示的是 3 类机构之间的关系, 因此它丰富了
同源机构定理, 并可为机构的尺寸综合提供多种尺寸方案. 
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