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规 范 场 对 偶 荷 的 主 丛 结 构

吴 氯 时 郭 汉 英
( 中 国 科 学 院 物 理 研 究 所) ( 中国科学院高能物理研究所)

摘 要

在电磁场的规范理论中
,

磁单极 g (电荷的对偶荷 )周围的电磁场的性质
,

可 以用

以 S ,

为底的非平凡 U :

主丛 p 。
( S

, ,

U :

) ( D ~ Z
e g 为整数 )来描写

.

本文讨论 了非平

凡主丛 p D

( S
, ,

v l

) 的拓扑性质
,

及其作为 R i e rn a n n 流形的几何结构
.

证明了 尸D

( s
, ,

U ,

) 同构于 H叩 f 丛 驴 / Z
D ; 在适 当引入度规后

,

静止的单个磁单极的主丛凡 (夕
,

U :

)

本身成为 驴 / Z
D

.

此外
,

以 s U Z

规范场为例
,

考察了如何将对偶荷的概念推广到非 A b d 规范场的

问题
,

讨论 了相应的主丛的拓扑分类
.

基于球上主丛的同伦分类理论
,

文中指出
,

第二

陈类可用来表征 .S 、 补上 的 s u :

整体规范场的拓扑分类(规范型 )
,

因而定义第二陈

类为 S U Z

对偶荷
.

文中还证明了
,

最小 S u :

对偶荷的主丛 尸,

(夕
,

S矶 )同构于 H叩 f丛

夕
,

适当引入度规则构成七维球 夕 ; 相应的规范势恰好就是资料【7』的 。 ,

不变的 s姚

磁单极势
,

或者资料【8 ]中的 aY gn
一

M ill s
类粒子解

.

我们采取的对主纤维丛的拓扑分类方法具有普遍性
,

可以推广到其它非 A be l 规

范场的情形
.

一
、

引 言

1
. “

对立统一规律是宇宙的根本规律
. ”

在电磁现象中
,

正电和负电是一对矛盾
,

电与磁也

是一对矛盾
,

那么
,

是否存在与电荷相对应的磁单极呢? 探讨研究这个古老而新颖的问题
,

显

然具有一定的意义
.

如果存在磁单极
,

不仅电荷的量子化容易得到解释
,

而且理解磁单极间极强的相互作用
,

对于我们了解强子构造和超强作用的本质
,

可能有所帮助
.

假定空间一点存在磁单极 g ,

用以 g 为中心
、

半径为
/ 的 2一球 夕 把 g 包围起来

,

于是
,

磁

单极及其周围电磁场的性质
,

可由 夕 为底
、

U :

为结构群的非平凡主丛 尸、
(夕

,

U :

) 的结构来描

写 [3 ,
.

我们将在第二节中讨论非平凡主丛 p :

(夕
,

U ,

) 的拓扑性质
,

及其作为 iR em an
n 流形的几

何结构
.

主要结果是 :

( 1 ) 对于满足 D i r ac 量子化条件的最小磁单极 g 一 l (以 一/ Z
e

为单位 )
,

主丛 尸l

( 5
2 ,

v :

)

与 夕 为底
、

lS 为纤维的 H叩 f 丛 驴 同构
,

适 当引进群流形和丛上的度规
,

静止磁荷的主丛

本文 19 7 6 年 1 2 月 2 1 日收到
.
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一

一
一

一
-

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~.

pl

(s, ,

U :

) 构成 3 维球 S ,
.

( 2 ) 对于 g = D (整数 )的一般情形
,

主丛 p 。
( 5

2 ,

U l

) 同构于 5 2

为底
,

U :

/ Z
。
为纤维的从

驴z/
。 ,

这里
, z 。

是 }D } 阶循环群
.

适当引进丛上度规
,

静止磁荷的主丛 DP (夕
,

U ,

) 本身就

是 S ,

/ z
。 .

2
.

在电磁场的 u ,

规范理论中
,

磁单极不仅作为电荷的对偶荷
,

而且给出电磁场的拓扑分

类
.

对于非 A be l规范场
,

如何引进相应的对偶荷与拓扑分类的概念? 相应的主丛又有什么特

点? 我们以 S U Z

规范场为例探讨这些问题
.

可以考虑相应于 SU Z

的 u ;

子群规范场的对偶荷
` ,一 ` ,

.

对于这种情形下 U l

子丛的结构
,

本

文第
.

二节的分析同样适用
.

不过
,

此时 U ,

子群的对偶荷并不能刻划 S U :

规范场整体的拓扑分

类
.

最近
,

资料【71 讨论了一种 。 ,

不变的 S U Z

单极
,

资料 [ 8一 9] 给出了 S U Z

类粒子解
,

都涉及到

了整体拓扑分类问题
.

显然
,

这是另一种推广的途径
.

我们将在第三节中讨论这种情形
.

将包括 4 维欧氏空间 别 及其无穷远点在内的空间记为 矛
,

考虑 矛 上的 s u Z

规范场
.

由

于 万
`
同胚于 4 维球 犷

,

因此
,

我们所讨论的 s u Z

规范场的性质由以 夕 为底
、

s u Z

为结构群的

主丛 尸( s
` ,

s u Z

) 的结构描述
.

我们的主要结果是
: 4一球上 S U Z

规范场的拓扑分类由相应于第二陈类的对偶荷给出 ; 最

小对偶荷的主丛 尸 ,

(少
,

s U Z

) 同构于 H oP f 丛 犷 ” 少
,

适当引进度规则构成 7 维球 夕
.

此外
,

我们附带指出
,

资料 〔7] 的 O
,

不变的 S U :

磁单极势就是资料 〔8] 的类粒子解
.

二
、

lU 磁单极与 H o p f 丛 夕

1
.

首先
,

考虑主丛 尸;

(夕
,

U ,

) 的拓扑分类
,

并引进度规结构
.

取各 自包含上
、

下半球的坐标邻域 v :

与 v Z

覆盖 夕
.

V
, : 0 成 8 < 二 ,

0 毛
`尸 < 2 7r ;

V Z : 0 < a 钱 二 ,

0 蕊 甲 < 2爪

在包含赤道 lS 的重叠区 v ,

门 v Z

中的联接函数记为 又
;

.

以 7t : p :

一 夕 表示投影映射 ;

犷
,

( F
;

) 、 F
,

x v L

( i ~ l ,
2 ) 上取局部坐标 ( 8

,

甲 ;
e `“ ` )

,

有

( l )

在子丛

e ` “ ,

一 5 2 : e ` a ! .

( 2 )

联接函数限制在赤道 lS 上
,

就给出映 lS 及 夕 上参照点
x 。

人 U 、

及其单位元素
。
的特征

映射
,

T = S ; :

】S
, : ( S

, , x 。

) 一 ( U l , e

)
.

( 3 )

根据纤维丛理论 l[] ,

有分类定理
: 主丛 p :

的等价类 (即规范型 )
,

由 T 的映射度 D 「2 , 确定

( D 为整数 )
,

且

T * d a 一 a
, In 5 2: d x “

( x “
~ 0

,

甲 )工既
一一D

手̀
习r

、 1

( 左公
。
_

生 {
2兀 了 J 万

’

刁公’ ) d x “ 一畏{
,

:

“ , ,

d X “

八“
’

`

l
,护

l
`

一 2 e g
,

即此映射度等于第一陈类
.

显然
,

(劝 式即 iD ar c

量子化条件
.

( 4 )
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由分类定理及 (劝 式
,

主丛 凡 (夕
,

U ;

) 的拓扑性质只取决于 夕 所包围的磁荷数
,

不依赖

于其中磁荷的分布及其运动状态
.

按如下方式在主丛 p :

上引进度规
: 将 尸:

上任一点
“ 的切空间 T

。

分解为水平子空间 H
。

与

垂直子空间 V
。

的直和 ; 在 T
。

上定义内积
,

假定在此内积的意义上 H
。

与 V
,`

正交
,

则
.

p ;

有度

量

d尸 ~ g , ,

d x , d x ,

+ G ; : 〔。 面
, 。 ~ i ( d a +

e A ; d x “
) ( , )

这里
,

乳
,

是底 夕 的度量
,

认
:

是 U :

群流形为度量
, 。 为主丛上的联络 1一形式

,

取值在 U :

的李

代数上
,

且满足 。 ( X ) 一 。
,

v 尤 。 H
。 [ , 。 ,

.

显然
,

度量 ( 5 ) 刻划了主丛 p :

的 R i em a n n
fL 何

〔“ ,
.

2
.

最小磁荷的情形
.

此时 D ~ 1
,

满足 ( 4 ) 式的联接函数可取为
`卜

5 2 ,

~ S石
,

=
e `甲 .

( 6 )

我们将指出
,

主丛 lP ( 夕
, U :

) 的拓扑是 3一球 夕
,

并与 H叩 f 丛 驴 同构 ; 而且
,

若按上面方式引

进度规
, p :

本身构成 驴
.

因此
,

整个主丛的结构具有 驴 的不变性
.

将 夕 表示为满足
:

z : 牙:
+

z : 牙;
= R Z

( 7 )

的复数对 (
2 1 ,

句 ) 的空间
,

定义映射 f : 几 , 驴
,

、

,
户,

O曰, ..(补

{(
: 。*。 旦

。 , ( , + · : , ,

* c 。 ,

旦
。 、一

、
,

在
, 一 ( 。

:

) 中
,

l \ 2 2 /

f (口
, 甲 ; e `“ ` ) ~ 嘴

/ 。 。

}( R
s
i n
兰

e ; 。 , , R e o s

答
e 一“ , 一 “ : ,

)
,

在
, 一 ,

( F Z

) 中
,

L \ 2 2 /

不难验证 f 是同胚映射
,

因此 p :

同胚于 夕
.

H
o p f丛川 5 3

是以 5 2

为底
,

U :

为结构群的主丛
,

具有投影 h : s ,

。 5 2 ,

h ( (
z ; , 二 2

) ) = [
z , ,

这里 卜
, , z :

] 是 夕 作为复射影直线的齐次坐标 ;以及坐标 (同胚 )映射 价
, : v 、 x u ;

、 人一 ,

( v
、

)

( i ~ 1
,

2 )
,

l(子
叮 -

价
:

(
z , 。 ` a `

) ~ 弓/
_

}戈
R 厅一

`

` · `

一
R a 一 `一 )

,

在 `一 ( V l

, 中
,

子
“ 一`一`

)
,

在 ` 一 ’

( V
Z

,中
· ( 9 )

其中 z/
,

~ lz z/
2 ,

刁
,

~ (
二

/
,

) 一
` , 。 ~ 1 十 沥八

, , 厅 ~ 1 十 打 r/
, ,

且
犷

是 夕 的半径
.

显然
,

左将 S ,

上所有 (
z : e `。 , 。 Z e ` a

) ( o 提 a < 2二 ) 的点映为 5 2

上同一点 〔
: : , 2 2

]
,

因此
,

投影 左定义

的纤维 犷
,

( [
z : , 2 2

] ) 是 s ,

上的大圆 s `
.

取 夕 上 v : , v Z

中的坐标分别为以南极或北极为中心的测地投影坐标 (
x , ,

介 )
,

(牙
L ,

牙
2

) :

z ,

~
x ,
十 ix

Z ,

牙~ 牙
;

一 i熟;

x :
~

r s
i n 夕。 0 5 甲 ( l +

e o s s ) 一
, , x ,

=
: s i n 夕 s i n 甲 ( z +

e o s s ) 一
, ;

牙
:
=

r 5 1; 1 O e o s 甲 ( l 一
e o s

s ) 一
, ,

牙
:
=

r s i n 6 S i n 甲 ( l 一
e o s 口) 一

`
.

( 1 0 )

易证映射 j
二尸,

” 驴 就是 H op f 坐标映射 价
: .

因此
,

主丛 尸l

(夕
, u .

) 与 H即 f 丛 驴 同构
.

将底空间 夕 与群流形 lS 的度规分别取 为
:

g
; ,

J x “ J x ,

一
r ,

( d o
,
+

s
i n

,日d甲 ,

)
,

( 1 1 )

` ; :
= 4 r ,

.

( 1 1
`

)
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由于单个静 止最小磁单极的电磁势为
『 3 :1

A“ )一

含
(`

一
夕 ,

,

A梦
’

一合
( ` +

。 。 5
6 ,

,

其余为 O
,

其余为 o
,

( 1 2 )

则由 ( 5 ) 式
,

可构造主丛 p ,

上的度规
:

,,

2
工J`.

龟、.口了
`

、
//了̀、、/

l
、、

, 2

( J S
,
+ s i n Z口沙甲 2

) + 4 r 2

刁̀ 2
~

: ’
( J 8

2
+ s i n Z日d甲 ) + 4

r 2

d一 +

告
( `

一
o ) ` ,

`

一合
( ` + 一 “ , ` ,

在 二一 ,

( v
,

) 中 ;

( 1 3 )
在 二 一 ,

(价 ) 中
.

参照 ( s) 式
,

取坐标变换
:

、

1
2口

、、,万了

R s i n
e扩(甲+ a 一 ]

尺 。 i n 旦
。 ` a Z

天 。 。 ,

旦
。 ` a ,

2

天 。 o 。

旦
。 一 ( ; 一

: 。

2

在
二一 ,

( V :

) 中
,

( 1 4 )

o一2

在 二一`

( 玖 ) 中
,

/
.

1
、 、

/
l
、

f,leses少、 ,月.es̀

一一
、 ,了

Z戈

则 ( 1 3 ) 式在整个主丛上化为
:

击
2
一

(箭
(。 否

1
十 `二二’

·

( 1 5 )

显然
,

若取 R ~ 2 , ,

此式就是 3一球 驴 汇( 7 )式 〕的度规
.

因此
,

按上节方式引人度规
,

主丛 尸:

本

身构成 岁
.

.3 再讨论 g ~ D 的一般情形
.

满足 ( 4 ) 式的联接函数可取为
〔3] :

S : :
一 S石

,
一

e `D甲
.

(一6 )

定义主丛 p。 ( s
, ,

v ;

) 到 s ,

中的映射

R s i n

f
n : P n

一 5 3

为
萝
(

, +
李 、

口 、 , 少 了
` ,

尺 。 0 5

旦
。 `

合)
,

在 ! 一 ’

( F l

, 中
,

R s i n
合

,

: 。 。 s

旦
。 一 (一合)、

,

在 二一 ( 。
2

) 中
,

( `夕)

2 /

日一2日一2
/l
、、矛

lr

!
吸,.11吸

一一
、
、了a

亡
.ō

甲,8
Z叮、

D

`咨̀.

由 ( 2 ) 与 ( 16 ) 式知
,

对于主丛 p 。

上在
二一 ,

( V l

) 和 二一 ,

( V
Z

) 相重叠的区域中的点
,

( 1 7 ) 式右边

两行是 夕 上同一点的坐标 ;即映射是一一的
.

对于 U ;

群
, a ,

或 a :

的取值范围是 。 镇 a ; , a Z

< 2二
.

当 }D } 铸 1 时
,

( 17 ) 式所定义的映

射 了
D

在 a ,

或 a Z
~ o 处是不连续的

.

为解决这个问题
,

我们注意到在映射 fn 下
,

主丛 尸D 的象

f
。
(凡 ) 实际上不是 夕上所有的点

,

只是 岁 上的一个子集 ;该子集可作为商空间 S丫Z 。
的代表

点
.

这里 z D
是由复数 {产

, ! /

玛 ( 。 ~ o
,

1 ,

…
,

}D l 一 l) 组成的 }D .阶循环群
,

它对 驴 的

作用是把点 ( z , , 。 2

) 变为点 ( 又
z , , 又2 2

)
,

兄 〔 2 0
.

在 H
o p f 投影 人下

,

S丫z 。

一 5 2

可表为以 S ,

为

底
、

认 / Z
。
为纤维的主丛

.

但 认 / Z
。
实际上同构于 U l ,

因此
,

若把 ( 17 ) 式右边看作 驴 / Z
D 的

代表点
,

则它定义了一个 由主丛 DP (夕
, U t

) 到主丛 驴 / Z
D
上的处处光滑的映射

,

f
。 : p D

( 5
2 ,

U I

) 一 S ,

/ Z
。 .

( ] 8 )

不难验证
,

实际上它是这两个主丛间的同构映射
.

换言之
,

主丛 p 。
同构于 驴 / Z

D
.
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为在主丛 p。

上引入度量
,

取底空间 夕 的度量 ( 1 1) 式
,

而将群 认 / z
。
的度量取为

:

G : :

~ 4 , ,

/D
,

.

( 1 9 )

g 一 D 的静止磁单极的电磁势表达式是 ( 1 2 ) 式右边乘一因子 D
.

把这些公式带人 ( 5) 式
,

并

在主丛 p 。
上作如下坐标变换

: ( 1 4 ) 式右边的
a ,

与 a :

换成
a :

/D 与 处 / D
,

则同样可得 ( 1 5 )

式
.

因此
,

以上述方式引入主丛上的度量
,

p 。
(夕

, U :

) 本身成为 夕 / Z
。

(夕 的半径为 2 ,

)
.

我们知道
,

认 / z
D 可看作把 U :

的群流形 lS 剪开绕 !D } 圈后再粘上 ; 亦即 U :

是 认 / z
。
的

覆盖空间
,

其覆盖次数为 !D } (这样就容易理解 lU / z
。
的度量 ( 1 9 ) 式为什么比 u ;

的度量

( 11
’

) 式小 D
Z

倍
,

这是由于 认 / z
D 的半径要比 U :

的半径小 }D ! 倍 )
.

同样
,

主丛 驴 / Z
。

与

H叩 f 丛 驴有同样的底空间 夕
,

不过前者的纤维相当于把后者的纤维拿来绕了 }D } 圈
.

因此
,

主丛 尸D

( 夕
,

U ;

) 以 H oP f 丛 夕 为普适覆盖空间
,

覆盖次数为 }D }
.

这个结论在引人 iR二an n
度

量后也是对的
.

关于这里得到的磁单极 U :

主丛的结构
,

物理上有什么推论
,

我们将另文论述
.

三
、

S从 对偶荷与 H o p f 丛 5 7

1
.

首先讨论主丛 p (夕
,

s矶 ) 的拓扑分类
,

从而引人 s u Z

规范场的对偶荷
.

将 少 用各自包含上
、

下半球的坐标邻域 v +
与 v 一

覆盖
.

在赤道重叠区 v +
n v 一 中定义

联接函数

S一 +
~ S不上: V一 门 V +

一 SU 2
.

( 2 0 )

限制在赤道 驴 上的联接函数
,

给出将 驴 及其上参照点
x 。

映人 s u Z

及其单位元素的特征映射
,

T = s 一+ 】5 3 : ( 5
3 , x 。

) 一 ( s v Z , e

)
.

( 2 2 )

根据球上纤维丛的分类理论
『1] ,

有定理
: 主丛 (P 夕

,

s u 孟

) 的等价类唯一地决定于映射 T

的映射度 21[
,

D 一 卫二
16护

.

1

24尸
.

( 2 2 )

(了 是 s U Z

的体积元 )
.

而映射度与 S U Z

规范场强 F , ,

的第二陈类 C z

(或第一 P on tr iag in 类

p :

) 〔̀
, ] ,

。 :
一

去 {
J

s , ( ;
。 ,

: , 。

) 、 X
:、

X、 J X :、 X ·

j 乙兀
` 7 5

’

( 2 3 )

之间的关系是
:

e Z

= 一 P ,

= D
.

( 2 4 )

因此
,

夕上 S U :

主丛的等价类 ( s u :

规范场的规范型 )由特征映射度或第二陈类给出
.

D ~ 仇

可定义为 S U Z

对偶荷数
.

仿照上一节
,

在主丛 尸武夕
, s U Z

) 上可 引进度规

J s ,
一 g ; ,

J x “ d x , ,

+ `
。 乡。 · 。 b

( 那
, 妙
一 o 一 3 ; a ,

b 一 l 一 3 )
,

( 2 , )

其中 都
,

与 G
a `
分别是底空间 犷 与群流形 SU Z

上的度规
, 。 是 p 。

(犷
,

s认 ) 上的联络 1一形式
,

与通常 S U :

规范势
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B ;
一B 二哭茹( 26 )

之间的关系为:

切 一 切
a

玉 一 M一 , J M + M
一

叨
`
J x ,

M
,

材 任 s v :

2 z
( 2 7 )

(会
是 “ 姚 李代数的生成元

,

二 是 aP iul 矩
吟

2
.

最小对偶荷 {D 】一 1 的情形
.

首先
,

构造主丛 尸;

s(
` ,

s姚 )
.

我们将半径为
护 的 4一球 夕 上的点用 4 元数 q 一 扩

e 。

(见附

录 )来表示
,

其中 砂 是以南极为中心的测地投影坐标
x a

= r 刀
a

( r + 刀4

) 一
`

( a
~ o 一 3 )

,

(刃
0

)
,

+ ( 刀
,

)
,
+ (刀

2

)
,
+ (刀

3

)
,
+ ( 刀̀ )

2
=

; 2
.

( 2 8 )

同时
,

群 s u Z

的元素可表为么模 4 元数 又 (见附录 )
.

D ~ 1 的联接函数取为 :

S一 + 一 孕/ } , 】: V + 门 V -
一 S U 2

.

( 2 9 )

以 二 : p ,

一 夕 表投影
.

在子丛 f
`

( v 士

) 、 V士 X S U:

上取局部坐标 ( q ; 凡* )
,

则 ( 29 ) 式表明在

v + 门 v 一 中
,

当且仅当

。
,

q
儿一

~
。 一十儿十

~ 下万
. 凡+

l叮 l

( 3 0 )

时
,

(不 肛 ) 与 ( 界 从 ) 表 p ,

上的同一点
.

我们来证明
,

这样构造的主丛同胚于 7 维球 夕
.

将 梦 表为满足

的 4 元数对 (叮
: ,

叮2

) 的空间
.

q
l
q

l

定义映射 f :

一咨办+,

十 q Z

乳 ~ R Z

P z

一 5 7:

( 3 1 )

R a一 “ ·

)
,

在
万一 ( V · ) 中

,

一` , , ,`一 R a 一 ` ,、 ,q一 ` 一

)
,

在 7r 一 ( V 一 ) 中
, ( 3 2 )

aa
R一
犷R一
"tr/、

、/了l
、、

!
、 ,..̀t

一一士
1几

q

其中
, 一 1 十 柯 /尸

.

考虑到联接函数的性质 ( 3的 式
,

f 是一一映射
.

此外
,

f 及其逆显然连

续
,

因而 f 是 p :

到 夕 上的同胚映射
.

另一方面
,

夕 可纤维化为 , 为底
,

夕 貂 SU :

为纤维的主丛
,

即
、

H叩 f 丛 夕一 S’[
` ,

.

它具有

投射 几: s ,

、 s `

人( (孕
, ,

宁2

) ) = 孕:宁牙
`
= 孕/

, ,

( 3 3 )

以及坐标映射 帆
: V士 X S U ,

一 扩
,

( V 士

)
.

通常
,

坐标映射取为 ( 3 2 ) 式右边的形式
.

显然
,

映

射 f 实际上给出了主丛 尸 ,

(夕
,

S U ;

) 与 H叩 f 丛 夕一 夕 之间的丛同构关系
.

我们知道
,

夕 上有度量

d S Z
= d叮, d厚

:
+ d宁Zd牙

2 ,

( 3 4 )

利用 H oP f 坐标映射 ( 3 2 ) 式
,

可将度量表为 (例如在 二一 ,

( V+) 中 ) :

d S Z

功 = 切

二

买
J 一 Zd q d ` 十 “ 场历

,

`十 , ~ 义d又 + 又B犷
’ d x “ 又

,

( 3 5 )
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。
沙尹 一

牛
(刷 、 一物)

.

Zr `a

(6 3)

与 ( 2幻 式比较
,

( 3的 式表明丛 夕 上的度量自然分解 为表示底流形度量的第一项
,

以及与群

流形度量 (尸 有关 )的第二项
.

由于底为 少
,

故应取

R = 2 , ,

( 3 7 )

则第一项成为半径为
尹

的 夕 的度量
.

反之
,

如果取最小对偶荷规范势为 (拓 ) 式所示
,

并按

照 ( 2 5 ) 式的方式 引进度规
,

并取 `
。 乡

~
r Z占

a 占 ,

则主丛 p ,

( 5
4 ,

s v Z

) 本身构成 S ,
.

D ~ 一 1 的情形与上相似
,

不过从 ( 2 9 ) 式起所有的 q 都换为 牙一 xa J
。 .

( 36 ) 式的规范势

变为
:

~ ` _ 、 ,
.

1
, ,

_
,

_ 、

万补
’

a 扩 ~ 二 , 厂一 戈q` q 一 d q q 夕
·

Z厂 ` a

( 3 6

气U
、、 .产、尹、协了、尹)

.

月白OCQ
ù
nUI)
,欣乙,j月,连

月

4落刁é /、矛`、产`、产几、̀

除此之外
,

其它结论是一样的
.

3
.

可以证明
,

我们得到的最小对偶荷的势就是资料 LS] 的类粒子解和资料 L71 的 0
5

s u ,

单极的势
.

将 ( 3 6 )
,

( 3 6
`

) 式改写为 :

: 护
, J x

一 粤
。
坊, x ·了x · ,

其中

利用 斗元数基底与

e

:产
, 二

。 * , * e * , 。

台广
, 二 士 e ,

( i
,

z
,

友= 1 一 3 )
.

aP ul i 矩阵
a `
的关系 ( A 4 )

,

立即可以得到 :

B沪)d ·

一舟
a 沛)二 d一

a }”
’
一

岩
La

, ,
叮 ,

, 一

含
e! ,

价* , a
犷

) 一 士

合
口 , ·

这就是资料 L91 给出资料 18] 的类粒子解的另一种形式
.

在 S` 上取坐标 ( a
,

杏
!

) ( i 一 l 一 3 )〔
, , ,

满足

砂 ~
~

二三立卫
- 1 一 尸

1 +
e o s 口 z + 口 , ’

ix 一止兰些红
-丝二

1 十
e o s
日 1 十 夕2

这里 户 ,
一 份

,

)
,
+ (歹

2

)
,
+ (杏

,

)
,

.

于是
,

由 ( 3 8 ) 式可以得到

b石
土 ’ `

=

b合
士 , “ = o

,

“ 一
炭云群

( `一“
`士 ` “

·

“ * 士 , “ 一 ( ` 一 , ” ,
,

`铲
’

一台聋笼霎
( `一 “ 干 4“

·

“及干 2“ 一 ( ` 一 , 2

, ,
,

在 V +

中
,

在 V一 中
.

这就是资料 ! 7] 给出的 。 ,

不变的 s u ,

单极子的势
.

4
.

最后
,

我们指出
:

( l) 对于 s u ,

的子空间听相应的规范场的拓扑性质
,

并不仅仅限于在引言中所指出的讨

论 U .

子丛及其分类的问题
,

例如
,

可以讨论以 夕 为底
,

以 夕 一 s认 / u :

为纤维的球丛的拓扑性

质
,

事实上
,

这种丛有无穷多等价类
.

它们的物理意义值得研究
.
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(2 )对于主丛 尸武夕
,

s认 ) 的结构
,

我们只讨论了 ID { 一 1 的情形
,

对 IDJ 神 1 的一般情

形
,

涉及的问题较多
,

但所用的方法是一致的
.

( 3 ) 无论是子空间所对应的规范场的整体性质
,

还是 s u Z

自身规范场的整体性质
,

都只取

决于从的特征映射度所确定的示性类 (对偶荷 )
,

而与规范场的运动状态无关
.

( 4 ) 我们采取的纤维丛拓扑分类的方法具有一般性
,

可以推广到任意非 A be l 规范场的情

形
,

例如弱一电磁统一的规范场理论
,

重力规范理论等等
.

附 录

群 S认 及其李代数与 4 元数的关系

考虑如下形式的 2 x Z 方阵

、 一

(
“ 。
一

`“ ’

一
` ’
一

’ “ ’

)
\ “ 2

一
, u 一 u o .

宁 I u 3 ,

( A l 、

其中
a 。

(二 ~ 0 一 3 ) 为任意实数
.

与每个 M 相应
,

可定义一 4 元数

M 曰 口 (对 ) =
a 。

+ a 月, +
a 2 2 + a ,

天 =
a , 。 。 .

( A Z )

其中
e 。

~ 1
, 。 : , c Z , 。 ,

是 4 元数的三个纯虚单位
.

容易验证
,

映射 ( A Z ) 式具有如下性质 :

、 ( M
.

+ M
Z

) = 。 ( M
.

) + 。 ( M小
分 (

a M ) ~
a 穿 ( M )

,

叮( M
l ·

材
2

) ~ 口( 附
:

)
·

分( 肘
2

)
, 叮 ( M ) ~ 仔( M

+
)

.

( A 3 )

其中
。
为实数

, 订表示 口 的共扼 4 元数
,

M +
表示M 的厄米共扼

.

当端 + 叶 + 嘴 十 弓一 1 时
,

矩阵 ( A )I 是 s U :

矩阵
,

而相应的 弓元数 ( A 2) 式 的模为 1
.

由 `胡 ) 式
,

映射 ( A Z ) 给出 s u :

群与么模 4 元数群之间的同构
.

当
` 。
一 。 时

,

矩阵 ( A )I 是 S U :

的李代数的元素
,

而相应的 4 元数 ( A Z ) 式是纯虚 4 元数
.

由 ( A 3 ) 式
,

映

射 ( A 2) 给出 S U :

李代数与纯虚 4 元数李代数之间的同构
.

特别是 S u :

的生成元 几 / 2
,

对应于纯虚单位
。 .

/ 2

f l ]

r Z」

仁3 〕

t 4 ]

[ 5 ]

[ 6 ]

[ 7 ]

汇8 ]

[ 9 〕

〔1 0 ]

〔1 1 ]

〔1 2 ]

a * / 2 :

曰
, *
/ 2 (友 ~ 一, 2 , 3 )

.

这样
,
由上述同构关系

, s U :

群及其李代数都可以用 4 元数来表示
.

( A斗 )
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