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摘要 由一组正算子值测度(POVM)构成的POVM测量组合是描述与研究复合量子系统的非定域性、
量子导引及量子关联性的重要工具. 本文首先引入由任意多个POVM构成的POVM测量组合MS的联

合可测性(Joint Measurability), 证明了MS的联合可测性与其相容性是相互等价的; 给出了与1秩投影测
量联合可测的POVM的一般形式; 证明了POVM测量组合MS是联合可测的当且仅当由它构成的“行随
机算子矩阵”MS可以表示成{0, IS }——行随机算子矩阵的“算子凸组合”; 特别地, 证明了三维实单位向
量ni(i = 0, 1)诱导的POVM测量组合M(n0,n1)是联合可测的当且仅当n0 = ±n1. 作为应用,给出了两比特量
子态关于POVM测量组合M(n0,n1)不可导引性的充要条件.
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1 引言

复合量子系统的非定域性、量子导引及量子关

联性都是利用量子测量来检测的. 量子导引, 又称
EPR导引, 是薛定谔在著名的EPR悖论 [1]的情境下

发现的重要量子特性 [2–5],是一种介于Bell非局域性
和量子纠缠之间的一种量子关联形式. Wiseman等
人在文献[6, 7]中给出了EPR导引的实验解释. 后
来, Cavalcanti等人在文献[8]中推广了Wiseman等人
在文献[6]中定义的两体系统中的量子导引, 并推
导出一些不等式来检验Bell非局域性、EPR导引和

量子纠缠. EPR导引在量子密钥分配、安全传送和
纠缠辅助子信道区分等方面具有重要的应用 [9–12].
Reid在文献[11]中证明了EPR悖论已经达到可以用
来验证量子位隐形传送的基准. Skrzypczyk等人在
文献[13]中给出了这一现象的一种量化方法, 并用
它来研究一些量子态的可导引性, 表明每一个纯
纠缠态都是最大可导引的. Chen等人在文献[14]中
证明了对于任何两比特纠缠态, 如果存在投影测
量使Bob的规范化条件状态变成两个不同的纯态,
那么Alice就可以导引Bob的状态. Nguyen等人在文
献[15]中将这一结果推广到高维系统. Sun等人在文
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献[16]中通过实验证明了一类两比特量子态EPR可
导引性的不对称性,并提出了一种实用方法来量化
可导引性. Chen等人在文献[17]中证明了Bell非局
域态可以由一些可导引态来构造. Zheng等人在文
献[18]中提出并研究了两体态的广义可导引鲁棒性.
Li等人在文献[19]中给出了不可导引的必要条件和
充分条件, 进而建立了一个EPR导引不等式. Cao
等人在文献[20]中提出了两体量子系统中的Bell非
局域性及EPR导引的数学定义,给出了它们的等价
刻画, 证明了Bell非局域态之集与EPR不可导引态
之集都是紧凸集. Yu等人在文献[21]中给出了单量
子比特的两个正算子值测度联合可测的充分必要

条件. Uola等人在文献[22]中考虑了联合可测问题
与量子导引问题之间的一一对应关系, 并量化了
测量的不相容性. Chen 等人在文献[23]中得到了
一类量子态可导引性的充分必要条件, 并且研究
了EPR导引的非对称性. Zhao等人在文献[24]中讨
论了von Neumann测量对量子系统的作用, 对给定
的von Neumann测量和一个正交无迹厄密矩阵基,
引入了von Neumann测量相关矩阵, 并证明了这个
矩阵不仅是幂等的、基无关的,并且是奇异的.

由于神经网络结构的良好逼近能力 [25–27], 机
器学习技术已经被用于研究量子多体问题. Car-
olle与Troyer [28]基于具有多个隐层神经元的人工神

经网络引入了量子态的变分表示,并证明了深强学
习方法计算基态的显著能力. 随后, Deng等人 [29]证

明对于具有远程纠缠量子也可以使用RBM方法来
描述拓扑态,且构建了对称保护的拓扑态和内在拓
扑有序态的精确神经网络表示; Yang等人 [30, 31]分别

研究了神经网络量子状态对系统基态的逼近问题与

量子多体态的神经网络表示问题; Gao等人 [32]给出

了具有深神经网络的量子多体系统的高效表示.

基于POVM测量组合对于判断Bell非定域性
和EPR导引的重要性, 本文讨论POVM测量组合的
联合可测性, 并给出相关结果在研究EPR导引方
面的应用. 在第2节中, 引入由任意多个POVM构
成的POVM测量组合MS的联合可测性, 证明MS的

联合可测性与其相容性是相互等价的; 利用列随
机矩阵, 给出与1秩投影测量联合可测的POVM的
一般形式; 证明POVM测量组合MS是联合可测的

当且仅当由它构成的“行随机算子矩阵”MS可以

表示成{0, IS }——行随机算子矩阵的“算子凸组合”;
特别证明了由三维实单位向量ni(i = 0, 1)诱导的
POVM测量组合M(n0, n1)是联合可测的当且仅当
n0 = ±n1. 在第3节中, 根据两体量子态的约化态
讨论其不可导引性, 并利用POVM测量组合的联
合可测性, 给出一般量子态ρAB不可导引的充要

条件; 其次, 给出两比特量子态关于POVM测量组
合M(n0,n1)不可导引的充分必要条件.　

2 POVM测量组合的相容性与联合可测性

用HS表示量子系统S的状态空间, 它是一个
有限维复Hilbert空间, HAB = HA ⊗ HB表示复合量

子系统AB的状态空间, 用IS和DS分别表示HS上的

恒等算子和量子系统S的所有量子态(密度算子)之
集, 用B(HS )表示量子系统S的所有有界线性算子
之集, S(HS )表示量子系统S的所有单位向量之
集, 用MS = {{Ms|x}oS

s=1 : x = 1, . . . ,mS }表示量子系
统S的mS个正算子值测度(POVM)之集, 称其为一
个(oS ,mS )-POVM测量组合,简称测量组合.于是

Ms|x ≥ 0, ∀s ∈ [oS ], x ∈ [mS ],
oS∑
s=1

Ms|x = IS , ∀x ∈ [mS ],
(1)

其中, [n] = {1, 2, . . . , n}.
定义2.1 [33] 若对于量子系统S上的一个POVM

测量组合MS = {{Ms|x}oS
s=1 : x ∈ [mS ]}, 存在概率

分布 {PS (s|x, λ)}oS
s=1以及系统S上的一个正算子值测

度{Gλ}tλ=1,使得

Ms|x =

t∑
λ=1

PS (s|x, λ)Gλ, ∀s ∈ [oS ], x ∈ [mS ], (2)

则称MS是相容的(Compatible).
易见,对任意x,式(2)可用矩阵表示为

Mx ≡


M1|x

M2|x
...

MoS |x


070001-2



余雪晴等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020年 第 50卷 第 7期

=


PS (1|x, 1) PS (1|x, 2) · · · PS (1|x, t)
PS (2|x, 1) PS (2|x, 2) · · · PS (2|x, t)

...
...

...
...

PS (oS |x, 1) PS (oS |x, 2) · · · PS (oS |x, t)




G1

G2
...

Gt


.

(3)

一个矩阵F = [ fi j]m×n称为列随机矩阵, 是指该
矩阵中元素满足 fi j ≥ 0(∀i, j)且

∑m
i=1 fi j = 1(∀ j).在下

文中, 我们用CS (m, n)表示所有m行n列的列随机矩
阵之集.

注2.1 由定义2.1可知, 量子系统S上的两个正
算子值测度P = {Pi}mi=1和Q = {Q j}nj=1构成的POVM测
量组合{P,Q}是相容的当且仅当存在两个列随机矩
阵A = [ai j] ∈ CS (m, t), B = [bi j] ∈ CS (n, t), 以及系
统S上的一个正算子值测度{Gλ}tλ=1, 使得∀i ∈ [m],
∀ j ∈ [n],有

Pi =

t∑
λ=1

aiλGλ, Q j =

t∑
λ=1

b jλGλ. (4)

定义2.2 [21] 若对于系统S上的两个正算子值
测度P = {Pi}mi=1和Q = {Q j}nj=1, 存在系统S上的一个
正算子值测度{Mi j|i ∈ [m], j ∈ [n]}, 使得∀i ∈ [m]
及∀ j ∈ [n],有

Pi =

n∑
j=1

Mi j, Q j =

m∑
i=1

Mi j, (5)

则称{P,Q}是联合可测的(Jointly Measurable). 此
时, 也称{Mi j|i ∈ [m], j ∈ [n]}为P与Q的一个联合测
量(Joint Measurement).

注2.2 由定义2.2知: 当两个POVMP = {Pi}mi=1

与Q = {Q j}nj=1两两可交换(即PiQ j = Q jPi(∀i, j))时,
它们是联合可测的;此时,取Mi j = PiQ j.

注2.3 对于系统S上的正算子值测度

P = {Pi}mi=1 ≡ (P1, P2, . . . , Pm)T

及任意n × m列随机矩阵C = [ci j],定义

Q = {Q j}nj=1 ≡ (Q1,Q2, . . . ,Qn)T

为Q = CP,即
Q1

Q2
...

Qn


=


c11 c12 · · · c1m

c21 c22 · · · c2m

...
... · · ·

...

cn1 cn2 · · · cnm




P1

P2
...

Pm


, (6)

则Q成为系统S上的正算子值测度. 再定义HS上的

算子Mi j = c jiPi(i ∈ [m], j ∈ [n]),即

[Mi j] =


c11P1 c21P1 · · · cn1P1

c12P2 c22P2 · · · cn2P2
...

... · · ·
...

c1mPm c2mPm · · · cnmPm


, (7)

则M = {Mi j}i∈[m], j∈[n]为系统S上的正算子值测度,且

n∑
j=1

Mi j =

 n∑
j=1

c ji

 Pi = Pi(∀i ∈ [m]),

m∑
i=1

Mi j =

m∑
i=1

c jiPi = Q j(∀ j ∈ [n]).

因此, 由定义2.2可知: 测量组合{P,Q}是联合可测
的,且M为它们的一个联合测量.

当测量组合{P,Q}中有一个为1秩投影测量时,
我们有以下结果.　

定理2.1 设

P = {Pi}mi=1 ≡ (P1, P2, . . . , Pm)T,

Q = {Q j}nj=1 ≡ (Q1,Q2, . . . ,Qn)T

为系统S上的两个正算子值测度且P为1秩投影测
量,即Pi = |xi⟩⟨xi|(i ∈ [m])且{|xi⟩}mi=1为HS的正规正交

基, 则{P,Q}是联合可测的当且仅当存在n × m列随
机矩阵C = [ci j]使得Q = CP,即式(6)成立.

证明 充分性由注2.3知, 下证必要性. 设{P,Q}
是联合可测的,则由定义2.2知: 存在系统S上的一个
正算子值测度{Mi j|i ∈ [m], j ∈ [n]}, 使得式(5)成立.
于是

0 ≤ Mi j ≤
n∑

j=1

Mi j = Pi = |xi⟩⟨xi|(∀i ∈ [m]).
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根据文献[20, Lemma 4.1]知: 存在常数0 ≤ c ji ≤ 1使
得 Mi j = c jiPi(i ∈ [m], j ∈ [n]). 由式(5)得

Q j =

m∑
i=1

Mi j =

m∑
i=1

c jiPi(∀ j ∈ [n]).

于是,式(6)成立. 再由　

IS =

n∑
j=1

Q j =

m∑
i=1

 n∑
j=1

c ji

 Pi =

m∑
i=1

 n∑
j=1

c ji

 |xi⟩⟨xi|

知
∑n

j=1 c ji = 1(∀i ∈ [m]),即
∑n

i=1 ci j = 1(∀ j ∈ [m]). 因
此, C = [ci j]为n × m列随机矩阵. 证毕.　

下面我们将联合可测的概念推广到任意多

个POVM的情况.

定义2.3 设MS = {{Ms|x}ns=1 : x ∈ [m]}为量子系
统S的一个POVM测量组合, 若存在S上由m个下标
确定的一个POVM

{Mi1,i2,...,im : i1, i2, . . . , im ∈ [n]}

使得对每个s = 1, 2, . . . , n,有　

Ms|1 =
∑

i2,i3,...,im

Ms,i2,i3··· ,im ,

Ms|2 =
∑

i1,i3,...,im

Mi1,s,i3...,im ,

· · · · · · ,
Ms|m =

∑
i1,i2,...,im−1

Mi1,i2,...,im−1,s,

(8)

则称MS是联合可测的. 此时, 我们也称{Mi1,i2,...,im :
i1, i2, . . . , im ∈ [n]}为POVM测量组合MS的一个联合

测量.　

当MS = {{Ms|x}ns=1 : x ∈ [m]}为量子系统S上的
一个POVM测量组合且满足“对易性”条件:

Ms|xMs′ |x′ = Ms′ |x′Ms|x(∀x , x′;∀s, s′)

时,定义

Mi1,i2,··· ,im = Mi1 |1Mi2 |2 . . . Mim |m(i1, i2, · · · , im ∈ [n]),

则{Mi1,i2,...,im : i1, i2, . . . , im ∈ [n]}为一个POVM, 且满
足条件(8),从而由定义2.3知MS是联合可测的.

POVM测量组合的联合可测性与其相容性的定
义从形式上看,似乎没有什么联系,但下面的定理说
明它们是相互等价的.

定理2.2 POVM测量组合MS = {{Ms|x}ns=1 : x ∈
[m]}是相容的当且仅当它是联合可测的.

证明 充分性. 设MS是联合可测的, 则由定
义2.3知: 存在S上由m个下标确定的一个POVM

{Mi1,i2,...,im : i1, i2, . . . , im ∈ [n]}

使得对每个s = 1, 2, . . . , n,式(8)成立. 于是,

Ms|1 =
∑

i1,i2,...,im

δs,i1 Mi1,i2,i3...,im ,

Ms|2 =
∑

i1,i2,...,im

δs,i2 Mi1,i2,i3...,im ,

· · · · · · ,

Ms|m =
∑

i1,i2,...,im

δs,im Mi1,i2,...,im .

(9)

取双射σ : [n]m → [nm],定义

Gλ = Mi1,i2,··· ,im , P(s|x, λ) = δs,ix (∀x ∈ [m], s ∈ [n]),

其中σ(i1, i2, . . . , im) = λ,则式(9)可改写为

Ms|x =

nm∑
λ=1

P(s|x, λ)Gλ(∀x ∈ [m], s ∈ [n]).

显然, {Gλ}n
m

λ=1为一个POVM,且{P(s|x, λ)}ns=1为概率分

布(∀x, λ). 因此,由定义2.1知MS是相容的.
必要性. 设MS是相容的, 则由定义2.1知: 存在

一个POVM {Gλ}dλ=1使得

Ms|x =

d∑
λ=1

P(s|x, λ)Gλ(∀x ∈ [m], s ∈ [n]), (10)

其中{P(s|x, λ)}ns=1为概率分布(∀x, λ). 令

Mi1,i2,...,im =

d∑
λ=1

P(i1|1, λ)P(i2|2, λ) . . . P(im|m, λ)Gλ,

则Mi1,i2,...,im ≥ 0(∀i1, i2, . . . , im ∈ [n])且∑
i1,i2,...,im

Mi1,i2,··· ,im
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=

d∑
λ=1

∑
i1,i2,...,im

P(i1|1, λ)P(i2|2, λ) . . . P(im|m, λ)Gλ

=

d∑
λ=1

Gλ

= IS .

可见, {Mi1,i2,··· ,im : i1, i2, · · · , im ∈ [n]}为一个POVM,且
由式(10)可知∑
i2,...,im

Mi1,i2,...,im

=

d∑
λ=1

P(i1|1, λ)
∑

i2,...,im

P(i2|2, λ) . . . P(im|m, λ)Gλ

=

d∑
λ=1

P(i1|1, λ)Gλ

= Mi1 |1,∑
i1,i3,...,im

Mi1,i2,...,im

=

d∑
λ=1

P(i2|2, λ)

×
∑

i1,i3,...,im

P(i1|1, λ)P(i3|3, λ) . . . P(im|m, λ)Gλ

=

d∑
λ=1

P(i2|2, λ)Gλ

= Mi2 |2,

· · · · · · ,∑
i1,i2,··· ,im−1

Mi1,i2,··· ,im

=

d∑
λ=1

P(im|m, λ)

×
∑

i1,i2,··· ,im−1

P(i1|1, λ) · · · P(im−1|m − 1, λ)Gλ

=

d∑
λ=1

P(im|m, λ)Gλ

= Mim |m.

这就证明了式(8)成立, 因此由定义2.3知MS是联合

可测的. 证毕.

对任意POVM测量组合MS = {{Ms|x}ns=1 : x ∈
[m]},定义“非负算子矩阵”

MS = [M j|i] =


M1|1 M2|1 . . . Mn|1

M1|2 M2|2 . . . Mn|2
...

... . . .
...

M1|m M2|m . . . Mn|m


, (11)

且是“行随机的”,即

Ms|x ≥ 0(∀x, s),
n∑

s=1

Ms|x = IS (∀x ∈ [m]), (12)

称其为一个m × n“行随机算子矩阵(RSOM)”. 特别
当Ms|x ∈ {0, IS }(∀x, s)时,称其为一个{0, IS }——行随
机算子矩阵.

显然, 任意一个m × n行随机算子矩阵都对
应一个(n,m)-POVM测量组合. 于是, 我们可以
将MS与MS等同,即

MS ≡MS =


M1

M2
...

Mn


,Mx = [M1|x M2|x · · · Mn|x].

Gau等人 [34]证明: 任意行随机数量矩阵都可以
表示成为{0, 1}——行随机数量矩阵的凸组合.对于
行随机算子矩阵,我们有以下结论.　　

定理2.3 行随机算子矩阵MS可以表示为{0, IS }
—–行随机算子矩阵的“算子凸组合”, 即存在m × n
{0, IS }—–行随机算子矩阵At(t = 1, 2, . . . , p)及HS上

的正线性算子Dt满足
∑p

t=1 Dt = IS ,使得

MS =

p∑
t=1

At ⊗ Dt, (13)

当且仅当POVM测量组合MS是联合可测的.
证明 必要性. 设存在 m × n {0, IS }——行随机

算子矩阵At(t ∈ [p])及HS上的正线性算子Dt满足∑p
t=1 Dt = IS ,使得式(13)成立,并记At = [P( j|i, t)IS ],
则P( j|i, t) ∈ {0, 1}, ∑n

j=1 P( j|i, t) = 1(∀t, i). 由式(13)
得知

MS =

p∑
t=1

At ⊗ Dt =

p∑
t=1

[P( j|i, t)Dt],
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从而,矩阵MS的(i, j)元素为

M j|i =

p∑
t=1

P( j|i, t)Dt(∀i, j).

因此,测量组合MS是相容的,再由定理2.2可知它是
联合可测的.
充分性. 设MS是联合可测的,则再由定理2.2可

知它是相容的,即存在系统S上的一个POVM{D′k}dk=1

及P( j|i, k) ∈ {0, 1}, ∑n
j=1 P( j|i, k) = 1(∀k, i),使得

M j|i =

d∑
k=1

P( j|i, k)D′k(∀i, j),

于是

MS = [M j|i] =
d∑

k=1

[P( j|i, k)D′k] =
d∑

k=1

[P( j|i, k)] ⊗ D′k.

(14)

由于[P( j|i, k)]为m × n行随机数量矩阵, 所以由
文献[34]知: 存在 m × n {0, 1}——行随机数量矩
阵Rs(k)(k ∈ [d], s ∈ [q])以及实数cs(k) ≥ 0(k ∈
[d], s ∈ [q])且

∑q
s=1 cs(k) = 1(∀k ∈ [d]),使得

[P( j|i, k)] =
q∑

s=1

cs(k)Rs(k).

再由式(14)得

MS = [M j|i]

=

d∑
k=1

q∑
s=1

cs(k)Rs(k) ⊗ D′k

=

d∑
k=1

q∑
s=1

Rs(k) ⊗ cs(k)D′k.

任取双射 f : [q] × [d]→ [qd],并记p = qd,且

t = f (s, k),At = Rs(k) ⊗ IS ,Dt = cs(k)D′k,

则At(t ∈ [p])为m × n {0, IS }——行随机算子矩阵, Dt

为HS上的正线性算子, 满足条件
∑p

t=1 Dt = IS , 使得
式(13)成立. 证毕.　　　
以 下 研 究 两 体 态 关 于A系 统 上 一 个 特

定POVM测量组合的可导引性, 这个POVM测量组
合为

M(n0,n1) = {{Mk|ni}1k=0 : i = 0, 1} ≡ {Mk|ni}k,i,

Mk|ni =
1
2

(
I2 + (−1)kni · σ

)
. (15)

其中, I2是2阶单位矩阵, σ1, σ2, σ3分别是三个Pauli
矩阵, σ = (σ1, σ2, σ3)T, ni为三维实单位向量. 记

O±(x,m) =
I2 ± (xI2 +m · σ)

2
.

易见

{M0|n0 ,M1|n0} = {O+(0, n0),O−(0, n0)} := O(0, n0),

{M0|n1 ,M1|n1} = {O+(0, n1),O−(0, n1)} := O(0, n1).

从而

M(n0,n1) = {O(0,n0),O(0,n1)}, (16)

它是系统C2上由两个1秩投影构成的测量组合.　

定理2.4 设ni(i = 0, 1)为三维实单位向量, 则
M(n0,n1)是联合可测的当且仅当n0=n1或n0= −n1.

证明 设n0 = n1或n0 = −n1,则 O+(0,n0)

O−(0,n0)

 =
 1 0

0 1


 O+(0,n1)

O−(0,n1)

 ,
或 O+(0,n0)

O−(0,n0)

 =
 0 1

1 0


 O+(0,n1)

O−(0,n1)

 .
根据定理2.1知:M(n0,n1)是联合可测的.

设M(n0,n1)是联合可测的, 则根据定理2.1知:
存在2阶列随机矩阵C = [ci j]使得 O+(0,n0)

O−(0,n0)

 =
 c11 c12

c21 c22


 O+(0, n1)

O−(0, n1)

 ,
从而 c11 + c12 = 1, (c11 − c12)n1 · σ = n0 · σ,

c21 + c22 = 1, (c21 − c22)n1 · σ = −n0 · σ.

所以, (c11 − c12)n1 = n0, (c21 − c22)n1 = −n0. 由于

c11+c21 = 1 = c12+c22,所以c21 = c12 := c, c11 = c22 =
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1− c. 从而, c11 − c12 = 1− 2c, c21 − c22 = 2c− 1. 因此,
1 − 2c = ±1,进而n0 = n1或n0 = −n1. 证毕.　　
由定理2.2可知, 系统A上的两个正算子值测度

是相容的当且仅当它们是联合可测的, 所以由定
理2.4知,M(n0, n1)是相容的当且仅当n0 = n1或n0 =

−n1.
Yu等人在文献[21]中研究了比M(n0,n1)更一般

的测量组合{O(x,m),O(y,n)}的联合可测性,其中

O(x,m) = {O+(x,m),O−(x,m)},
O(y,n) = {O+(y,n),O−(y,n)},

得到了以下结果.
定理2.5 [21] 设|x| + |m| ≤ 1, |y| + |n| ≤ 1,且

O(x,m) = {O+(x,m),O−(x,m)},
O(y,n) = {O+(y,n),O−(y,n)},

则

(1) 当x = 0且y = 0时, {O(x,m),O(y, n)}是联合
可测的当且仅当

|m|2 + |n|2 ≤ 1 + (m · n)2;

(2) 当x = 0且y , 0时, {O(x,m),O(y, n)}是联合
可测的当且仅当

Fy

√
|n|2 − (m · n)2 ≥ |m × n|;

(3) 当x , 0且y = 0时, {O(x,m),O(y, n)}是联合
可测的当且仅当

Fx

√
|m|2 − (m · n)2 ≥ |m × n|;

(4) 当x , 0且y , 0时, {O(x,m),O(y, n)}是联合
可测的当且仅当(
1 − F2

x − F2
y

) (
1 − x2

F2
x
− y2

F2
y

)
≤ (m · n − xy)2 ,

其中

Fx =
1
2

( √
(1 + x)2 − |m|2 +

√
(1 − x)2 − |m|2

)
,

Fy =
1
2

( √
(1 + y)2 − |n|2 +

√
(1 − y)2 − |n|2

)
.

由定理2.5(1)知: 当n0与n1为实单位向量时,
M(n0,n1) = {O(0,m),O(0,n)}是联合可测的当且仅
当|n0|2 + |n1|2 ≤ 1 + (n0 · n1)2, |n0 · n1| = 1, n0 = ±n1.
这说明定理2.4是定理2.5(1)的特殊情况, 但前者的
证明更为直接与简单,后者的证明相当困难.

3 EPR导引的一些判据

本节讨论EPR导引的一些判据. 首先, 证明了
约化态至少一个为纯态的两体量子态必然为可

分态, 从而它关于任意POVM测量组合MA都是不

可导引的; 其次, 利用POVM测量组合的联合可测
性, 给出一般量子态ρAB不可导引的充要条件; 最
后,在n0 , ±n1的情况下,给出系统C2 × C2中的量子

态ρAB关于POVM测量组合M(n0,n1)从A到B的不可
导引的充分必要条件.　

定义3.1 [20] 设ρAB ∈ DAB, MA为A系统上的一
个POVM测量组合, 若存在一个概率分布{πλ}dλ=1和

一族量子态{σλ}dλ=1 ⊂ DB,使得

trA[(Ma|x ⊗ IB)ρAB] =
d∑
λ=1

πλPA(a|x, λ)σλ, ∀a, x,

其中对每一个(x, λ), {PA(a|x, λ)}oA
a=1是一个概率分布,

则称ρAB关于POVM测量组合MA是从A到B不可导
引的. 如果一个态ρAB关于POVM测量组合MA不是

从A到B不可导引, 那么就说它关于POVM测量组
合MA是从A到B可导引的.

文献[20]中说明: 任意可分态关于任意POVM
测量组合MA都是从A到B不可导引的, 且任意量子
态ρAB ∈ DAB关于一个相容POVM测量组合MA都是

从A到B不可导引的[20, Example 3.1].　

引理3.1 [18] 设ρAB ∈ DAB,MA = {Ma|x}a,x为A系
统上的一个POVM测量组合, 则ρAB关于POVM测量
组合MA是从A到B不可导引的当且仅当存在正算子
集{σ′λ}dλ=1 ⊂ HB,使得

trA[(Ma|x ⊗ IB)ρAB] =
d∑
λ=1

PA(a|x, λ)σ′λ, ∀x, a,

其中对每一个(x, λ),{PA(a|x, λ)}oA
a=1是一个概率分布.
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命题3.1 设ρAB ∈ DAB为纯态,且其约化密度矩
阵ρA或ρB为纯态密度矩阵,则ρAB为可分态且关于任

意POVM测量组合MA是从A到B不可导引的.
证明 因为ρAB为纯态, 所以可设ρAB = |x⟩⟨x|且

|x⟩ = ∑d
i=1 λi|ei⟩| fi⟩, 其中{|ei⟩}di=1 ⊂ S(HA)且相互正

交, {| fi⟩}di=1 ⊂ S(HB)且相互正交, λi > 0(i ∈ [d])且∑d
i=1 λ

2
i = 1.故

ρAB =

d∑
i, j=1

λiλ j|ei⟩⟨e j| ⊗ | fi⟩⟨ f j|,

所以

ρB = trAρ
AB =

d∑
i=1

λ2
i | fi⟩⟨ fi|,

ρA = trBρ
AB =

d∑
i=1

λ2
i |ei⟩⟨ei|.

当ρB为纯态时, 可设ρB = |φB⟩⟨φB|. 从而, 以任意i ∈
[d],有

0 ≤ λ2
i | fi⟩⟨ fi| ≤

d∑
i=1

λ2
i | fi⟩⟨ fi| = |φB⟩⟨φB|.

根据文献[20, Lemma 4.1]知: 存在常数ci使得

λ2
i | fi⟩⟨ fi| = ci|φB⟩⟨φB|. 两边取迹得到, | fi⟩⟨ fi| =
|φB⟩⟨φB|(i ∈ [d]). 由于{| fi⟩}di=1是正规正交集,所以d =
1, 于是|x⟩ = |e1⟩| f1⟩, 进而ρAB = |e1⟩⟨e1| ⊗ | f1⟩⟨ f1|. 可
见, ρAB为可分态. 同理可证,当ρA为纯态时, ρAB也为

可分态. 故 ρAB为可分态且关于任意POVM测量组
合MA是从A到B不可导引的. 证毕.
命题3.2 设ρAB的约化密度矩阵ρA或ρB为纯态

密度矩阵,则ρAB为可分态且关于任意POVM测量组
合MA是从A到B不可导引的.
证明 因为ρAB ∈ DAB,所以ρ

AB具有谱分解

ρAB =

d∑
i=1

λi|ψi⟩⟨ψi|,

其中λi > 0(i ∈ [d]),
∑d

i=1 λi = 1且{|ψi⟩}di=1为正规正交

集. 于是

ρB = trAρ
AB =

d∑
i=1

λitrA(|ψi⟩⟨ψi|),

ρA = trBρ
AB =

d∑
i=1

λitrB(|ψi⟩⟨ψi|).

当ρB为纯态时, 可设ρB = |φB⟩⟨φB|, 从而, 以任
意i ∈ [d],有

|φB⟩⟨φB| =
d∑

i=1

λitrA(|ψi⟩⟨ψi|) ≥ λitrA(|ψi⟩⟨ψi|) ≥ 0.

根据文献[20, Lemma 4.1]知: 对任意i,有trA(|ψi⟩⟨ψi|)
= |φB⟩⟨φB|.所以, 由命题3.1可知, 对任意i, |ψi⟩⟨ψi|为
可分态且关于任意POVM测量组合MA是从A到B不
可导引的, 进而ρAB为可分态且关于任意POVM测
量组合MA是从A到B不可导引的文献[20, Corollary
3.1]. 同理可证, 当ρA为纯态时, ρAB为可分态且关

于任意POVM测量组合MA是从A到B不可导引的.
证毕.

因为M(n0,n1)是相容的当且仅当n0 = n1或n0 =

−n1,所以当n0 = n1或n0 = −n1时, ρAB 关于POVM测
量组合M(n0, n1)是从A到B不可导引. 因此, 我们
只考虑在 n0 , n1且n0 , −n1的情况下, 给出
系统 C2 × C2中的量子态ρAB关于POVM测量组合
M(n0,n1)从A到B不可导引的充分必要条件.

对任意ρAB ∈ D(C2 ⊗ C2),它在局部酉等价下可
表示为

ρAB =

1
4

I2 ⊗ I2 + (a · σ) ⊗ I2 + I2 ⊗ (b · σ) +
3∑

j=1

c jσ j ⊗ σ j

 ,
(17)

其中a,b ∈ R3, c1, c2, c3 ∈ R. 令C = diag{c1, c2, c3},称
为ρAB的关联矩阵.

对于A系统上的POVM测量组合M(n0, n1), 记
Πk|ni = trA[(Mk|ni ⊗ IB)ρAB],　则

Πk|ni =
1
4

(
I2 + (−1)k(a · ni)I2 + b · σ + (−1)k(Cni) · σ

)
.

(18)

由于

ρB = trAρ
AB =

1
2

(I2 + b · σ) ,

所以(1 + |b|)/2和(1 − |b|)/2为ρB的特征值.
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当|b| = 0时, ρB =
1
2 I2. 当|b| , 0时, ρB的谱分解

为

ρB =
1 + |b|

2
1
2

(
I2 +

b
|b| · σ

)
+

1 − |b|
2

1
2

(
I2 −

b
|b| · σ

)
.

(19)

于是, 当0 ≤ |b| < 1时, ρB可逆; 当|b| = 1时, ρB不

可逆. 下面我们根据ρB的可逆性, 分两种情况讨
论ρAB关于POVM测量组合M(n0, n1)从A到B的不可
导引性.
当ρB不可逆,即|b| = 1时,有

ρ2
B =

(
1
2

(I2 + b · σ)
)2

= ρB,

所以ρB为纯态密度矩阵. 由命题3.2可知ρAB为可分

态且ρAB关于POVM测量组合M(n0,n1)是从A到B不
可导引的.　
当ρB可逆时, 对A系统上的POVM测量组合

M(n0,n1),引进B系统上的一个POVM测量组合

N(n0, n1) = {{Ok|ni}1k=0 : i = 0, 1},

其中Ok|ni = ρ
− 1

2
B Πk|niρ

− 1
2

B , Πk|ni的定义如式(18)所示.
应用这些记号,我们有以下结果.
定理3.1 设ρAB具有式(17)的形式且约化态ρB

可逆, 则 ρAB关于POVM测量组合M(n0, n1)是从A到
B不可导引的当且仅当POVM测量组合N(n0,n1)是
联合可测的.
证明 必要性. 若ρAB关于POVM测量组合

M(n0,n1)是从A到B 不可导引的, 则存在一个概率
分布{πλ}dλ=1和一族量子态{σλ}dλ=1 ⊂ DB使得

trA[(Mk|ni ⊗ IB)ρAB] =
d∑
λ=1

πλP(k|ni, λ)σλ,

∀k, i = 0, 1,

(20)

其中对每一个(i, λ), {P(k|ni, λ)}1k=0是一个概率分布.
在式(20)两边关于k求和得到

∑d
λ=1 πλσλ = ρB. 根据

式(18)及(20)得

Ok|ni = ρ
− 1

2
B Πk|niρ

− 1
2

B

= ρ
− 1

2
B

d∑
λ=1

πλP(k|ni, λ)σλρ
− 1

2
B

=

d∑
λ=1

P(k|ni, λ)πλρ
− 1

2
B σλρ

− 1
2

B .

定义算子Gλ = πλρ
− 1

2
B σλρ

− 1
2

B ,则{Gλ}dλ=1为半正定算子

且Ok|ni =
∑d
λ=1 P(k|ni, λ)Gλ(k, i = 0, 1).因为

d∑
λ=1

Gλ = ρ
− 1

2
B

 d∑
λ=1

πλσλ

 ρ− 1
2

B = ρ
− 1

2
B ρBρ

− 1
2

B = IB,

所以, {Gλ}dλ=1为正算子值测度.于是,由定义2.1可知:
POVM测量组合N(n0, n1)是相容的, 从而是联合可
测的(定理2.2).

充分性. 设POVM测量组合N(n0,n1)是联合可
测的, 则它是相容的(定理2.2), 从而由定义2.1可知
存在概率分布{P(k|ni, λ)}1k=0和系统B上的一个正算
子值测量{Gλ}dλ=1,使得

Ok|ni =

d∑
λ=1

P(k|ni, λ)Gλ.

因为Ok|ni = ρ
− 1

2
B Πk|niρ

− 1
2

B ,所以

trA

[
(Mk|ni ⊗ IB)ρAB

]
= Πk|ni

= ρ
1
2
BOk|niρ

1
2
B

=

d∑
λ=1

P(k|ni, λ)ρ
1
2
BGλρ

1
2
B

=

d∑
λ=1

P(k|ni, λ)β′λ,

其中β′λ = ρ
1
2
BGλρ

1
2
B ≥ 0. 从而, 由引理3.1可知ρAB关

于POVM测量组合M(n0,n1)是从A到B不可导引的.
证毕.

下面的定理3.2中给出的EPR导引不等式中的
一部分,在Chen等人的文献[23]中已经有所提及,我
们是在该文献的基础上进行了补充并给出详细的证

明过程.
设ρAB如式(17)所示, 且ρB可逆, 则0 ≤ |b| < 1.

当|b| = 0时,取

xi = aTni = a · ni, gi = Cni; (21)

当0 < |b| < 1时,对i = 0, 1,取

xi =
aT − bTC
1 − |b|2 ni(i = 0, 1), (22)

070001-9
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gi =
|b|2baT+

( √
1 − |b|2−1

)
bbTC − |b|2

√
1 − |b|2C

|b|2 (|b|2 − 1
) ni.

(23)

利用这些记号,可以得到如下定理.
定理3.2 设ρAB ∈ D

(
C2 ⊗ C2

)
具有式(17)的形式,

且ρB可逆,则
(1) 当x0 = 0且x1 = 0时, ρAB关于POVM测量组

合M(n0,n1)是从A到B不可导引当且仅当

|g0|2 + |g1|2 ≤ 1 + (g0 · g1)2;

(2) 当x0 = 0且x1 , 0时, ρAB关于POVM测量组
合M(n0,n1)是从A到B不可导引当且仅当

Fx1

√
|g1|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

(3) 当x0 , 0且x1 = 0时, ρAB关于POVM测量组
合M(n0,n1)是从A到B不可导引当且仅当

Fx0

√
|g0|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

(4) 当x0 , 0且x1 , 0时, ρAB关于POVM测量组
合M(n0,n1)是从A到B不可导引当且仅当(
1 − F2

x0
− F2

x1

) (
1 −

x2
0

F2
x0

−
x2

1

F2
x1

)
− (

g0 · g1 − x0x1
)2 ≤ 0,

其中

Fxi =
1
2

(√
(1 + xi)2 − |gi|2 +

√
(1 − xi)2 − |gi|2

)
.

证明 因为ρB是可逆的,所以ρAB的表达式(17)中
的b满足0 ≤ |b| < 1.

(1)当|b| = 0时, ρB =
1
2 I2,故ρ

− 1
2

B =
√

2I2,所以由

式(18)及(21)得

Ok|ni = ρ
− 1

2
B Πk|niρ

− 1
2

B

=
1
2

(I2 + (−1)k((a · ni)I2 + (Cni) · σ))

=
I2 + (−1)k

((
aTni

)
I2 + (Cni) · σ

)
2

=
I2 + (−1)k (

xiI2 + gi · σ
)

2
.

由Ok|ni ≥ 0知|xi| + |gi| ≤ 1. 由于

N(n0, n1)

= {{O+(x0, g0),O−(x0, g0)}, {O+(x1, g1),O−(x1, g1)}}
= {O(x0, g0),O(x1, g1)},

所以根据定理2.5可知:
1)当x0 = 0且x1 = 0时, N(n0,n1)是联合可测的

当且仅当

|g0|2 + |g1|2 ≤ 1 + (g0 · g1)2;

2)当x0 = 0且x1 , 0时, N(n0,n1)是联合可测的
当且仅当

Fx1

√
|g1|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

3)当x0 , 0且x1 = 0时, N(n0,n1)是联合可测的
当且仅当

Fx0

√
|g0|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

4)当x0 , 0且x1 , 0时, N(n0,n1)是联合可测的
当且仅当(
1 − F2

x0
− F2

x1

) (
1 −

x2
0

F2
x0

−
x2

1

F2
x1

)
− (

g0 · g1 − x0x1
)2 ≤ 0,

其中

Fxi =
1
2

(√
(1 + xi)2 − |gi|2 +

√
(1 − xi)2 − |gi|2

)
.

再由定理3.1可知,当|b| = 0时,该定理成立.
(2)当0 < |b| < 1时,根据ρB的谱分解式(19)得

ρ
− 1

2
B

=

√
2

√
1 + |b|

1
2

(
I2+

b
|b| · σ

)
+

√
2

√
1− |b|

1
2

(
I2−

b
|b| · σ

)
=

√
1 − |b| +

√
1 + |b|

√
2
√

1 − |b|2
I2+

√
1 − |b| −

√
1+|b|

√
2|b|

√
1−|b|2

b · σ.

记

δ =
|b|2baT +

( √
1 − |b|2 −1

)
bbTC− |b|2

√
1−|b|2C

|b|2 (|b|2 − 1
) ,

根据式(18), (22)及(23),计算可得

Ok|ni = ρ
− 1

2
B Πk|niρ

− 1
2

B

=
1
2

I2 +
1
2

(−1)k aT − bTC
1 − |b|2 niI2 +

1
2

(−1)k(δni) · σ
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=
1
2

I2 +
1
2

(−1)k xiI2 +
1
2

(−1)kgi · σ

=
I2 + (−1)k(xiI2 + gi · σ)

2
.

由Ok|ni ≥ 0知|xi| + |gi| ≤ 1. 因为

N(n0, n1)

= {{O+(x0, g0),O−(x0, g0)}, {O+(x1, g1),O−(x1, g1)}}
= {O(x0, g0),O(x1, g1)},

所以由定理2.5可知:
1)当x0 = 0且x1 = 0时, N(n0, n1)是联合可测的

当且仅当

|g0|2 + |g1|2 ≤ 1 + (g0 · g1)2;

2)当x0 = 0且x1 , 0时, N(n0, n1)是联合可测的
当且仅当

Fx1

√
|g1|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

3)当x0 , 0且x1 = 0时, N(n0, n1)是联合可测的
当且仅当

Fx0

√
|g0|2 − (g0 · g1)2 ≥ |g0 × g1|;

4)当x0 , 0且x1 , 0时, N(n0, n1)是联合可测的
当且仅当(
1 − F2

x0
− F2

x1

) (
1 −

x2
0

F2
x0

−
x2

1

F2
x1

)
− (

g0 · g1 − x0x1
)2 ≤ 0,

其中

Fxi =
1
2

(√
(1 + xi)2 − |gi|2 +

√
(1 − xi)2 − |gi|2

)
.

再由定理3.1可知,当0 < |b| < 1时,该定理成立.
证毕.
例子3.1 设|φ⟩ = 1√

2
(|00⟩ + |11⟩), 取单位实向

量 ni = (ri, si, ti)T(i = 0, 1)使得n0 , ±n1, 则σAB =

|φ⟩⟨φ|关于POVM测量组合M(n0, n1)是从A到B可导
引的.

证明 因为

σAB = |φ⟩⟨φ| =



1
2

0 0
1
2

0 0 0 0

0 0 0 0
1
2

0 0
1
2


,

所以σAB可表示为

σAB =
1
4

I4 + a · σ ⊗ I2 + I2 ⊗ b · σ +
3∑

j=1

c jσ j ⊗ σ j

 ,
其中a = (0, 0, 0)T, b = (0, 0, 0)T,且

C = diag(c1, c2, c3) =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 .
所以|b| = 0. 将a与C代入式(21)中可得

xi = aTni = 0, gi = Cni = (ri,−si, ti)T(i = 0, 1).

由于n0 , ±n1,所以g0 , ±g1,从而

|g0|2 + |g1|2 = 2 > 1 + (g0 · g1)2.

因此. 由定理3.2(1)可知σAB = |φ⟩⟨φ|关于POVM测量
组合M(n0,n1)是从A到B可导引的. 证毕.

4 结论

本文提出了任意多个正算子值测度(POVM)构
成的POVM测量组合MS的联合可测性概念, 证明
了MS是联合可测的当且仅当它是相容的当且仅

当由它生成的“行随机算子矩阵”可以表示成一
些{0, IS }——行随机算子矩阵的“算子凸组合”. 还
得到了与1秩投影测量联合可测的POVM的一般形
式. 作为应用,得到了两比特量子态关于POVM测量
组合M(n0,n1)不可导引的充要条件.　
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Joint measurability of POVM measurement assemblages
and applications

YU XueQing, XIAO Shu & CAO HuaiXin*

School of Mathematics and Information Science, Shaanxi Normal University, Xi’an 710119, China

The POVM measurement assemblage consisting of a set of positive operator-value measurements (POVMs) is an important
tool for describing and studying the non-locality, quantum steering and quantum correlation of composite quantum systems.
In this paper, we first introduce the definition of joint measurability of the POVM measurement assemblageMS consisting
of a finite number of POVMs and then prove that the joint measurability ofMS is equivalent to its compatibility. We give a
general form of a POVM measurement which is jointly measurable with the one-rank projection measurement. It is proved
that the POVM measurement assemblageMS is jointly measurable if and only if the corresponding “row stochastic operator
matrix” MS composed ofMS can be expressed as an “operator convex combination” of {0, IS }—the row stochastic operator
matrices. In particular, it is proved that the POVM measurement assemblageM(n0, n1) induced by two three-dimensional
real unit vectors ni(i = 0, 1) is jointly measurable if and only if n0 = ±n1. As an application, we obtain a necessary and
sufficient condition under which a two-qubit quantum state is unsteerable withM(n0,n1).

POVM measurement assemblage, compatibility, joint measurability, EPR steering
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