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摘要 本文综述近年来因子模型研究的最新进展及其在统计机器学习中的应用. 因子模型通过较少

的因子实现降维, 并为协方差矩阵提供了一种低秩加稀疏的结构, 不仅受到高维数据分析领域的关注,

也被广泛应用于计量经济学、数量金融学、基因组学、神经科学和图像处理等许多科学、工程及人文

社科领域的研究中. 本文系统阐述利用主成分分析方法提取潜在因子、估计因子载荷、异质结构与整

体协方差矩阵的统计推断方法, 这套方法被证明可以有效应对当前大数据所表现出的高维性、强相关

性、厚尾性和异质性等重大挑战;另外,还重点介绍了高维因子模型在处理协方差矩阵估计、模型选择

和多重检验等高维统计学习问题中的作用; 最后, 通过几个应用实例说明因子模型与现代机器学习问

题之间的密切联系, 其中包括当下流行的网络分析和低秩矩阵还原等.

关键词 因子模型 主成分分析 结构化协方差矩阵 因子调节 模型选择 多重检验

MSC (2010) 主题分类 62H25, 68T05

1 引言

互联网的广泛普及与信息技术的快速发展将人们带入了大数据时代,数据所展现出的规模与复杂

性都是前所未见的, 使得对智能化分析方法的需求成为时代呼声. 这对以数据作为主要研究对象的统

计学提出了全新的要求与巨大的挑战. 创新的数据思维、新颖的统计方法、高效的计算技术和深刻的

数学理论都是必不可少的因素.

伴随大数据而来的是激增的变量维数, 高维化是当代工程、科学和人文社科等领域统计问题的主

要特征. 例如, 在使用微阵列 (microarray) 或蛋白质组学数据进行疾病分类时, 成千上万的分子或蛋
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白质表达是潜在的预测因子;在全基因组关联分析 (genome-wide association study, GWAS)中,数以百

万个单核苷酸多态性 (single nucleotide polymorphisms, SNPs) 是潜在的协变量; 在机器学习中, 数千

万甚至数十亿的特征从文档、图像及其他素材中提取出来.

高维变量之间通常具有很强的相依性, 同一行业的股票表现出显著的相关收益, 基因表达经常受

到细胞因子的刺激或受到生物过程的调控等. 忽视这种相依结构, 使得高维统计推断方法产生明显的

系统性偏差, 导致效率降低. 以正则回归方法为例, 其模型选择相合性要求协变量满足不可表示条件

(irrepresentable condition [1–3]). 然而, 当所有变量由某种共同因素驱动时, 这个条件不再成立. 如何准

确地刻画这种相依关系成为近期高维统计推断研究的热门方向.

因子模型常用来对变量之间的相依关系进行建模, 对于高维数据, 因子模型可以通过几个 “因子”

来捕捉整个变量间的相依结构 [4, 5]. 通常因子的个数会远少于变量的维数, 这不仅实现了变量降维,还

为高维协方差矩阵引入了 “低秩” 加 “稀疏” 的结构. 文献 [6, 7] 指出高维统计学习的主要目标是, 首

先, 根据数据构建有效的预测方法; 然后, 深入了解响应变量与特征之间的科学关系; 最后, 再改进预

测方法. 因子模型能够很好地实现这一目标, 强调预测结果的同时重视背后蕴含的科学原理, 有效降

低维数建立更稳定的模型.

因子模型最早源于关于人类能力的测量研究 [8],现在已经成为多元分析中最流行和最强大的工具

之一, 并在过去一个世纪里对心理学 [9]、经济金融学 [5, 10–12] 和生物学 [13–15] 等学科产生了深远的影

响. 高维因子模型 (即 p > n) 在计量经济学和统计学文献中得到了广泛的研究. 计量经济学主要聚焦

在估计潜因子和因子载荷, 主要工作包括: 文献 [5, 16, 17] 估计了潜在因子并将其应用于预测宏观经

济变量, 文献 [18] 建立了潜在因子、因子载荷和二者乘积估计的渐近正态性, 文献 [19] 进一步研究了

极大似然估计, 文献 [20] 估计了弱因子模型的因子, 文献 [21] 研究了近似因子模型的惩罚似然方法,

文献 [22, 23] 考虑了半参数因子模型. 统计学更关注预测变量或其异质成分的协方差矩阵和精度矩阵

估计.

本文综述近年来高维因子模型研究领域的代表性成果, 系统地介绍高维因子模型的理论及方法,

列举其在统计机器学习中的典型应用, 以期读者能够对这一热门研究方向有所了解. 在撰写过程中,

我们参照和翻译了文献 [24, 第 9–11章]的部分内容, 并参考文献 [25] 的综述文章.第 2 节介绍高维因

子模型, 并阐述主成分分析与高维因子模型的关系, 及其在提取潜在因子中的关键作用; 第 3 节介绍

因子模型下高维协方差矩阵的估计理论和方法, 其中还包括了潜在因子、因子负荷, 以及异质项协方

差矩阵的估计及理论结果, 还讨论了稳健初始协方差估计及因子个数选择这两个高维环境下的专题;

第 4 节讨论利用数据的因子结构解决许多统计学习中的问题, 展示如何将因子模型和主成分分析应

用于高维回归、多重检验和模型选择; 第 5 节演示谱方法 (主成分分析的一般化方法) 与机器学习问

题之间的联系, 包括高斯混合模型、社群发现和矩阵填补等内容. 另外, 我们特意在某些章节后增加

了文献小结, 这样既可以方便读者查阅文献了解相关研究内容, 同时也不会使本文结构显得过于松散

拖沓.

为叙述方便, 我们对文中常用记号做一点说明. Ip 记作 p 维单位阵, 1p = (1, . . . , 1)T, I(·) 为示性
函数. 假设 x = (x1, . . . , xp)

T ∈ RP , 定义 ℓq (1 6 q < ∞) 范数为 ∥x∥q = (
∑p
j=1 |xj |

q
)1/q. 特别定义

ℓ0 范数为向量 x 中非零元素的个数, 即 ∥x∥0 = |{j : xj ̸= 0}|, 以及 ℓ∞ 范数为 ∥x∥∞ = max16j6p |xj |.
对于矩阵 M ∈ Rm×n, 分别定义谱范数 (或者算子范数、二范数) ∥M∥2 =

√
λmax(MTM), 即 M 的

Gram矩阵的最大特征值平方根;核范数 ∥M∥∗ = tr(
√
MTM); Frobenius范数 ∥M∥F =

√∑
i,j m

2
ij =√

tr(MTM); 最大范数 ∥M∥max = maxi,j |mij |; 向量 ℓ1 范数 ∥M∥1 =
∑
i,j |mij |. 当M 为方阵时, 令
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|M | 为其行列式. 对于任意两个非负实数 a 和 b, 若存在常数 C1 > 0 使得 a 6 C1b, 则记 a = O(b) 或

者 a . b; 若存在常数 C2 > 0 使得 a > C2b, 则记 a = Ω(b) 或者 a & b; 若 a = O(b) 和 a = Ω(b) 同

时成立, 则记 a ≍ b. 对于随机变量序列 {Xn}∞n=1 和一组给定的非负常数序列 {an}∞n=1, 若存在常数

N > 0 和 C > 0, 当 n > N 时, 对任意的 ε > 0, 有 P(|Xn| > Can) 6 ε, 则记 Xn = OP (an); 若对任意

的 ε > 0, C > 0, 都存在常数 N > 0, 当 n > N 时, 使得 P(|Xn| > Can) 6 ε, 则记 Xn = oP (an). 记

[p] = {1, . . . , p} 为一个指标集.

2 高维因子模型与因子提取

2.1 因子模型

因子模型是刻画多个变量之间公共相依关系的一种强有力工具, 在统计学、经济学、金融学、社

会学、基因组学和计算生物学等领域有着广泛的应用. 下面给出因子模型的定义.

定义 1 设 x = (X1, . . . , Xp)
T 为 p维观测值向量, f = (f1, . . . , fK)为 K 维公共因子, 则因子模

型满足如下假设:

x = a+Bf + u, Eu = 0, Cov(f ,u) = 0, (2.1)

或者分量形式

Xj = aj + bTj f + uj = aj + bj1f1 + · · ·+ bjKfK + uj , j ∈ [p]. (2.2)

模型 (2.1) 中, a 为公共截距项; u 为随机误差项, 也常称作异质成分 (idiosyncratic component), 它与

公共因子 f 不相关; B = {bjk}j∈[p],k∈[K] 是 p×K 维因子载荷矩阵. 特别地,当异质成分的协方差矩阵

Σu = Var(u)是一个对角矩阵时,模型 (2.1)被称为严格因子模型 (strict factor model);当 Σu = Var(u)

是一个稀疏矩阵时, 模型 (2.1) 被称为近似因子模型 (approximate factor model).

分量形式 (2.2)清楚地表明原来 p维变量现在由 K 个公共的因子来驱动,载荷矩阵 B 的元素 bjk

表示第 j 个分量 Xj 对第 k 个因子 fk 的依赖程度. 特别当因子 f 已知时, 因子模型就是通常的线性

回归模型. 因子模型的主要目的是通过很少的几个 “因子” 来准确地刻画多元变量间的相关性. 根据

因子模型的定义, 多元变量 x 的协方差阵 Σ = Var(x) 具有如下形式:

Σ = BΣfB
T +Σu, Σf = Var(f), Σu = Var(u), (2.3)

其中 Σf 是一个 K ×K 维矩阵. 因此在高维情形下, 通常假定因子的个数 K 远小于变量的维数 p, 且

误差项的协方差阵 Σu 是稀疏的, 也就是说相关性主要由公共因子来刻画, 则误差项是弱相关的. 然

而, 在很多实际问题中, 我们事先并不知道真实的因子和对应的因子载荷矩阵是什么, 只能通过观测

数据去探究它们. 这时会遇到一个问题, 任意给定一个可逆矩阵 H, 始终有

x = a+ (BH)(H−1f) + u. (2.4)

也就是说, 我们总可以用 BH 和 H−1f 同时替换掉原来的 B 和 f 而不改变测量值 x 本身, 这就使

得模型 (2.1) 存在识别性问题. 为此, 我们取 H 使得 Var(H−1f) = Ip, 同时 BH 的各列之间相互正

交. 另一方面, 对 (2.1) 取期望得到 Ex = a+B Ef , 当 B 和 f 未知时, 截距项 a 和 Ef 两者也不可

识别. 类似经典线性模型中的中心化方法, 假设 Ef = 0, 则 a = Ex. 这样就得到了因子模型的可识

别性条件.
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条件 1 (可识别性) BTB 是对角矩阵, Ef = 0 且 Cov(f) = Ip.

其他可识别性条件不在本文中过多赘述, 具体内容可以参见文献 [19, 26]. 由可识别性条件 1, 多

元变量 x 的协方差结构 (2.3) 变为

Σ = BBT +Σu, (2.5)

其中 rank (BBT) = K. 当 K ≪ p 时, 近似因子模型导出一种 “低秩”+“稀疏” 的特殊结构. 利用惩罚

最小二乘方法 (penalized least squares method) 可以估计这种结构. 记 Θ = BBT, Γ = Σu, 则

(Θ̂, Γ̂) = argmin ∥S −Θ− Γ∥2F + λ ∥Θ∥∗ + λν
∑
i ̸=j

|γij | , (2.6)

其中 S 是样本协方差阵, Θ和 Γ是半正定阵, λ和 ν 是调优参数. 核范数 ∥Θ∥∗ 用于保证低秩性;第二

个惩罚项则用于保证 Γ = (γij)的稀疏性. (2.6)也被称为稳健主成分分析 (robust principal component

analysis [27, 28])方法. 就如同一个实数可以分解为整数和小数部分,我们根据因子模型将一个矩阵分解

为 “低秩” 成分和 “稀疏” 成分.

2.2 主成分分析

主成分分析 (principal component analysis, PCA) 是一种常用的数据分析和降维技术. 主成分分

析在数学上描述为一组使原始变量 x 的方差达到最大的正交线性变换. 例如, 在面试中, 对受试者多

项能力进行测试后,作为考官总希望用一个分数来进行排序,同时这个分数还要具有极高的区分度,即

获得总分

Z1 =

p∑
j=1

ξ1jXj = ξT1 x,

且对于标准化的 ∥ξ1∥ = 1, Z1 的数值变化尽可能大. 翻译成数学语言, 这就是通过 ξ 的选择使 Z1 的

方差最大化,

ξ1 = argmax
ξ∈Rp

ξTΣξ,

s.t. ∥ξ∥ = 1.

(2.7)

接下来, 希望构建一个新的度量 Z2 来概括应试者不同方面的能力, Z2 所包含的信息应与 Z1 无关. 为

此, 我们在 (2.7) 中依次加入关于不相关性的约束条件, 就可以序贯地定义出所有的 “主成分”. 已知

前 k 个主成分 Zl = ξTl x, 1 6 l 6 k, 第 k + 1 个主成分 Zk+1 = ξTk+1x 就定义为

ξk+1 = argmax
ξ∈Rp

ξTΣξ,

s.t. ∥ξ∥ = 1,

ξTl ξk = 0, ∀ 1 6 l 6 k.

(2.8)

从几何角度看, 主成分定义了正交约束下最大化方差的投影方向. 假设协方差矩阵 Σ 的特征值

λ1, . . . , λp 都不相同, 其中 λ1 为最大 (第一) 特征值, 也是第一主成分 Z1 的方差, 由 Rayleigh-Ritz 定

理知, ξ1 是 λ1 对应的特征向量. 由归纳法可证, ξk 就是 Σ 的第 k 个特征向量. 因此, 我们可以通过

协方差矩阵 Σ 的谱分解实现主成分分析:

Σ =

p∑
j=1

λjξjξ
T
j = ΓΛΓT, (2.9)
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其中 Γ = (ξ1, . . . , ξp), Λ = diag(λ1, . . . , λp), ξk 被称为第 k 个主成分 Zk = ξTk x 的载荷. 同时, 还有

cov(Zj , Zk) = ξTj Σξk = λkξ
T
j ξk =

0, 若 j ̸= k,

λk, 若 j = k.
(2.10)

主成分分析最早由 Pearson 和 Hotelling 分别在 1901 和 1933 年提出; 文献 [29] 在其经典著作中

对主成分分析作了系统地阐述; 文献 [30] 提出了主曲线和主曲面; 文献 [31] 在再生核 Hilbert 空间中

讨论了核主成分分析; 文献 [32] 证明了在高维 p/n → c > 0 情形下, 主成分分析对于秩为 1 的协方差

矩阵无法得到相合的第一特征向量估计. 除了上述之外, 还有大量文献研究超高维条件下主成分分析

的渐近性质, 代表性工作包括文献 [33–35] 等. 下一节将着重介绍如何通过主成分分析方法提取未知

因子.

2.3 高维因子模型的潜在因子提取

主成分分析被广泛用于高维统计学习和推断问题中的潜在因子提取, 如手写邮编分类 [36]、人脸

识别 [37] 和基因表达数据分析 [38, 39] 等. 假设观测到来自模型 (2.1) 的 n 个样本 {xi}ni=1, 其满足

xi = a+Bfi + ui, (2.11)

或者矩阵形式

X = a1T
n +BFT +U , (2.12)

其中 X = (x1, . . . ,xn) ∈ Rp×n, a、B 和 F = (f1, . . . ,fn)
T 均为未知. 在本文中除非特别说明, 模型

(2.11)中只有 {xi}ni=1可观测,目标是通过 {xi}ni=1推断出 B和 {fi}ni=1,进而研究 (2.5)中的协方差 Σ.

直观来看,如果 BBT 能够充分控制 Σu,则 Σ的前 K 个特征向量生成的特征空间与 B 的列空间 (列

向量生成空间) 就会非常相近, 这对于通过主成分分析来估计 B 的列空间是很重要的. 数学上表现为

BBT 与 Σu 的特征值之间存在一个比较明显的差距,如果这个差距相较于 Σu 的特征值不够大,则主

成分分析方法就会得到有偏的估计 [32]. 根据上述讨论, 我们可以通过主成分分析来提取潜在因子 (见

算法 1). 在步骤 1中,我们可以通过样本均值估计 a,样本协方差阵或者其他稳健方法估计 Σ. 我们将

详细说明 (2.13) 中两个估计的由来. 正如之前讨论的那样, 我们用
∑K
j=1 λ̂j v̂j v̂

T
j 估计 BBT, 则 (2.13)

中的估计 B̂ 由尺度调整后的 Σ̂的前 K 个特征向量组成. 由 (2.1)可知 BT(xi−a) = BTBfi+BTui,

在高维情形下, 由于 ui 各分量之间是弱相依的, BTui 被平均掉. 记 {bj}Kj=1 是 B 的列向量, 由可识

算法 1 潜在因子提取算法

输入: 观测数据 {xi}ni=1 及潜在因子个数 K.

1. 建立 a 和 Σ 的估计 â 和 Σ̂.

2. 计算协方差阵估计的特征分解

Σ̂ =

p∑
j=1

λ̂j v̂j v̂
T
j ,

其中 {λ̂k}Kk=1 为最大的 K 个特征值, {v̂k}Kk=1 是对应的特征向量. 记 V̂ = (v̂1, . . . , v̂K) ∈ Rp×K , Λ̂ = diag(λ̂1, . . . , λ̂K)

∈ RK×K .

3. 基于主成分分析方法计算估计值

B̂ = V̂ Λ̂1/2 和 F̂ = (X − â1T)TV̂ Λ̂−1/2. (2.13)
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别性条件 1, 这时近似成立

fi ≈ (BTB)−1BT(xi − a) = diag(∥b1∥2 , . . . , ∥bK∥2)−1BT(xi − a). (2.14)

代入 (2.13) 中的估计 B̂, 得到 f̂i = Λ̂−1/2V̂ T(xi − â), 写成矩阵的形式, 即 (2.13) 中的第二个公式, 这

个公式是 xi − â 在尺度调整后的特征子空间上的投影. 在解释 (2.13) 中的第一个公式前 (见 (2.16)),

我们需要引入一个重要的条件.

以上的启发式推导说明这种基于主成分分析的因子提取方法的成败在于因子信噪比, 换言之,

BBT (信号)的最小非零特征值是否远大于 Σu (噪声)的最大特征值,使得 BBT 的特征空间与 Σ的

特征空间近似相等. 这一特征直观上表现为特征值的尖峰性现象 [26–28,40]. 为了更加精确地描述尖峰

性, 我们引入如下条件. 记 Ω(1) 为一个大于 0 小于 ∞ 的量.

条件 2 (泛在性, pervasiveness assumption) BBT 最大的 K 个特征值的阶数为 Ω(p), 然而

∥Σu∥2 = O(1).

文献 [29] 证明了因子模型与主成分分析并不完全相同, 尤其是对于有限维问题. 但在泛在性条件

下, 文献 [26] 指出两者是近似相同的, 可以通过主成分分析构造因子及载荷的相合估计, 这使得基于

主成分分析的因子模型的统计推断方法成为研究的主流.

由识别性条件可知 Cov(fi) = IK , 对于任意 k ∈ [K], 第 k 个因子的载荷的均方则需要满足

p−1
∑p
j=1 B

2
jk = Ω(1), 特别当 {Bjk}pj=1 服从独立同分布的非退化分布时, 假设的第一部分满足. 假

设的第二部分则表明, 当公共因子被去除后, 横截面相关性就应该变得很弱, 即 Σu 稀疏, 进一步则有

∥Σu∥2 = O(1). K = 2 的情形如图 1 所示. 在泛在性条件下, Σ 的前 K 个特征值可以清楚地与其余特

征值分离开. 由 Davis-Kahan 定理 [41], 我们可以用 Σ 的前 K 个特征向量生成的特征空间作为 B 列

空间的相合估计.

泛在性假设可能不是最弱的条件 [20], 但却是最方便的. 它意味着在 x 的测量值中公共因子的影

响占比很大. 若因子载荷 {bj}pj=1 是一组来自 K 维非退化总体的现实, 则由大数定律可知,

1

p

p∑
j=1

bjb
T
j → E bbT.

利用Weyl定理可证 BTB 和 BBT 的非零特征值均为 p阶. 由条件 1可知, BBT 的非零特征值和对

图 1 泛在性假设示意图. K = 2 的情形

452



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 4 期

应的特征向量分别为

λj(B
TB) = ∥b̃j∥2, vj(B

TB) =
b̃j

∥b̃j∥
, (2.15)

其中 b̃j 是按照 ∥b̃j∥ 大小递减排序后 B 的第 j 列. 再次利用 Wely 和 Davis-Kahan 定理, 得到如下

性质.

命题 1 令 λj = λj(Σ),vj = vj(Σ). 由可识别性条件 1 和泛在性条件 2, 有

|λj − ∥b̃j∥2| 6 ∥Σu∥2 , 当 j 6 K,

|λj | 6 ∥Σu∥2 , 当 j > K.

此外还有 ∥∥∥∥vj − b̃j

∥b̃j∥

∥∥∥∥ = O(p−1 ∥Σu∥2), 当 j 6 K.

命题的第一部分表明, 当 j 6 K 时, λj = Ω(p); 当 j > K 时, λj = O(1). 很显然, 以 K 为界, 特征

值就被分离开. 另外, 命题的第二部分则说明, 当 j 6 K 时, 主成分的方向 vj 能够很好地逼近 B 的

第 j 个标准化列向量. 换言之就是∣∣∣∣ λj

∥b̃j∥2
− 1

∣∣∣∣ = O(p−1), b̃j = λ
1/2
j vj +O(p−1/2), 当 j 6 K. (2.16)

把这个结果用矩阵的形式来表达就导出了 (2.13) 中因子载荷的估计.

对于模型 (2.11), 我们总可以不失一般性地假设模型的截距项满足 a = 0. 当用样本协方差阵作

为估计时,可以证明上述估计与最小二乘估计是相同的. 还是回到模型 (2.11),最小化均方损失来寻找

B 和 F = (f1, . . . ,fn)
T,

n∑
i=1

∥xi −Bfi∥2 = ∥X − FB∥2F ,

s.t. n−1
n∑
i=1

fif
T
i = IK ,

BTB 为对角阵.

(2.17)

若给定 B, 可得最小二乘估计 f̂i = diag(BTB)−1BTxi, 或者 F̂ = XBD, 其中 D = diag(BTB)−1.

将估计代回 (2.17), 得到一个新的目标函数∥∥X(Ip −BDBT)
∥∥2
F
= tr[(Ip −BDBT)XTX].

可以证明使得上式达到最小的解 B0 = span(v̂1, . . . , v̂K). 同理, 我们可以讨论 F 给定的情形, 由于设

计阵 F 列正交, 得到最小二乘估计 B̂ = n−1XTF 和新目标函数∥∥∥∥X − FFTX

n

∥∥∥∥2
F

= tr

[(
In − FFT

n

)
XXT

]
.

类似地, F̂ /
√
n 的列是 XXT 最大的 K 个特征值对应的特征向量, B̂ = n−1XTF̂ [5]. 这时通过计算

n× n 维矩阵 XXT 的特征分解代替计算 p× p 维矩阵 XTX 的特征分解. 当 p ≫ n 时, 这会大大减

少计算时间. 综上分析, 我们给出如下结论.
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命题 2 对于中心化数据 (x = 0), (2.17) 定义的最小二乘估计为 F̂ =
√
n × (XXT) 的前 K 个

特征向量, B̂ = n−1XTF̂ 与 (2.13) 中的给出的估计是完全相同的.

本小节所有的讨论都是在已知因子个数 K 的前提下,然而,究竟应该如何选择因子 K 的个数,或

者以何种准则来决定 K 的大小仍然是一个十分困扰应用者的重要问题. 我们将在下一节系统地讨论

这一问题.

2.4 因子个数的选择方法

在实际应用中,对于因子模型,特别是高维因子模型,在估计公共因子和因子载荷矩阵之前需要首

先确定因子的个数 K. 个数 K 通常是利用协方差阵的初步估计 Σ̂ 的特征值来获得, 其中经典方法包

括似然比检验 (likelihood ratio test [42])、平行分析 (parallel analysis [43]) 和碎石图 (scree plot [44]) 等.

经典的方法主要考虑前 K 个特征所能解释的方差占比, 即观察

p̂k =

∑k
j=1 λj(Σ̂)∑p
j=1 λj(Σ̂)

的变化, 当选到某个 k 之后, p̂k 不再显著增加, 此时的 k 值即为所求. 类似地, 也可以考查相关系数矩

阵 R̂ = diag(Σ̂)−1/2Σ̂diag(Σ̂)−1/2, 选择

K̂1 = #{j : λj(R̂) > 1}

作为因子个数. 当 p/n → c > 0 时, 文献 [45] 建议使用

K̂1 = #

{
j : λj(R̂) > 1 +

√
p

n

}
.

这种方法的好处是不包含任何调优参数. 接下来介绍其他一些方法. 第一, 基于特征值的比值; 第二,

基于特征值的差; 第三, 基于信息准则. 为了便于表述, 假定初始估计为样本协方差矩阵, 其非零特征

值依次按照降序排列, λ1 > λ2 > · · · > λn∧p, 其中 n ∧ p = min{n, p}.
文献 [46–48] 提出了基于相邻特征值比值的因子个数估计方法. 具体如下: 给定因子个数的上限

kmax, 基于特征值比值的因子个数估计为

K̂2 = argmax
j6kmax

λj
λj+1

.

直观上看, 当显著的那些主成分与其余的主成分完全分离时, 上述比值在 k = K 时达到最大. 在一定

的条件下, 不需要涉及任何调优参数, 就可以建立估计值 K̂2 的相合性.

文献 [49]提出了基于相邻特征值之差的因子个数估计方法. 对于给定的阈值 δ > 0和因子个数的

上限 kmax, 估计定义为

K̂3(δ) = max{j 6 kmax : λj − λj+1 > δ}.

利用随机矩阵经验谱分布的相关理论和泛在性条件 2, 文献 [49] 证明了 K̂3(δ) 的相合性, 并提出了一

种从样本协方差矩阵经验谱分布来确定 δ 的数据驱动方法.

最后是基于信息准则的选择方法. 注意到

V (k) =
1

np
min

B∈Rp×k,F∈Rn×k
∥X − 1nx

T − FBT∥2F =
1

p

∑
j>k

λj .
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对于给定的 k, V (k) 可以看作用 k 个因子拟合数据得到的残差平方和. 类似模型变量选择, 文献 [12]

提出了通过最优化带有惩罚项的残差平方和来估计因子个数 K̂ 6 kmax, 即最小化

PC(k) = V (k) + kσ̂2g(n, p), g(n, p) :=
n+ p

np
log

(
n+ p

np

)
,

其中 σ̂2 是 (np)−1
∑n
i=1

∑d
j=1 Eu2

ji 的相合估计. 文献 [12] 建立了对于更加一般的 g(n, p) 的相合性

结论.

作为本节的结束,我们指出对于无结构假设的高维数据可以通过因子模型学习出一种潜在的结构,

主成分分析是因子学习的重要途径, 具有降维和可解释等多种优点, 但是当 BTB 的最小非零特征值

远小于 ∥Σu∥2 时, 因为 “信号” 与 “噪声” 无法区分, 得到的估计不相合. 近来主成分分析的相合性受

到很多关注, 例如, 文献 [50] 使用随机矩阵理论对平行分析进行了分析.

3 结构化协方差矩阵与精度矩阵学习

协方差和精度矩阵的统计推断在统计学、应用数学和机器学习领域无处不在, 如 Fisher 判别分

析、最优投资组合、高斯图模型、Hotelling T2 检验和伪发现率控制等. 它们也被广泛应用在诸如经济

学、金融学、基因组学、心理学和计算社会科学等学科中. 协方差矩阵学习从数据推断出维数平方阶

的矩阵未知元素, 是一个典型的超高维问题, 通常需要加入稀疏或带状等结构性假设. 因子模型建立

了结构学习与协方差矩阵学习之间的桥梁, 使我们可以推断出驱动变量相关性的潜在因子, 通过这些

潜因子实现高维协方差矩阵的统计推断. 本小节将着重介绍因子模型诱导的协方差和精度矩阵估计.

3.1 协方差矩阵的统计推断

在有些实际应用中,因子是可以被观测到的,如著名的 Fama-French三 (五)因子模型 [11, 51],这时

因子模型就变为一个多元线性模型. 假设观测数据为 {(fi,xi)}ni=1, 通过最小二乘法估计模型 (2.1) 中

回归系数

(âj , b̂
T
j )

T = argmin
aj∈R,bj∈RK

n∑
i=1

(Xij − aj − bTj fi)
2, j = 1, . . . , p,

得到载荷矩阵的估计 B̂ = (b̂T1 , . . . , b̂
T
p ) 和残差 ûi = (ûi1, . . . , ûip)

T, ûij = Xij − âj − b̂Tj fi, 并记 Σ̂u 是

残差序列 {ûi}ni=1 的初始协方差阵估计. 由于 Σu 具有稀疏性, 对 Σ̂u 进行正则化得到稀疏估计 Σ̂u,λ

(具体参见第 3.2 小节), λ 是调优参数, 则有整体的协方差矩阵估计

Σ̂λ = B̂Σ̂fB̂
T + Σ̂u,λ, (3.1)

其中 Σ̂f 是可观测因子 {fi}ni=1 的样本协方差阵. 若对 Σ̂u 的相关系数矩阵做阈值为 1 的截断, 则得

到 Σ̂u,λ = diag(Σ̂u) 和总体估计

Σ̂ = B̂Σ̂fB̂
T + diag(Σ̂u). (3.2)

(3.2)能保持矩阵的正定性且适用于严格因子模型. 文献 [52]指出相较于样本协方差阵,基于因子模型

的正则估计 (3.1) 和 (3.2) 在估计 Σ 时有相同的收敛速度, 在估计 Σ−1 时有更快的收敛速度. 其他大

量研究也充分证明了这一点.
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例 1 [52] 假设单因子模型满足 B = 1p, Σu = Ip, 则 Σ = σ2
f1p1

T
p + Ip, σ

2
f := Var(f) 的估计为

σ̂2
f = n−1

∑n
i=1(fi − f̄)2. 下列结论成立:

∥Σ̂−Σ∥2 = p
∣∣σ̂2
f − σ2

f

∣∣ .
由中心极限定理可知

√
np−1∥Σ̂−Σ∥2 =

√
n∥σ̂2

f −σ2
f∥渐近服从 (非负)正态分布,因此,当 p ≍

√
n时,

∥Σ̂−Σ∥2 = OP (p/
√
n) 是不相合的.

受到此例的启发, 文献 [52] 考虑了关于矩阵尺度不变的两种损失函数—二次损失

∥Σ̂−Σ∥Σ := p−1/2∥Σ−1/2(Σ̂−Σ)Σ−1/2∥F = p−1/2∥Σ−1/2Σ̂Σ−1/2 − I∥F ,

以及熵损失 [53]

tr(Σ̂Σ−1)− log |Σ̂Σ−1| − p.

通过 Σ−1/2Σ̂Σ−1/2 的特征值可以很容易地发现两种损失的关系, 记其特征值依次为 λ̃1, . . . , λ̃p, 则有

∥Σ−1/2Σ̂Σ−1/2 − I∥2F =

p∑
j=1

(λ̃j − 1)2,

以及熵损失等于
p∑
j=1

(λ̃j − 1− log λ̃j) ≈
1

2

p∑
j=1

(λ̃j − 1)2.

约等号由在 λ̃j = 1 处进行 Taylor 展开可得, 即当 Σ̂ 与 Σ 非常接近时, 两种损失近似相等. 文献 [54]

建立了正则化估计 (3.1) 在不同损失下的收敛速度.

3.2 协方差矩阵稀疏性与门限方法

协方差结构假设是估计高维协方差矩阵和精度矩阵的重要基础. 上节中由因子模型导出的 “低

秩”+“稀疏” 的协方差结构 [27,28] 被文献 [52] 称为条件稀疏性, 文献 [55] 提出的稀疏协方差矩阵可以

看成是其中一种特例. 本节系统介绍稀疏协方差矩阵的估计方法.

设 p 维观测样本 {xi}ni=1 的矩估计为

µ̂ = n−1
n∑
i=1

xi, S = n−1
n∑
i=1

(xi − µ̂)(xi − µ̂)T.

当 p > n时, 估计 O(p2)个元素所产生的累积误差会导致样本协方差阵与总体协方差阵之间存在明显

的偏差, 且 S 退化. 为此, 通常会考虑协方差矩阵具有某种特殊结构, 最简单的假设是 Σ 存在大量非

对角线元素为 0, 且可以通过 ℓ1 范数控制矩阵每一行的有效参数个数, 即非零元素的个数, 定义度量

mp,0(Σ) = max
i6p

p∑
j=1

I(σij ̸= 0). (3.3)

将这种精确的度量推广就得到了近似稀疏度

mp,q(Σ) = max
i6p

p∑
j=1

|σij |q . (3.4)
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对于给定的水平 mp > 0, 文献 [55] 考虑了稀疏矩阵空间

{Σ > 0 : σii 6 C, mp,q(Σ) 6 mp}.

其好处是有

∥Σ∥2 6 mp,q 6 max
i

∑
j

(σiiσjj)
(1−q)/2 |σij |q 6 C1−qmp.

由此可以得到更一般的稀疏参数空间 [56]

Cq(mp) =

{
Σ > 0 : max

i

∑
j

(σiiσjj)
(1−q)/2 |σij |q 6 C1−qmp

}
. (3.5)

回到估计问题, 有对数似然函数 −n log |Σ| −
∑n
i=1(xi − µ)Σ−1(xi − µ)T. 代入 µ 的极大似然估计 x̄,

并加入正则项 (惩罚项), 就可以得到关于 Σ 的惩罚似然估计

Σ̂PMLE = argmin− log
∣∣Σ−1

∣∣+ tr(Σ−1S) +
∑
i ̸=j

pλij (|σij |). (3.6)

因为通常假设对角线元素非零, 所以这里不对其进行惩罚. 然而即使罚函数是凸的, (3.6) 也仍是一个

复杂难解的优化问题. 为了克服这一困难, 文献 [55] 开发了一种硬门限方法来获得稀疏估计, 给定门

限参数 λ > 0, 对初始估计 S = (sij) = (σ̂ij) 进行逐元素阈值转化,

Σ̂λ = (σ̂ijI(|σ̂ij | > λ)), ∀ i ̸= j. (3.7)

这种方法将样本协方差阵中所有小于阈值的非对角线元素压缩为 0, 其他保持不变. (3.7) 也可以表示

成惩罚最小二乘的形式: ∑
i,j

(σij − sij)
2 +

∑
i ̸=j

pλ(|σij |), (3.8)

其中惩罚函数取为 pλ(x) = 2−1λ2 − 2−1(λ− t)2I(t < λ). 通过下述广义门限法则可以灵活地选择 (3.8)

中的惩罚函数.

定义 2 函数 τλ(·) 被称为广义门限函数, 若其满足

(1) |τλ(z)| 6 a |y|, 对于所有满足 |z − y| 6 λ/2 的 z 和 y, 以及某个常数 a > 0;

(2) |τλ(z)− z| 6 λ, ∀ z ∈ R.
当 y = 0 时, τλ(z) = 0, |z| 6 λ/2, 这满足门限函数的要求, 软门限函数 (soft-thresholding) 对应

a = 1, 硬门限函数 (hard-thresholding) 对应 a = 2.

采用统一的阈值 λ 虽然很简便, 但是忽略了协方差矩阵的尺度变化. 解决途径有两种, 首先是考

虑自适应门限估计 [56], 例如, 基于 t- 统计量构造估计 Σ̂λ = (σ̂ijI(|σ̂ij | /SE(σ̂ij) > λ), 其中 SE(σ̂ij)

是估计的标准误; 另外是对相关系数矩阵 Ψ 进行阈值变换, 得到 Ψ̂λ (λ ∈ [0, 1]) 和协方差矩阵估计

Σ̂∗
λ = diag(Σ̂)1/2Ψ̂λ diag(Σ̂)1/2. 两种特殊情形: 当 λ = 0 退化为样本协方差阵, 当 λ = 1 退化为由分

量方差构成的对角阵. 综合以上, 给出一般化的门限方法

Σ̂τ
λ = (τλij (σ̂ij)) := (σ̂τij), λij = λ

√
σ̂iiσ̂jj

log p

n
. (3.9)

τλij (·)是广义门限函数, σ̂ij 是Σ的某种初始估计 (如样本协方差阵,或者其他稳健化估计等),
√
log p/n

代表了一致收敛率.
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门限方法由于将数值过小的元素直接压缩为 0, 从而大大减少了累计误差, 可同时也带了估计偏

差, 但决定一个元素是否应被估计总比把这个元素估计准确来得容易, 再加上矩阵稀疏性的假设, 我

们总是可以把偏差控制在可接受的范围.

3.3 精度矩阵与图模型

精度矩阵,即协方差矩阵的逆,在统计推断问题中扮演着核心的角色,如 Fisher判别分析、Hotelling

T2 检验, 尤其在高斯图模型中占有重要地位. 假设 x ∼ N(µ,Σ), 令 Ω = Σ−1 为精度矩阵. 考虑

x = (xT
1 ,x

T
2 )

T, 则协方差矩阵满足

Σ =

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 , Ω =

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

 .

由多元正态性质可知 (x1 | x2) ∼ N(µ1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − µ2),Σ11.2),Σ11.2 = Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21, Ω11

= Σ−1
11.2. 对于一种特殊情形 x1 = (X1, X2)

T, x2 = (X3, . . . ,Xp)
T, Σ−1

11.2 是一个具有显式表达 2× 2 矩

阵, 可以证明

ω12 = 0 当且仅当 Σ11.2 的 (1, 2) 位置上的元素为 0.

我们把这一结论推广为如下结论.

命题 3 对于多元正态随机向量 x = (X1, . . . , Xp)
T, 记其精度矩阵 Ω = (ωij). ωij = 0 当且仅当

给定其他变量 Xi 与 Xj 条件独立.

命题给出了稀疏精度矩阵在高斯图模型中的重要解释, 如果把 x 中的每个元素看作图中的一个

顶点, 顶点之间的连边代表随机变量之间的条件相依性, 也就是说顶点 i 与 j 之间存在连边当且仅当

ωij ̸= 0. 图 2给出了一个简单图模型例子. 惩罚似然 (3.6)给出了一个稀疏精度矩阵的估计,惩罚函数

的奇异性和 Ω 的正定性约束使得这个优化问题难于求解. 文献中提出了各种算法来解决 (3.6) 与 ℓ1

惩罚. 文献 [57] 提出了 maxdet 算法, 文献 [58, 59] 建立了一种更加有效的顺时针下降算法 (clockwise

descent algorithm),文献 [60]提出了投影下降法,文献 [61]运用了 Nesterov光滑优化技术来进行求解,

文献 [62] 应用了交叉方向乘子法 (alternating direction method of multipliers, ADMM) 求解 LASSO

(least absolute shrinkage and selection operator) 惩罚正态似然估计.

文献 [3] 最早研究了高维图模型. 惩罚似然是估计精度矩阵的主要方法, 参见文献 [57–59, 63–67].

还有其他一些估计方法, 例如, 文献 [68] 提出了惩罚散度估计 (penalized log-determinant divergence),

文献 [69] 提出了 D- 迹估计 (D-trace estimator), 文献 [70, 71] 提出了基于约束 ℓ1 优化的精度矩阵估

(a) (b)

图 2 (a) 精度矩阵; (b) 对应的图表示
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计, 文献 [72] 提出了一种对调优参数不敏感的估计方法.

3.4 协方差矩阵的初始稳健估计

对于高维数据,协方差矩阵的估计需要对观测样本进行数万次甚至数百万次的计算才能得到,只有

在特殊的尾概率分布假设下,累计误差才会被控制住. 高维统计理论大都建立在次高斯分布假设上,一

个一维随机变量X满足次高斯性是指,该随机变量对应的次高斯范数 ∥X∥ψ2
= supq>1 q

−1/2(E |X|q)1/q

是有界的. 常见的满足次高斯性的例子包括正态随机变量、有界随机变量、薄尾分布随机变量及其他

尾分布与正态分布相似的随机变量等. 对于多维随机向量, 采用诱导范数 ∥x∥ψ2
= sup∥v∥2=1

∥∥xTv
∥∥
ψ2

定义.然而,要求成千上万的变量都满足这种特殊的薄尾假设只是一种数学化的理想,现实的需求使稳

健方法应运而生.

文献 [73–75] 指出对于独立同分布样本 X1, . . . , Xn ∼ (µ, σ2), 如果没有次高斯假设, 则样本均值

X 不具有指数收缩性, 由 Markov 不等式可知,

P

(
|X − µ| > tσ√

n

)
6 t−2,

在不附加更多条件的情形下, 样本均值通常只具有 Cauchy 尾. 文献 [74] 对数据做截尾处理 X̃i =

sgn(Xi)min{|Xi| , τ}, τ ≍ σ
√
n, 再次计算均值得到

P

(∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

X̃i − µ

∣∣∣∣ > tσ√
n

)
6 2 exp{−ct2}, c > 0. (3.10)

可以说, 只要对二阶矩有限的数据做截尾处理后, 其均值都表现出次高斯收缩性.

将这一技术推广到协方差矩阵的估计. 由于 Cov(Xi, Xj) = EXiXj − EXi EXj , 所以高维协方差

矩阵 Σ = (σij)
n
i,j=1 的估计涉及 O(p2) 个单变量均值的估计. 首先回顾样本协方差阵估计的上界问

题 [76–78], 有如下结果.

定理 1 假设 {Σ−1/2xi}ni=1 为独立同分布随机向量且服从次高斯分布. 记 κ = ∥xi∥ψ2
, δ =

C
√
p/n+ t/

√
n, 则存在只依赖于 κ 的常数 c 和 C 使得不等式

P(∥Σ̂sam −Σ∥2 > max{δ, δ2} ∥Σ∥2) 6 2 exp{−ct2} (3.11)

对任意 t > 0 都成立.

可以发现样本协方差阵估计的上界依赖于原矩阵的维数 p, 在高维情形下, 这个上界会控制得

过松; 另外, 结果中的收缩程度还取决于观测随机向量的次高斯性. 当存在成千上万个变量时, 这

种假设几乎无法验证 (参见文献 [74]). 尤其对于厚尾数据, 样本协方差的谱范数通常不满足次高斯

性 [73,79,80]. 因此, 不宜对厚尾数据的样本协方差阵做主成分分析, 而应该选择其他稳健的协方差矩阵

初始估计. 考虑逐项稳健的协方差估计

(Σ̂E)ij = ̂(EXiXj)
A
− (̂EXi)

A
(̂EXj)

A
, (3.12)

其中上角标 A代表不同的稳健方法, A = T 为截尾稳健估计, A = H 为自适应 Huber稳健估计,其定

义为

µ̂τ = argmin
µ

n∑
i=1

ρτ(Xi − µ), ρτ(x) =

x2, 若 |x| 6 τ,

τ(2 |x| − τ), 若 |x| > τ.
(3.13)
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令 x̃τ
i 为水平 τ 的逐项截尾数据, 截尾稳健协方差矩阵估计为

Σ̃T (τ) =
1

n

n∑
i=1

x̃τ
i x̃

τT

i − xT x
T
T , xT =

1

n

n∑
i=1

x̃τ
i . (3.14)

在 4 阶矩有限条件下, 与样本协方差阵估计在次高斯条件下有着相同的收敛率 (对于给定的范数而

言), 即

∥Σ̂E −Σ∥max = OP

(√
log p

n

)
. (3.15)

一言概之, 只要数据有有限的 4 阶矩, 我们就可以通过稳健化方法获得与高斯数据样本协方差矩阵相

同的估计速率, 同时适用于各种矩阵正则化方法 [55, 56]. 最后给出一个严格的定理.

定理 2 假设 u2 = maxi,j var(XiXj), v
2 = maxi var(Xi), σ = max{|u| , |v|} 都有界, 且 log p =

o(n), 则有

(1) 对水平 τ ≍ σ
√
n 的截断估计 Σ̂T (τ), 收缩不等式

P

(
∥Σ̂T (τ)−Σ∥max >

√
a log p

cn

)
6 4p2−a

对任意的正数 a 和正的常数 c 均成立;

(2) 对水平 τ ≍ σ
√
n/(a log p) 的自适应 Huber 估计 Σ̂H(τ), 收缩不等式

P

(
∥Σ̂H(τ)−Σ∥max >

√
a log p

cn

)
6 4p2−a/16

对任意的正数 a 和正的常数 c 均成立.

我们也可以将逐项截尾替换为整体截尾, 考虑一种不必计算均值的协方差计算方法

Σ =
1

2
E(xi − xj)(xi − xj)

T =
1

2
E ∥xi − xj∥2

(xi − xj)(xi − xj)
T

∥xi − xj∥2
,

直接对二次项 ∥xi − xj∥2 做水平 τ 的截尾处理就得到了稳健 U- 协方差 (robust U-covariance) 估计

Σ̂U (τ) =

(
2

(
n

2

))−1 ∑
i ̸=j

min{∥xi − xj∥2 , τ}
(xi − xj)(xi − xj)

T

∥xi − xj∥2

=

(
2

(
n

2

))−1 ∑
i ̸=j

min

{
1,

τ

∥xi − xj∥2

}
(xi − xj)(xi − xj)

T. (3.16)

由于 xi − xj 有这种对称结构, 这就回避了逐项计算均值. 文献 [81] 给出了整体截尾方法的理论结果.

定理 3 令 v2 = 2−1∥E[(x− µ)(x− µ)T]2 + tr(Σ)Σ+ 2Σ2∥2. 当截尾水平满足 τ > |v|n1/2/(2t),

对任意正数 t 时, 如下收缩不等式成立:

P(∥Σ̂U (τ)−Σ∥2 > 4 |v| tn−1/2) 6 2 p exp{−t2}.

这一结果也可以拓展到逐项的 ℓ∞ 范数, 即 ∥·∥max. 在稳健 U- 协方差估计提出之前, 文献 [74,82]

分别利用 4 阶矩提出了样本协方差的压缩变换. 具体而言, 当 Ex = 0 时, 他们提出如下估计:

Σ̂S(τ) =
1

n

n∑
i=1

x̃τ
i x̃

τT

i , x̃i =
min{∥xi∥4 , τ}xi

∥xi∥4
. (3.17)

只要 x 的 4 阶矩有限, 这种压缩估计在谱范数意义下就具有次高斯性.
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定理 4 假设 p 维单位向量 v ∈ Sp−1 满足 E(vTxi)
4 6 R, 当截尾水平 τ ≍ (nR/(δ log p))1/4 时,

对任意正数 c 和 δ > 0, 如下收缩不等式成立:

P

(
∥Σ̂S(τ)−Σ∥2 >

√
δRp log p

n

)
6 p1−cδ.

另外, 对于椭球分布族, 文献 [83, 84] 分别基于两种秩相关系数: Kendall-τ 相关系数和 Spearman

相关系数构造了稳健的相关系数矩阵估计. 基于这两种稳健的相关系数矩阵估计, 利用文献 [73] 的方

法就可以得到单个变量方差的稳健估计. 以上方法得到的估计也同样满足定理 2 的逐项一致收敛性.

3.5 POET 方法

文献 [26] 提出了 POET (principal orthogonal complement threshholding), 用来估计协方差. 这种

方法通过高维主成分分析估计潜在因子, 再利用门限方法得到稀疏的异质项协方差矩阵估计. 具体算

法见算法 2.

算法 2 POET 方法

输入: 观测数据 {xi}ni=1, 初始协方差估计 Σ̂, 潜在因子个数 K.

1. 利用算法 1 得到因子载荷矩阵估计 B̂ 和潜在因子估计 f̂i;

2. 计算 Σu 的初始估计 Σ̂u =
∑p

j=K+1 λ̂j v̂j v̂
T
j := (σ̂u,ij) 和门限估计 Σ̂τ

u,λ := (τλij
(σ̂u,ij)), 其中 λij =

λ
√

σ̂u,iiσ̂u,jj log p/n;

3. 合并得到协方差阵 Σ = Cov(x) 的估计

Σ̂λ = B̂B̂T + Σ̂τ
u,λ =

K∑
j=1

λ̂j v̂j v̂
T
j + Σ̂τ

u,λ. (3.18)

步骤 2 中的 τλij (·) 为广义门限函数, λ
√

log p/n 为门限水平. 门限函数有着灵活的选择, 例如, 文

献 [85] 研究时空数据时选择了 τλij (σ̂ij) = σ̂ijI(|i− j| 6 k), 即时空上相隔较远的两个变量之间应该具

有较弱的相关性. 其他相关文献还包括了文献 [86–90] 等.

另一种应用中常见的情形是部分因子已知,部分因子未知,这种情形在资产组合理论经常遇到. 我

们可以先通过回归方法将已知因子的效应去掉, 得到残差 {ûi}ni=1 和其协方差阵估计 Σ̂u, 然后对 Σ̂u

应用 POET方法即可. 由回归的性质可知这些新提取的因子与已知因子间也是正交的, 因此得到了一

个满足可识别性条件的增广因子模型.

3.6 理论结果综述

3.6.1 扰动上界

特征空间的扰动理论是研究因子模型及相关学习问题的基本技术工具. 对于具体问题, 只需要对

号入座即可, 例如, 在协方差阵分解 (2.3) 中, 可以将 Σ看作因子载荷矩阵 BBT 加上一个扰动量 Σu,

抑或将协方差矩阵的估计 Σ̃ 看作其真值 Σ 伴随扰动量 Σ̃−Σ.

处理特征空间扰动的关键是 Davis-Kahan定理,它通常用于推导对称矩阵的 ℓ2 型上界 (包括谱范

数界). 对于 Rp 中任意两个 K 维子空间 S 和 S̃ 及各自的一组标准正交基 V , Ṽ ∈ Rp×K , 定义两个子

空间的距离为

d2(S, S̃) = ∥Ṽ Ṽ T − V V T∥2, dF (S, S̃) = ∥Ṽ Ṽ T − V V T∥F .
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因为 Ṽ Ṽ T 和 V V T 是两个投影算子,所以,这两个距离是良定义的,且不依赖于基向量的选取. 另外,

这两个距离与典则角 (主角) 有着密切联系, 具体来说, 若记 Ṽ TV 的奇异值为 {σk}Kk=1, 对应的典则

角定义为 θk = cos−1 σk, k = 1, . . . ,K, 令 sinΘ(Ṽ ,V ) = diag(sin θ1, . . . , sin θK) ∈ RK×K , 则有下列被

大家熟知的等式:

∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥2 = d2(S, S̃),
√
2∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥F = dF (S, S̃),

以及给定的 Ṽ 和 V , 对 Frobenius 范数和谱范数均有

∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥ 6 min
R∈O(K)

∥Ṽ R− V ∥ 6
√
2∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥,

其中 O(K)是由所有 K ×K 正交阵构成的空间,不等式左侧的最小值在 Ṽ TV 的奇异值处取得,详情

可参见文献 [91].

定理 5 (Davis-Kahan sin θ定理 [41]) 假设 A, Ã ∈ Rn×n 对称, V , Ṽ ∈ Rp×K 分别是 A和 Ã的特

征向量组成的标准正交阵. 令 L(V )是 V 中特征向量对应的特征值集合, L(V ⊥)是不在 V 中特征向量

对应的特征值集合.若存在区间 [α, β]和 δ > 0使得 L(V ) ⊂ [α, β], L(Ṽ ⊥) ⊂ (−∞, α− δ]∪ [β+ δ,+∞),

则对于任意正交不变范数有

∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥ 6 δ−1∥(Ã−A)V ∥.

基于这一经典结果,在结构性假设下可以得到更精确的元素形式 (ℓ∞)的估计上限,也可以推导出

类似Wedin定理[92]的矩形矩阵的上界. 关于这方面的成果可以参见文献 [91,93–98]. 然而,定理中常数

δ 同时依赖 A和 Ã的特征值,这给实际使用带来了不小的困难,为此利用Weyl定理 max16j6n |λj(Ã)

−λj(A)| 6 ∥Ã−A∥2 就可以得到下面这个更加实用的推论.

推论 1 假设与定理 5 条件相同, 且 L(Ṽ ) 中的特征值与 L(V ) 中的特征值具有相同的位次 (即

特征值由大到小的排位次序). 若 L(V ) ⊂ [α, β], L(V ⊥) ⊂ (−∞, α− δ0] ∪ [β + δ0,+∞), δ0 > 0, 则

∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥2 6 2 δ−1
0 ∥Ã−A∥2.

利用范数不等式 ∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥F 6
√
K∥ sinΘ(Ṽ ,V )∥2 可推导出 Frobenius 范数下的结论. 考虑

最特殊的情形 L = {λ}, V = v, Ṽ = ṽ 退化为两个向量, 令 α = β = λ, 则有

min
s=±1

∥ṽ − sv∥2 6
√
2 sin θ(ṽ,v) 6 2

√
2 δ−1

0 ∥Ã−A∥2.

回到因子模型上, 当总体协方差阵存在足够大的谱隙 (eigengap) 时, 我们可以确定地说主成分分

析与因子模型是近似相同的. 由可识别性条件 1 得到 Σ = BBT + Σu, 令 Weyl 定理和推论 1 中的

A = BBT, Ã = Σ, 则特征值 (向量) 之间差异的上界为 ∥Σu∥2, 这种差异可以解释为主成分分析对近
似因子模型的偏倚; 另外, 谱隙在泛在性条件 2 下也相对较小.

进一步,对于任何协方差矩阵的估计,包括我们之前提到的各种稳健化估计,同样也可以运用上述

方法对特征值 (向量)的估计进行分析,即令 A = Σ, Ã = Σ̂,得到子空间估计误差的上界 ∥Σ̂−Σ∥2/δ0.
为简单起见, 接下来介绍特征向量之差 ṽ − v 的逐元素上界, 而非一般的特征空间. 在许多情形下, 特

征向量中并不存在主扰动项, 利用朴素不等式 ∥·∥∞ 6 ∥·∥2 和 Davis-Kahan 定理只能得到次最优的结

果. 文献 [96] 通过如下形式的逐项上界解决了这一问题:

|[ṽ − v]m| . µ δ−1
0 ∥Ã−A∥2 +小项, ∀m ∈ [n],
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这里 [·]m 表示向量的第 m 个分量, µ ∈ [0, 1] 是一个与对应统计问题相关的常数, 在高维设定下通常

具有 O(1/
√
n) 的阶. 最后的小项通常与数据的独立性模式有关, 在较弱的独立性条件下, 其数值一般

很小.

严格来说, 假设 Ã、A 和 W 均为 n× n 对称阵, 满足 Ã = A+W , rank (A) = K < n, 将其特征

值按绝对值从大到小排列 (允许特征值为负) 得到特征分解

A =

K∑
k=1

λkvkv
T
k , Ã =

K∑
k=1

λ̃kṽkṽ
T
k +

n∑
k=K+1

λ̃kṽkṽ
T
k ,

{vk}Kk=1 和 {ṽk}nk=1 为标准化特征向量. 当扰动W 不太大时,由Weyl不等式, {ṽk}Kk=1 和 {ṽk}nk=K+1

可以被分离开. 令 λ0 = +∞, λK+1 = −∞, 定义 λk 与其他特征值之间的最小距离为谱隙

δk = min{λk−1 − λk, λk − λk+1, |λk|}, ∀ k ∈ [K].

这一定义在 L = {λk} 时与推论 1 中的谱隙定义是一致的, 即只关心单个特征值及其对应的特征向量.

当扰动无偏 EW = 0 时, 文献 [96] 严格建立了随机向量 ṽk 的一阶近似

ṽk = λ̃−1
k Ãṽk ≈ λ−1

k Ãvk = vk + λ−1
k (Ã−A)vk.

文献 [25]简化了文献 [96]的方法,在更一般的条件下建立了同样的结论.在叙述前引入一些新的记号.

对于任一 m ∈ [n], 设 W (m) = {W (m)
ij }ni,j=1,W

(m)
ij = WijI{i ̸=m}I{i ̸=m}, i, j ∈ [n], Ã(m) = A + W (m),

以及对应的特征值为 {λ̃(m)
k }nk=1 和特征向量为 {ṽ(m)

k }nk=1. 这种构造与概率论和统计中的留一技术

(leave-one-out) 有关, 近期关于此方法的使用参见文献 [96, 99,100].

定理 6 给定 ℓ ∈ [K], 假设 |λℓ| ≍ maxk∈[K] |λk|, 谱隙 δℓ > 5 ∥W ∥2. 记 W = (w1, . . . ,wn), 则通

过调整特征向量各分量的正负, 总有

|[ṽℓ − vℓ]m| . ∥W ∥2
δℓ

( K∑
k=1

[vk]
2
m

)1/2

+
|⟨wm, ṽ

(m)
ℓ ⟩|

δℓ
, ∀m ∈ [n]. (3.19)

与定理 5 中标准的 ℓ2-上界 ∥ṽℓ − vℓ∥2 . δ−1
ℓ ∥W ∥2 相比, 上界 (3.19) 表明第 m 个分量的扰

动会更加小, 第一项中的因子 (
∑K
k=1[vk]

2
m)1/2 通常远小于 1, 以单位球面的均匀分布为例, 其阶数为

O(
√

K log n/n). (3.19)中的第二项通常也远小于 δ−1
ℓ ∥W ∥2,例如, wm 服从独立同分布标准正态分布,

则 |⟨wm, ṽ
(m)
ℓ ⟩| = OP (1), 然而 ∥W ∥2 通常有

√
n 的阶. 尽管这里只给出了第 m 个元素的上界, 只要

对所有 m ∈ [n] 加入独立性假设 (如随机图), 结论就可以拓展到 ℓ∞ 范数. 文献 [96] 将这一结果拓展

为特征空间的扰动上界, 文献 [95, 97,101] 利用一定的随机矩阵的理论进一步放宽关于特征值的条件.

最后介绍奇异值向量的扰动结果, 采用类似的记号 L̃,L,E ∈ Rn×p, L̃ = L +E, rank (L) = K <

min{n, p}, 有奇异值分解

L =
K∑
k=1

σkukv
T
k , L̃ =

K∑
k=1

σ̃kũkṽ
T
k +

min{n,p}∑
k=K+1

σ̃kũkṽ
T
k ,

σ̃k 和 σk 为降序排列奇异值, uk 和 vk 为标准化奇异值向量, 定义 σ0 = +∞, σK+1 = 0, 谱隙为

γk = min{σk−1 − σk, σk − σk+1}, ∀ k ∈ [K].

对于任意 i ∈ [n], j ∈ [p], 记 {ũ(j)
k }min{n,p}

k=1 ⊆ Rn 和 {ṽ(i)
k }min{n,p}

k=1 ⊆ Rp 分别为用零向量替换掉对应的
矩阵 E 中的第 j 列 (记为 ecol

j ) 与第 i 行 (记为 erow
i ) 得到的单位向量 (先替换, 后分解, 再标准化).
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推论 2 给定 ℓ ∈ [K], 假设 σℓ ≍ maxk∈[K] σk, 谱隙 γℓ > 5 ∥E∥2, 则通过调整奇异值向量各分量
的正负, 总有

|[ũℓ − uℓ]i| .
∥E∥2
γℓ

( K∑
k=1

[uk]
2
i

)1/2

+
|⟨(erow

i )T, ṽ
(i)
ℓ ⟩|

γℓ
, ∀ i ∈ [n],

|[ṽℓ − vℓ]j | .
∥E∥2
γℓ

( K∑
k=1

[vk]
2
j

)1/2

+
|⟨ecol

j , ũ
(j)
ℓ ⟩|

γℓ
, ∀ j ∈ [p].

(3.20)

这个推论为分析低秩矩阵的奇异空间估计误差提供了有力的工具. 对应到模型中, L̃ 为观测数据

矩阵 (X), 低秩矩阵 L 为 BFT. 以 K = 1 为例, 假设 E 服从独立同分布标准多元正态, 得到具有噪

声的观测 L̃ = L+E, L = σ1uv
T. 这是一个只有单一尖峰的尖峰矩阵模型. 由 erow

i 和 ṽ
(i)
ℓ 的独立性,

推论 2 指出以 1− o(1) 的概率, 至少存在一组可能的奇异值向量正负号选择, 使得

∥ũ1 − u1∥∞ 6 σ−1
1 ∥E∥2∥u1∥∞ + σ−1

1 O(
√

log n). (3.21)

由随机矩阵结论 ∥E∥2 ≍
√
n +

√
p, 则有 ∥ũ1 − u1∥∞ 6 σ−1

1 ∥E∥2. 由于 ∥u1∥∞ 在高维设定下远小于
1, 这一上界比 (3.21) 中的大得多, 因此相较于 ℓ2 范数, (3.21) 给出了更精确的逐元素控制上界. 除此

之外, 推论 2 还有许多优点: 首先, 允许 K 适当大一些; 其次, 结果是确定性的, 因此对随机矩阵也适

用; 最后, 结果对于每一个 i ∈ [n], j ∈ [p] 都保持不变, 因此即使 E 各项不独立 (例如, 协变量的一个

子集是相关的), 结果仍然成立.

3.6.2 渐近性质

本小节将介绍因子模型中参数估计的一些渐近性质, 主要讨论因子载荷矩阵估计 B̂、潜因子估计

{f̂i}ni=1、POET 估计 Σ̂λ 和 Σ̂τ
λ 的渐近性质, 这些性质主要由文献 [18, 26] 建立.

(1) 因子载荷矩阵的估计性质

POET 方法步骤 1 中 B̂ 由 λ̃j = ∥b̃j∥2 和 ṽj = b̃j/∥b̃j∥ 两部分组成. 由命题 1 和条件 2, 若

∥Σu∥ = o(p),则有 λ̃j = Ω(p);又若 ∥B∥max 有界,则 ∥ṽj∥max = Ω(p−1/2),即 {ṽj}Kj=1 不存在尖峰分量,

进而 {vj}Kj=1 也不存在尖峰分量. 使用文献 [102] 中的记号, 记协方差阵 Σ 及其主特征值 Λ 和对应的

主特征向量 Γ 的初始估计分别为 Σ̂、Λ̂ = diag(λ̂1, . . . , λ̂K) 和 Γ̂p×K = (v̂1, . . . , v̂K), 其满足

∥Σ̂−Σ∥max = OP

(√
log p

n

)
,

∥(Λ̂−Λ)Λ−1∥max = OP

(√
log p

n

)
,

∥Γ̂− Γ∥max = OP

(√
log p

np

)
.

(3.22)

为简单起见, 计算 Σ̂u = Σ̂− Γ̂Λ̂Γ̂T.

定理 7 假设前 K 个特征值可区分且满足泛在性条件 2, ∥B∥max 和 ∥Σu∥2 有界. 若 (3.22) 成

立, 取 wn = K2(
√
log p/n+ 1/

√
p), 则得到

∥Γ̂Λ̂Γ̂T −BBT∥max = OP (wn),

∥B̂ −B∥max = OP (K
−2wn).

(3.23)
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这里 wn 中的 K2 反映了学习 K 个潜因子所付出的代价, 1/
√
p 反映了通过主成分分析近似因子

载荷的偏差,
√

log p/n 反映了主成分估计的随机误差. 定理 7 成立的关键是条件 (3.22) 能否满足. 文

献 [26] 证明了将样本协方差阵作为初始估计, 在次高斯和弱相依条件下, 条件 (3.22) 满足; 另外, 文

献 [25] 证明了对于边际和空间 Kendall-τ 估计, 条件 (3.22) 均成立; 文献 [94] 还证明了对于逐项自适

应 Huber 估计, 条件 (3.22) 依然成立.

(2) 协方差矩阵的估计性质

下述定理是文献 [26, 102] 中关于 Σu 和 Σ 估计的推广.

定理 8 假设定理 7 中的条件仍然成立, 若 Σu ∈ Cq(mp) (3.5), mp w
1−q
n = o(1), ∥Σ−1∥2 = O(1),

则对于 Σu 的估计, 有

∥Σ̂τ
u −Σu∥max = OP (wn),

∥Σ̂τ
u −Σu∥2 = OP (mp w

1−q
n ),

∥(Σ̂τ
u)

−1 −Σ−1
u ∥2 = OP (mp w

1−q
n ),

(3.24)

对于 Σ 的估计, 有

∥Σ̂τ −Σ∥max = OP (wn),

∥Σ̂τ −Σ∥Σ = OP

(
K3/2p1/2

log p

n
+mp w

1−q
n +

Kwn
p

)
,

∥(Σ̂τ )−1 −Σ−1∥2 = OP (K
2mp w

1−q
n ).

(3.25)

条件中的 ∥Σ−1∥2 = O(1)只是用来证明逆矩阵相关的结论,并无它用. 当 K = O(p/mp)时, (3.25)

中的第三项会被第二项控制. 当 K < ∞ 时, 定理 8 指出为了学习潜因子需要付出额外 1/
√
p 的代价,

当 p ≫ n log p 时, 这种代价则小到可以被忽略.

(3) 已实现潜因子的估计性质

定理 9 假设定理 7 中的条件仍然成立, 若 ∥µ̂− µ∥ = OP (
√
p log p/n), 则对于已实现潜因子 fi

的估计, 有

1

n

n∑
i=1

∥f̂i − fi∥ = OP

(
K
√
p
+K

√
log p

n

)
,

1

n

n∑
i=1

∥f̂i − fi∥2 = OP

(
K2

p
+

K2 log p

n

)
,

max
i6n

∥f̂i − fi∥ = OP

(
K−3/2p−1/2wnmax

i6n
∥xi − µ∥+ p−1 max

i6n
∥BTui∥

)
.

(3.26)

当总体中包含 K 个 O(p) 阶的尖峰特征值时, E ∥xi − µ∥2 = tr(Σ) = O(Kp), E
∥∥BTui

∥∥2 =

O(K2p). 因此, 若 ∥xi − µ∥ 和 ∥BTui∥ 满足次高斯性, 则有

max
i6n

∥xi − µ∥ = OP (
√

Kp log n),

max
i6n

∥BTui∥ = OP (
√
K2p log n),

(3.27)

对于 (3.26) 中第三项, 则得到

max
i6n

∥f̂i − fi∥ = OP

(
K

√
log n

p
+K

√
log p log n

n

)
.
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进一步有如下推论.

推论 3 假设定理 9 中的条件和 (3.27) 成立, 若 maxi6n ∥fi∥ = OP (
√
K log n), 则有

max
i6n, j6p

|b̂Tj f̂i − bTj fi| = OP

(
K3/2

√
log n

p
+K3/2

√
log p log n

n

)
.

(4) 个体项的估计性质

结合上述结果, 我们可以进一步建立异质项估计 ûi = xi − µ̂− B̂f̂i 的渐近性质.

推论 4 假设推论 3 中的条件成立, 则有

max
i6n

∥ûi − ui∥max = OP

(
K3/2

√
log n

p
+K3/2

√
log p log n

n

)
.

由于 ∥ûi − ui∥ 6 ∥µ̂− µ∥ + ∥B̂f̂i −Bfi∥ 6 ∥µ̂− µ∥ + ∥B̂∥∥f̂i − fi∥ + ∥B̂ −B∥ ∥fi∥, 再利用定
理 7 和 9 可知,

1

np

n∑
i=1

∥ûi − ui∥2 = OP

(
K3

p
+

K3 log p

n

)
.

4 因子模型在统计学习中的应用

本节将利用因子模型解决一些统计学习中的相关问题,包括因子调整方法在高维模型选择和多重

检验中的应用, 以及增广因子模型在高维回归中的应用. 主成分分析是解决这类因子学习问题的重要

方法, 即通过数据决定未知的潜在因子. 可以说, 主成分分析之于因子学习的意义就如同于回归分析

之于统计学的意义.

4.1 带因子调节的正则化模型选择 (FarmSelect)

首先, 介绍基于因子学习的模型选择方法. 模型选择是高维回归分析中的核心问题, 在过去的

二十余年间, 针对模型选择问题提出了各种各样的方法, 其中包括 LASSO、SCAD (smoothly clipped

absolute deviation)、弹性网 (elastic net) 和 Dantzig 选择器等. 但是, 这些方法都要求协变量满足一定

的正则条件, 如不可表示条件 (irrepresentable condition) 等, 而这些条件在协变量具有因子结构 (2.1)

时无法满足, 模型选择的相合性无法得到保证. 举一个简单例子, 模拟 100 组来自于稀疏回归模型的

随机样本, 每组样本的样本量 n = 100, 协变量维数 p = 250, 考虑高维线性模型

Y = xTβ + ε, β = (

10︷ ︸︸ ︷
3, . . . , 3 ,

p−10︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0 )T, ε ∼ N(0, 0.32), (4.1)

其中 x ∼ N(0,Σ), Σ 是一个复合对称 (compound symmetry) 的相关系数矩阵, 相关系数为 ρ, 应用

LASSO 方法并记录平均有效模型维数和模型选择的正确率. 分析结果 (图 3) 显示应用 LASSO 方法

在 ρ > 0.2 时的模型选择正确率很低, 这是对模型维数过估计导致的结果.

模型选择上的偏差源自原始变量 x各分量间的强相关性,若考虑 x具有因子结构 (2.1),模型 (4.1)

变为

Y = α+ uTβ + γTf + ε, (4.2)
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图 3 因子调节在模型选择中的有效性: 有因子调节和无因子调节对 LASSO 模型选择正确性的影响

其中 α = aTβ, γ = BTβ. 如果 u 和 f 可观测, 则 γ 和 α 为未知参数, 问题转换为一个 p+ 1 +K 维

的回归问题, 且协变量 f 和 u 是弱相关的 (在 (4.1) 中, 它们是独立的), 进而可以利用正则化方法来

拟合模型 (4.2), 得到的高维系数向量 β 与模型 (4.1) 中一样, 也是稀疏的. 然而在实际应用中, u 和 f

通常无法观测到, 可以通过第 3.5 小节中的方法估计, 将估计出的潜因子 {fi} 和异质项 {ui} 一同看
作协变量做正则回归即可.

上述方法被称为带因子调节的正则化模型选择器 (factor-adjusted regularized model selector, Farm-

Select). 利用因子调节来改进变量选择是为了弱化协变量之间的相关性, 图 3 展示了因子调节的功效:

无论变量间的相关性如何, 模型选择的正确率都能达到 100%. 类似的方法最早由文献 [103] 提出, 后

由文献 [104] 完善并拓展. 因子个数的过估计并不会影响 FarmSelect 的效果, 因为因子较少的模型总

是包含在因子更多的模型中, 新的协变量间的相关性也同样被弱化了. 因子调节方法还可以应用于更

一般的稀疏模型上:

Yi = g(xT
i β, εi), 其中 xi = a+Bfi + ui 服从因子模型, (4.3)

g(·, ·) 是一个已知函数. 这类模型包含了广义线性模型和 Cox- 比例风险模型等. 可以利用损失函数

L(Yi,x
T
i β) 来拟合模型 (4.3), 损失函数可以是对数似然函数或者 M- 估计等, 带因子调节的正则化

模型选择 (FarmSelect) 由两个步骤组成, 见算法 3, 其中 pλ(·) 为带有调优参数 λ 的折叠凹惩罚函数

(folded concave penalty function), 注意增广模型 (4.4) 中的 β 与模型 (4.3) 中是完全一样的, 且为稀疏

算法 3 FarmSelect

输入: 观测数据 {Yi,xi}ni=1;

1. 因子分析: 对 {xi}ni=1 应用算法 1 得到模型 (4.3) 中的因子估计 f̂i 和残差 ûi;

2. 增广正则化: 最小化惩罚经验风险函数

n∑
i=1

L(Yi, α+ ûT
i β + f̂T

i γ) +

p∑
j=1

pλ(|βj |) (4.4)

得到估计 α̂、β̂ 和 γ̂.
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的. 上述算法可以用 R 语言中的程序包 FarmSelect 来实现. 因子调节也可以应用于变量筛选 [104].

令 θ = (α,βT,γT)T, ∇L(s, t) = ∂L(s, t)/∂t, 文献 [104] 证明了给定条件

E ∇L(Y,xTβ∗)u = 0 和 E ∇L(Y,xTβ∗)f = 0, (4.5)

E L(Y, α + uTβ + fTγ) 在 θ0 = (aTβ∗,β∗T, (BTβ∗)T)T 处取到最小值; 当 {(uT
i ,fi)

T}ni=1 可观测时,

建立了惩罚 M- 估计的误差上界 ∥θ̂ − θ∗∥ℓ (ℓ = 1, 2,∞) 和符号相合性 sgn(β̂) = sgn(β∗); 最后还证明

了对于广义线性模型, 增广回归 (4.4)只受 {f̂i}ni=1 所张成的特征空间估计的相合性影响,即步骤 1 中

{(ûT
i , f̂i)

T}ni=1 的估计误差足够小,不会影响惩罚 M-估计 (4.4)的相合性. 总地来说,因子调节方法可

以有效增强信噪比, 改进高维变量选择的效果.

4.2 带因子调节的多重检验 (FarmTest)

在高维统计中, 我们不仅要找到关键变量, 更要推断出这些变量的效果. 例如, 哪些基因在肿瘤与

正常细胞中存在不同的表达,或者哪些公募基金经理拥有正的 α-策略等. 这些问题都涉及高维统计中

的一个热门方向—多重检验, 有关概述可参见文献 [105]. 由于基因的协同表达或基金管理中的羊群效

应等因素, 不同个体检验统计量之间通常都是相关的, 这将导致无法有效控制多重检验的错误 (伪)发

现率 (参见文献 [106–108]). 因子调节方法为处理这一问题提供了有力工具.

4.2.1 多重检验与伪发现率控制

首先简要回顾多重检验及其常用准则—控制伪发现率,这一概念类似于经典假设检验中的控制一

类错误原则. 假设有 n 个来自模型的测量值,

xi = µ+ εi, E εi = 0, i ∈ [n], (4.6)

这里的 xi 可以是一个 p-维向量, 可以是记录个体 i 的肿瘤与正常细胞基因表达之比, 或者是风险调

整后的公募基金在第 i 期的收益等. 考虑如下多重假设检验问题:

H0j : µj = 0 vs. H1j : µj ̸= 0, ∀ j ∈ [p]. (4.7)

设 Tj 为 H0j 的一个检验统计量, 给定临界值 z > 0, 有拒绝域 |Tj | > z. 假设检验统计量 Tj 在原假设

下具有相同的分布, 否则临界值 z 应换为 zj . 总发现数 R(z) 和伪 (错误) 发现数 V (z) 分别对应被拒

绝的假设数和错误拒绝的假设数, 数学化定义为

R(z) = #{j : |Tj | > z} 和 V (z) = #{j : |Tj | > z, µj = 0}. (4.8)

需注意 R(z) 是可以被观测的, 而 V (z) 需要根据未知集合来估计, 这个未知集就是真 (正确) 假设集

S0 = {j ∈ [p] : µj = 0}.

伪发现比例和伪发现率分别定义为

FDP(z) =
V (z)

R(z)
和 FDR(z) = E(FDP(z)), (4.9)
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约定 0/0 = 0. 我们的目标是控制伪发现比例或伪发现率, 伪发现比例与当前的数据直接相关. 当检验

统计数据相互独立, 且 p 很大时, 根据大数定律近似成立

FDP(z) ≈ EV (z)

ER(z)
≈ FDR(z).

但当观测值相依时, 这一结果就非常不可靠了. 设 Pj 是第 j 个假设的 p- 值, P(1) 6 · · · 6 P(p) 是排序

后的 p- 值, 第 j 个假设的显著性 (或第 j 个变量的重要性) 可根据它们的 p- 值大小来衡量—越小越

重要. 要将伪发现率控制在给定的 α-水平, 文献 [109] 建议选择

k̂ = max

{
j : P(j) 6

j

p
α

}
, (4.10)

并且拒绝所有原假设 H0,(j), j = 1, . . . , k̂. 该文献证明了, 在 p- 值独立假设下, 这一过程能将伪发现率

控制在 α-水平, 该过程也可以通过定义 Benjamini-Hochberg (B-H) 调整后 p- 值来实现:

第 j 个假设的调整后 p- 值 = min
k>j

P(k)
p

k
. (4.11)

取最小值为保持单调性, 当调整后 p- 值小于 α 时就拒绝原假设. R 语言中的函数 p.adjust 可实现

B-H 方法. 为了更好地理解上述过程, 令 p- 值表示检验过程: 给定置信水平 t, 当 Pj 6 t 时拒绝 H0j ,

分别可以得到拒绝数和伪发现数分别为

r(t) =

p∑
j=1

I(Pj < t) 和 v(t) =
∑
j∈S0

I(Pj < t), (4.12)

以及检验的伪发现 (拒绝) 比例 FDP(t) = v(t)/r(t). 注意, 在原假设下, Pj 是服从均匀分布的. 若检

验统计量 Tj 独立, 那么序列 {I(Pj < t)} 为独立同分布成功概率为 t 的 Bernoulli 随机变量. 因此,

v(t) ≈ p0 t, 其中 p0 = |S0| 是正确原假设的数目, 虽然未知, 但其存在上界 p, 则有估计为

F̂DP(t) =
pt

r(t)
. (4.13)

B-H 方法取 t = P(k̂), 由 (4.10) 得到

F̂DP(P(k̂)) =
pP(k̂)

k̂
6 α,

这就解释了为什么 B-H 方法能将伪发现率控制在 α-水平.

如上所述, 将 π0 = p0/p 上界设为 1, 虽然能正确控制伪发现率, 但过于粗糙. 为此, 文献 [110] 提

出了一种有效估计 π0 的方法, 观察 p 个假设的 p- 值直方图 (参见图 4), 它混合了真假设 S0 和伪 (错

误) 假设 Sc0 , 若伪假设的 p- 值都很小, 则超过给定阈值 η ∈ (0, 1) 的 p- 值就都来自真假设. 在这种情

形下, π0(1− η) 应该与超过 η 的 p- 值百分比大致相同—这就引出了估计值: 对于给定的 η,

π̂0(η) =
1

(1− η)p

p∑
j=1

I(Pj > η). (4.14)

在文献 [109] 关于 FDR 的开创性工作之后, 出现了大量关于独立检验 FDR 的文献. 重要的成果

包括文献 [110–112]等. 正确假设的比例估计该领域中另一个备受关注的问题,可以参见文献 [110,113–

115] 等.
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图 4 正确假设比例估计. 观察到的 p- 值 (b) 由显著变量 (通常较小) 和不显著变量 (均匀分布) 组成. 假设显著

变量的 p- 值大多不超过 η (图中设为 0.5), 观察到的大于 η 的 p- 值的贡献多半来自正确假设, 这产生了一个自然

的估计: p- 值大于 η 的直方图的平均高度 (实线). 红线以上的柱状图是从 (a) 的显著变量中估计出的 p- 值的分布

4.2.2 FarmTest

文献 [109,110]处理了多重检验的方法, 在检验统计量间存在强相关性时, 无法很好地控制伪发现

率和漏发现率.文献 [106,107]率先指出在高相关性情形下, FDR技术的准确性会下降. 文献 [108,116]

考虑了近似因子模型下的 FDP 估计, 文献 [117] 研究了同时具有观测变量和潜因子的复杂模型, 文

献 [118,119]考虑了其他不同的因子模型, 所有这些文献都依赖于数据的联合正态性假设, 但这在实际

应用中却难以保证. 最近, 文献 [81] 开发了一种带因子调节的稳健方法来处理重尾数据的 FDP 控制

问题.

由于基因的协同表达, 基因表达向量 xi 是相依的. 同样, 由于 “羊群效应”, 基金的收益在第 i 期

内也是相关的. 这需要对 (4.6) 里 εi 中的相依结构进一步建模. 如前所述, 因子模型是对相依性建模

的一种常用技术, 通过因子模型对 (4.6) 中的 εi 进行刻画, 对于所有 i = 1, . . . , n, 得到

xi = µ+Bfi + ui︸ ︷︷ ︸
εi

, Efi = 0, Eui = 0, Efiu
T
i = 0. (4.15)

由于存在很强相依性, FDR和 FDP可能相差很大,这使得解释更加困难.下面的例子改编自文献 [116].

例 2 为了深入了解相依性如何影响伪发现的数量, 简化模型 (4.15), 令单因素 fi ∼ N(0, 1),

B = ρ1, ui ∼ N(0, (1− ρ2)Ip), 且 fi 与 ui 独立,

xi = µ+ ρfi1+ ui.

假设检验问题 (4.7) 的样本平均检验统计量为

Z ≡
√
nx̄ =

√
nµ+ ρW1+

√
1− ρ2 U ,

其中 W =
√
nf̄ ∼ N(0, 1) 与 U =

√
n/(1− ρ2)ū ∼ N(0, Ip) 独立. 令 p0 = |S0| 为正确假设的个数, 那
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么伪发现数为

V (z) =
∑
j∈S0

I(|Zj | > z) =
∑
j∈S0

[I(Uj > a(z − ρW )) + I(Uj < a(−z − ρW ))],

其中 a = (1− ρ2)−1/2. 根据大数定律, 在给定 W 时, 令 p0 → ∞, 得到

p−1
0 V (z) = Φ

(
−z + ρW√

1− ρ2

)
+Φ

(
−z − ρW√

1− ρ2

)
+ op(1).

因此, 伪发现数取决于 W 的实际值.当 ρ = 0时, p−1
0 V (z) ≈ 2Φ(−z), 此时 FDP和 FDR大致相同.若

令 p0 = 1,000, z = 2.236 (标准正态分布的 99% 分位数), ρ = 0.8, 那么

p−1
0 V (t) ≈

[
Φ

(
(−2.236 + 0.8W )

0.6

)
+Φ

(
(−2.236− 0.8W )

0.6

)]
.

当 W 分别等于 −3、−2、−1 和 0 时, p−1
0 V (z) 分别约为 0.608、0.145、0.008 和 0, 与 p−1

0 V (z) 始终近

似为 0.02 的独立情形形成鲜明对比.

假设 B 和 fi 在 (4.15) 中已知, 在调整后的数据上建立检验

xi −Bfi︸ ︷︷ ︸
yi

= µ+ ui. (4.16)

这样做有两点好处: 首先, 由于异质项 ui 是弱相依的, 因此经过因子调节的数据也是弱相依的, 此时

FDP和 FDR大致相同,换言之,更容易控制一类错误;更重要的是, yi 的方差小于 xi 的方差, 即因子

调节在不抑制信号的情形下降低了噪声, 因而基于 {yi} 的检验功效也会增加. 为便于直觉理解, 考虑

如下数值模拟.

例 3 模拟一组来自三因素模型 (4.15) 的随机样本, 样本量 n = 100, 维数 p = 500,

fi ∼ N(0, I3), B = (bjk), bjk
i.i.d.∼ Unif(−1, 1), ui ∼ t3(0, Ip).

当 j 6 p/4 时, µj = 0.6, 否则取 0. 计算样本均值 x̄, 得到 p 个检验统计量, 其直方图如图 5(a). 由于

估计中存在较大随机误差, 分布原本的双峰性消失, 然而基于因子调节数据 {xi − Bfi}ni=1 的样本平

均值直方图 (图 5(b)) 则清楚地显示了双峰性, 这是由于数据中的噪声被降低. 因此, 检验的功效也得

到了增强. 与此同时, 由于去掉了公共因子, 调整后的数据现在也是不相关的, 进一步, 若误差 u 服从

N(0, 3Ip), 则修正后数据独立, FDR 与 FDP 近似相等.

带因子调节的检验本质上就是对 (4.16) 中调整后的数据 yi 进行多重检验. 首先还是通过主成分

分析得到 Bfi, 对 yi 再应用 t- 检验, 然后通过 B-H 方法控制伪发现率 FDR. 为实现上述基本概念的

稳健化, 不再使用样本均值,取而代之是使用自适应 Huber稳健方法来估计 µj , j ∈ [p]. 给定稳健化参

数 τj > 0, 考虑如下 µj 的 M -估计:

µ̂j = argmin
θ

n∑
i=1

ρτj (Xij − θ),

其中 ρτ (u) 为 Huber 损失函数. 文献 [81] 证明了

√
n (µ̂j − µj − bTj f̄ ) → N(0, σu,j), 对于 j ∈ [p] 一致成立,
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图 5 因子模型样本均值直方图. 样本的直方图来自一个合成的三因素模型, (a) 没有因子调节; (b) 加入因子调节

其中 f̄ = n−1
∑n
i=1 fi, 并且 σu,j = var(uj) = var(Xij) − ∥bj∥22. 未知的 f̄ 可由如下回归问题稳健

估计:

Xj = µj + bTj f̄ + ūj , j = 1, . . . , p. (4.17)

如果给定 {bj}, 可将稀疏 {µj}pj=1 视为异常点. 因此, 给定 B̂ 的一个稳健估计, 通过 (4.17) 得到 f̄ 的

稳健估计 f̂ , 进而得到因子调节后的新统计量

Tj =

√
n(µ̂j − b̂Tj f̂)

σ̂u,j
,

σ̂u,j 也相应采用 σu,j 的稳健估计. 这个检验统计量只是一个基于因子调节数据 {yi} 的稳健化 z-

检验.

由于假设异质项向量 ui 的相关矩阵是稀疏的, 因此, {Tj} 几乎独立. 根据大数定律可知, 伪发现

数满足

V (z) =
∑
j∈S0

I(|Tj | > z) ≈ 2p0Φ(−z).

再由定义 (4.9), 有 FDP(z) ≈ FDPA(z), 其中

FDPA(z) =
2π0pΦ(−z)

R(z)
, π0 =

p0
p
. (4.18)

由于只有 π0 未知, 因此, FDPA(z) 几乎是已知的. 在许多应用中, 正确发现数的稀疏性使得 π0 ≈ 1,

当然也可以由 (4.14) 得到相合估计.

我们来总结 FarmTest (在算法 4 中实现): 输入包括 {xi}ni=1, 一个从数据中得到的稳健协方差矩

阵估计 Σ̂ ∈ Rp×p,一个预先指定的 FDP控制水平 α ∈ (0, 1),因子数 K,以及稳健化参数 γ 和 {τj}pj=1.

有些参数在计算过程中可以简化. 例如, K 可由第 2.4 小节中的方法确定, 稳健化参数 {τj} 可由五分
组交叉验证结合理论最优阶数确定.
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算法 4 FarmTest

输入: 观测数据 {xi}ni=1.

1. 因子分析: 对 {xi}ni=1 应用算法 1 得到因子载荷的估计 B̂ = (b̂1, . . . , b̂p)T ∈ Rp×K .

2. 假设检验: 令 x̄j = n−1
∑n

i=1 xij , j = 1, . . . , p, f̂ = argmaxf∈RK

∑p
j=1 ℓγ(x̄j − b̂Tj f), 计算检验统计量

Tj =

√
n

σ̂u,jj
(µ̂j − b̂Tj f̂), j = 1, . . . , p, (4.19)

其中 σ̂u,jj = θ̂j − µ̂2
j − ∥b̂j∥22, θ̂j = argmin

θ>µ̂2
j+∥b̂j∥22

ℓτj (x
2
ij − θ).

3. B-H方法: 计算临界值 zα = inf{z > 0 : FDPA(z) 6 α},其中 FDPA(z) = 2π̂0 pΦ(−z)/R(z) (参见 (4.18)). 当 |Tj | > zα

时拒绝原假设 H0j .

如第 4.2.1 小节所述, FarmTest 步骤 3 与 B-H 方法控制 FDR 类似. R 语言的软件包 FarmTest

可实现上述过程. 尽管我们用比较直观的方式介绍了 FarmTest 方法, 但其统计有效性已被文献 [81]

严格证明, 建议读者参阅论文的细节. 在实际使用中, 文献 [81] 发现, 与不进行因子调节的方法相比,

FarmTest能够更准确地控制伪发现率,并有效改进漏发现率;更值得注意是,当误差项 ui 的分布是厚

尾时, FarmTest 比其他已有的方法更胜一筹.

4.3 主成分回归

主成分回归 (principal component regression, PCR) 是利用主成分建立回归模型达到有效降维的

一种方法, 而因子模型则为理解其在统计建模中的意义提供了一种新的视角. 假设原始数据中的潜因

子同时驱动因变量和自变量, 如图 6 所示, 自然考虑从自变量中提取潜因子, 并用主成分估计因子作

为回归变量, 因此, 这种方法被称为主成分回归 (PCR).

为了便于理解, 假设数据 {(Yi,xi)}ni=1 满足模型Yi = g(fi) + εi,

xi = a+Bfi + ui.
(4.20)

…

…

…

图 6 主成分回归中的数据产生机制. 预测因子 xi 和响应变量 yi 都受潜在因子 fi 的驱动. 主成分回归通过 x 的主

成分提取潜因子, 并将得到的估计结果 f̂ 作为新的预测变量. 用 Y 对 f̂ 进行回归得到主成分回归的估计值 θ ∈ RK .

由于降维的原因, 这个估计通常具有较小的方差
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该模型也适用于时间序列预测. 利用主成分分析方法得到潜因子估计 {f̂i}ni=1, 再拟合回归模型

Yi = g(f̂i) + εi, i ∈ [n]. (4.21)

主成分回归通常指在模型 (4.21) 中假定 g(·) 为线性函数得到的多元回归

Yi = α+ βT f̂i + εi, i ∈ [n].

由于潜因子要满足可识别性条件, 通常对 {fi}ni=1 进行标准化处理, 则有最小二乘估计

α̂ = n−1
n∑
i=1

Yi, β̂ = n−1
n∑
i=1

(Yi − Ȳ )f̂i.

主成分回归与因子模型的出发点不尽相同, 对设计阵进行奇异值分解得 X = U∆VT, 其中 ∆ =

diag(δ1, . . . , δp) 为奇异值组成的对角阵, U = (u1, . . . ,up) 和 V = (v1, . . . ,vp) 分别是 n × p 和 p × p

维正交矩阵. 主成分回归是在考虑约束最小二乘问题 [120]

min
β

∥Y −Xβ∥2, s.t. βTvj = 0, j > K. (4.22)

在许多实用场景中, 还存在一组额外的低维变量 wi, 使得观测数据变为 {(Yi,xi,wi)}ni=1. 首先从

{xi} 中提取因子 {fi}, 接着使用因子和额外变量一同拟合模型

Yi = g(f̂i,wi) + εi, i ∈ [n]. (4.23)

将这一类预测模型称作增广因子回归预测模型或者 FarmPredict. 当 g(·) 为线性函数时, 模型 (4.23)

变为多元线性回归模型

Yi = α+ βT f̂i + γTwi + εi, i ∈ [n], (4.24)

也被称作增广主成分回归模型. (4.23) 中的回归函数既可以通过核或样条等非参数方法进行估计, 也

可以用当下时髦的深度神经网络方法, 还可以通过如图 6 所示的多指标模型去估计. 多指标模型通过

多个因子线性组合 (文献 [16] 称它为扩散指标, diffusion indices) 去预测 Y . 文献 [121] 详细研究了多

指标模型

Yi = g(ϕT
1 x

∗
i , . . . , ϕ

T
Lx

∗
i ) + εi, (4.25)

其中 x∗
i = (fT

i ,w
T
i )

T 为增广协变量, 特别当 wi 不存在, 模型退化为图 6 中的情形. 从文献 [122, 123]

对多指标模型的研究开始, 至今有关扩散指标的研究已经有了很大发展,详情参见文献 [124,125]及其

参考文献.

4.4 增广因子模型与投影主成分分析

虽然可以通过主成分分析从数据中推断出完全未知的 B 和 fi, 然而在许多应用程序中, 我们还

有可用的边带信息. 例如, 第 j 只股票对市场风险因子的因子载荷应该取决于对应公司的规模、价值、

动量和波动率等属性, 我们希望利用增加的信息提取潜在因子及其相关的载荷矩阵. 为此, 文献 [126]

假设第 j 个公司的因子载荷可以部分地被额外协变量向量 wj 解释, 并通过半参数模型对其建模

bjk = gk(wj) + γjk, E(γjk | wj) = 0, (4.26)
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其中 gk(wj)表示第 j 个公司在第 k 个因子上可以被协变量解释的部分. 将系数 {bjk}看作模型 (4.26)

的观测样本, 这就是一个随机效应模型, 由模型 (2.12) 得到矩阵表达

xi = [G(W ) + Γ]fi + ui. (4.27)

类似地,应用中也存在潜因子包含其他已知信息的情形. 例如,虽然不能确定 Fama-French因子 wi 是

否为真因子, 但它们至少可以解释其中的一部分, 即可以考虑模型

fi = g(wi) + γi, E(γi | wi) = 0. (4.28)

这里就将 Fama-French 因子作为了额外增加的信息 wi. 同样也有矩阵形式

xi = B[g(wi) + γi] + ui.

若假设 ui 具有外生性 E(ui | wi) = 0, 对上式等号两边求条件期望, 得到无噪声因子模型

E(xi | wi)︸ ︷︷ ︸
x̃i

= B g(wi)︸ ︷︷ ︸
f̃i

. (4.29)

当 n > K 时, B 可以通过线性方程组进行精确求解.

投影主成分分析法由文献 [126]首先提出用来处理模型 (4.27),又被文献 [127]用来处理模型 (4.28).

通过将 xi 的每一个主成分回归到 wi 上得到拟合值 x̂i, 这一个过程可以用线性回归模型, 也可以用

非参数可加模型或者核机器, 即将回归过程视为一种投影, 再对投影后的数据 {x̂i}ni=1 施行主成分分

解得到载荷矩阵的估计 B̂ 以及 (4.29) 中的 f̃i = g(wi) 的估计 ĝ(wi). 进一步, 可根据 (2.14) 计算潜

因子 f̂i、残差项 γ̂i = f̂i − ĝ(wi) 以及 fi 中可被附加信息 wi 解释的百分比

1−
∑n
i=1 ∥γ̂i∥2∑n
i=1 ∥f̂i∥2

.

再次考虑模型 (4.27), 按照通常的表达习惯对使用的符号做少许调整,

Xji = (g(wj) + γj)
Tfi + uji,

其中 g(Wj) 和 γj 分别表示矩阵 G(W ) 和 Γ 的第 j 行. 同样也加入 uji 与 Wj 的外生性假设, 则

得到

E(Xji | wj)︸ ︷︷ ︸
X̃ji

= g(wj)︸ ︷︷ ︸
b̃j

T
fi. (4.30)

与模型 (4.29)类似,这同样是一个关于 “新数据” X̃ji 的无噪声因子模型,但不同之处是,潜因子 fi 保

持不变, 且回归是对于维数 j 进行的. 对于任意给定的 i, 令 P 是对应回归 ({Xji}pj=1, {Wj}pj=1) 的

p× p 投影阵, 在模型 (4.27) 的等号两边同时乘以 P , 若有

PΓ ≈ 0, Pui ≈ 0, (4.31)

则可以得到近似无噪声模型

Pxi = [PG(W ) + PΓ]fi + Pui ≈ PG(W )fi.
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这就是为什么潜因子 fi 在模型 (4.30) 中不变的原因. 另外, 我们之前提到 F̂ /
√
n 是由 n × n 矩阵

(PX)TPX = XTPX 的前 K 个特征值所确定, 进而得到代入估计 B̂ = n−1XF̂ . 根据之前的推断,

只要找到一个投影矩阵 P 能够平滑掉噪声项 ui (i ∈ [n])和 γj (j ∈ [p]), 即满足条件 (4.31), 上述投影

方法就成立, 其好处通过文献 [126] 中的简单例子可见一斑.

例 4 与前例类似, 考虑最简单的单因子模型, 则 (4.26) 退化为

Xij = (g(Wj) + γj)fi + uij ,

用局部平均 (local averaging) 估计函数 g 就得到对应的投影矩阵. 为了便于理解投影方法的益处, 不

妨假设 g(·) = β > 0 为一个常数, 则有

Xij = (β + γj)fi + uij ,

这时的局部平均就变成了对指标 j 做全局平均, 得到 Xi = (β + γ)fi + ui ≈ βfi. 因此, 很自然地通过

等式 f̂i = Xi/β̂ 和标准化条件 n−1
∑n
i=1 f̂

2
i = 1, 得到估计

β̂ =

(
n−1

n∑
i=1

X2
i

)1/2

, f̂i =
Xi

β̂
.

因为 Xi 是 p个随机变量的均值,所以不管 n是多少,由中心极限定理可知, f̂i 的收敛速度为 O(1/
√
p).

本节的最后依旧以模型 (4.26) 为例介绍投影矩阵的构造方法, 类似的方法可以推广到其他模型.

为避免 “维数灾难” 问题, 通常将 gk(wj) 考虑为一个非参数可加模型, 然后利用筛分基 (sieve basis)

函数去逼近这些未知函数,

gk(wj) =
L∑
l=1

gkl(Wjl), gkl(Wjl) ≈
M∑
m=1

am,klϕm(Wjl),

其中 L 是 wj 的分量个数, {ϕk(·)}Mm=1 是筛分基函数, 其对于每一组 (k, l) 都是相同的. 为简便起见,

采用矩阵表达 gk(wj) ≈ Φ(wj)
Tak, 记 ak 为 LM 维的回归系数向量,

ϕ(wj) = (ϕ1(Wj1), . . . , ϕM (Wj1), . . . , ϕ1(WjL), . . . , ϕM (WjL))
T,

Φ(W ) = (ϕ(w1), . . . , ϕ(wp))
T.

筛分基展开, 就能够将某个给定的因变量 {Zj}pj=1 (在应用中, 对每个给定的 i, 令 Zj = Xij) 关于

{wj}pj=1 的可加模型转化为一个线性模型

Zj =
L∑
l=1

M∑
m=1

amlϕm(Wjl) + εj , j = 1, . . . , p,

其对应的投影矩阵为 P = Φ(W )(Φ(W )TΦ(W ))−1Φ(W )T, 由 Hilbert 空间投影定理可知, 投影矩阵

满足条件 (4.31), 且线性预报为 Ẑ = PZ.

综上所述, 投影主成分分析用
√
nXPXT 的前 K 个特征向量估计潜在因子 F , 同时用 B̂ =

n−1XTF̂ 估计因子载荷 B.
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5 谱方法在机器学习中的应用

因子建模和主成分是密切相关的, 主成分分析被广泛应用于统计机器学习和应用数学当中. 事实

上,主成分分析,常被称为谱分解,是一种特殊的谱学习方法,用来在协方差阵估计上提取潜因子. 在接

下来讨论到的应用中, 谱学习将被应用到 Wigner 矩阵类上, 这些矩阵具有随机对称性 (或者 Hermite

性), 且上三角阵中的元素相互独立. 通常假定 Wigner 矩阵中的独立元素都是均值为 0 方差有限的.

对比之下, 样本协方差矩阵中各个元素却是相关的.

5.1 社群发现

社群发现本质上是一个基于网络数据的聚类问题, 它在社交网络 (social networks)、引文网络 (ci-

tation networks)、基因网络 (genomic networks) 和经济与金融网络 (economics and financial networks)

中有着广泛的应用. 观测到的网络数据通常以 “图” 的抽象结构表示, 图中的 “结点” 代表网络中的个

体, 图中的 “边” 代表个体间存在某种联系, 在数学上通常用 “邻接矩阵” A = (aij) 描述 “图”, 若第 i

与 j 个节点之间有联系, 则 aij = 1, 否则 aij = 0.

将社群发现置于概率模型框架下进行研究始于文献 [128–130] 中提出的随机分块模型 (stochastic

block model). 关于这一领域最新进展可参见文献 [131].

定义 3 假设存在 n 个顶点 {1, . . . , n} 可以被划分成 K 个互斥 (无交集) 的社群 C1, . . . , CK . 对

任意两个顶点 k ∈ Ci 和 l ∈ Cj , 随机分块模型假定它们以概率 pij 相连且与其他连接独立. 换言之, 邻

接矩阵 A = (Akl) 可视为一系列独立 Bernoulli 随机变量的现实:

P(Akl = 1) = pij , k ∈ Ci, l ∈ Cj . (5.1)

K ×K 对称矩阵 P = (pij) 则称为连边概率矩阵.

在随机分块模型中, 连边概率 pij 描述了两个社群 Ci 和 Cj 连通性强弱, 当在一个社群内时, 连接

的概率为 pii. 当对所有 i 和 j, 都有 pij = p, 这个最简单的模型被称为 Erdös-Rényi 图模型 [132]. 这一

模型退化为随机图, 如何分割变得不再重要, 我们通常用 G(n, p) 表示它.

社群发现的目标是检测 “图” 中是否有潜在的结构, 并将其重现, 图 7 展示了一个两社群网络及

其社群发现的结果. 若给定邻接矩阵 A = (aij), 很自然考虑使用极大似然法. C(i) 表示 i 所在的社群

(未知), 观测数据 {aij}i>j 的似然函数即为 Bernoulli 似然的乘积:∏
i>j

p
aij
C(i)C(j)(1− pC(i)C(j))

1−aij ,

其中 {C(i)}Ki=1, P = (pij) ∈ RK×K 为未知参数. 在计算上, 这是一个 NP 难问题, 包括半正定规划和

谱方法在内的一系列松弛算法被用于解决此问题, 具体内容可参见文献 [131].

谱方法基于矩方法, 设 Γ 表示一个 n×K 维的成员矩阵. 矩阵 Γ 将每个节点归属到某一个社群,

其第 i 行代表节点 i 所属的社群, 即在 C(i) 位置记为 1, 其他位置记为 0. 易知 EAij = pC(i)C(j) 及低

秩分解

EA = ΓPΓT, A = ΓPΓT + (A− EA). (5.2)

大致而言, 矩阵 Γ 扮演着与因子或载荷矩阵 (非标准化) 类似的角色, A− EA 类似于噪声项 (异质成

分). 由此可得示性矩阵 Γ将落入由 EA前 K 个特征向量张成的特征空间中,而且由于同个社群内成
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(a) (b)

图 7 两社群网络

员的可换性, EA的前 K 个特征向量只有 K 行不同的值.事实上,如果 P 非退化, Γ的列向量空间与

EA 的前 K 特征子空间是相同的.

上述讨论揭示了 Γ的列向量空间可以通过 A的前 K 个特征值 (按照绝对值由大到小排序)张成

的特征空间进行估计. 这是许多方法的基础 [133–135]. 为了找到 Γ 的相合估计, 需要做一个旋转, 但这

个旋转通常是未知的且比较难寻找. 作为替代, 步骤 2 经常使用聚类算法, 如 K-means 算法, 这是因

为 EA 的前 K 个特征向量只有 K 行不同的值. 将典型谱聚类算法总结如下 (见算法 5).

算法 5 社群发现的谱聚类算法

1. 由邻接矩阵 A 的前 K 个 (绝对值) 大的特征值对应的特征向量组成 n×K 阶矩阵 Γ̂.

2. 将 Γ̂ 中的每一行作为输入数据, 使用聚类算法 (如 K-means 聚类算法), 将数据分成 K 个组, 如此将 n 个成员分成

K 个社群.

上述谱方法还有很多不同的变型和改进型. 记 di =
∑
j ̸=i aij 为节点 i 的 “度”, 即节点 i 的连边

数量, D = diag(d1, . . . , dn) 为 “度” 矩阵. 定义 Laplace 矩阵, 对称标准化 Laplace 矩阵和随机游走标

准化 Laplace 矩阵如下:

L = D −A, Lsym = D−1/2LD−1/2, Lrw = D−1L. (5.3)

在算法 5 步骤 1 中的邻接矩阵 A 可被 (5.3) 中的任意一个 Laplace 矩阵代替. 步骤 2 里 Γ 的构造中,

对原始特征向量还有许多其他的改进. 例如, 将 Γ 的行向量投影到单位球面 [136], 计算基于特征值比

率的得分 [137] 等.

随机分块模型根据不同的应用场景也存在着许多变体. 混合社群模型被文献 [138] 提出以处理一

个成员属于多个社群的情形, 文献 [139] 引入了带度修正的随机分块模型来描述社群内成员间连接是

变化的情形.

定义 4 对任意节点 i ∈ [n], 令 πi 为该顶点所属社群的 K 维概率向量, πi(k) = P(i ∈ Ck), k ∈
[K]. θi > 0 表示节点 i 亲和力的异质性程度. 在带度修正的混合社群模型中, 假设

P(Akl = 1 | k ∈ Ci, l ∈ Cj) = θkθl pij , ∀ i, j, k, l, (5.4)
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且 0 6 θkθlpij 6 1. 因此, 在节点 k 和 l 中存在连接的概率为

P(Akl = 1) = θkθl

K∑
i=1

K∑
j=1

πk(i)πl(j)pij . (5.5)

当 θi = 1 且 πi 为节点 i 所属社群的示性向量时, 模型 (5.5) 退化成随机分块模型 (5.1). 若 {θi}
是变化的, πi 仍是节点 i 所属社群的示性函数, 则得到带度修正的随机分块模型

P(Akl = 1) = θkθlpij , k ∈ Ci, l ∈ Cj . (5.6)

回到一般模型 (5.5), 令 Θ = diag(θ1, . . . , θn), 则有

EA = ΘΠPΠTΘ, (5.7)

其中 Π 为 n ×K 维矩阵, πT
i 为其第 i 行. 因此, ΘΠ 落入 EA 前 K 个特征值对应特征向量所张成

的空间. 为了消除 Θ 的影响, 文献 [137] 先计算 A 的第 j (j 6 K) 与 1 列特征向量的比值, 然后对这

K − 1 列特征向量比值按行进行聚类, 从而得到社群的分类, 详情参见文献 [140] 关于社群分类的推断

问题.

5.2 矩阵填补

矩阵填补问题互联网时代有着广泛的应用, 最具代表性的例子是在网飞 (Netflix) 上的电影评分

问题: 当观众 i 看过电影 j 时, 就会给出该电影的一个评分, 并填写在评分矩阵的第 (i, j) 位置上, 否

则这个元素就是缺失的. 在网飞上有成千上万部电影以及上千万的观众, 它们所形成的庞大的评分

矩阵中有相当一部分都是缺失的. 矩阵填补的任务就是根据已有数据对这些缺失值进行填补, 从而

通过评分向观众推荐影片. 相似地还有书籍、音乐和电器等各种网购产品的推荐, 这些都是推荐系统

(recommender system) 中协同过滤的基础. 矩阵填补的另一个重要应用是针对词汇和文本矩阵: 将文

本集合中的词汇使用频率表示成一个矩阵, 将这些矩阵填补过后, 便可以以词频为特征, 对不同的文

本进行分类.

令 Θ 代表 n1 × n2 维真实的偏好矩阵, 其第 (i, j) 元素代表第 i 个观众对第 j 个电影的偏好. 实

际数据 X 只有一小部分可以被观测到, 所有被观测到的位置记录在坐标集 Ω 中, 这些观测数据还可

能存在噪声污染 (打分的不确定性), 假设观测数据服从模型:

Xij = θij + εij , 对 (i, j) ∈ Ω. (5.8)

不妨假设 εij 是独立同分布的 N(0, σ2) 随机变量. 进一步假设数据是随机缺失的, 即 Ω 是随机决定

的, 第 (i, j)个元素被观测到的概率是 p, 且与其他元素独立. 令 Iij 为独立同分布 Bernoulli随机变量,

成功概率为 p, 对观测数据进行建模 Ω = {(i, j) : Iij = 1}. 即使不存在噪声, 上述问题仍然是欠定的,

可行的解决方案是对 Θ 引入低秩假设, 即得到一种特殊的降秩回归 (reduced-rank regression),

min
Θ∈Rn1×n2

1

2
∥PΩ(X)− PΩ(Θ)∥2F , s.t. rank (Θ) = K, (5.9)

其中抽样算子 PΩ : Rn1×n2 → Rn1×n2 定义为 (PΩ(Θ))ij = θijIij . 由于非凸约束 rank (Θ) = K 的存

在, 通常考虑如下凸的惩罚最小二乘得到估计 Θ̂:∑
(i,j)∈Ω

(Xij − θij)
2 + λ ∥Θ∥∗ , (5.10)
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其中核范数惩罚是对低秩约束的一种松弛. 文献 [141] 证明了在低噪声情形下, 松弛优化问题的最优

解依大概率也是带秩约束的非凸优化问题的最优解. 文献 [142] 进一步建立了统计最优理论并给出了

推断方法.

低秩假设可以更好地通过因子模型来理解, 以电影评分为例, 每部电影有一系列公共特征 (因子),

每个观众对这些特征有不同的偏好再加上基于个人品味的一些得分. 这就形成了因子模型 (2.11) 和

(5.8) 中的低秩矩阵 Θ, 即 θij = bTi fj , fj ∈ RK 是第 j 件商品所具有的特征, bi ∈ RK 是第 i 个用户的

偏好. 与之前不同的是, 这里只观测到因子模型中的一小部分数据. 现在从谱方法的角度提供一个快

速解法. 首先, 通过逆概率加权填补出一个完整的数据矩阵:

Y =
XijI(i,j)∈Ω

p̂
, (5.11)

其中 p̂ 是观测到的数据所占的比例. 当观测足够多时, p̂ 则为 p 的精确估计. 忽略 p 的估计误差, 得到

低秩矩阵:

EY = Θ.

这为我们提供了如下谱方法: 假定 Θ 的秩已知为 K, 令

Y =

min(n1,n2)∑
i=1

λiuiv
T
i

为其奇异值分解, 给出谱估计如下:

Θ̂ =

K∑
i=1

λiuiv
T
i . (5.12)

文献 [96] 建立了该方法的逐元素估计最大误差上界, 并证明了在 Frobenius 范数意义下其复原的收敛

速率达到对数最优 [143].

5.3 排序问题

排序是一个古老的问题, 最早可追溯至 17 世纪. 相比起同时对多个个体排序, 人们往往更擅长对

两个个体进行比较. 因此, 一个重要的任务便是通过对 K 个个体两两比较对他们进行排序. 类似的排

序问题在很多领域存在应用, 如网页检索 [144]、推荐系统 [145] 和体育竞赛 [146] 等.

如何通过统计方法达到上述目标呢? 假设个体 i 存在潜在分数 w∗
i > 0, 那么对任意的一对个体

(i, j), 有

P(个体 j 优于个体 i) =
w∗
j

w∗
i + w∗

j

. (5.13)

该模型被称为 Bradley-Terry-Luce 模型 [147,148]. 因此, 我们的目标就是估计潜在分数 w∗ = (w∗
1 , . . . ,

w∗
n), 并通过这种偏好得分来对个体进行排序. 由于 w∗ 放缩常数倍都可以被识别, 所以假定它为概率

向量. 文献 [149] 提出了用 MM (minorization-maximization) 算法来拟合 Bradlye-Terry-Luce 模型.

事实上, 并不是所有配对比较都是可观测的, 可比较的只有一小部分. 引入图结构 G, 其顶点和连
边用来表示两个个体是否进行了两两比较 (如图 8 所示), 令 E 作为图 G 的连边集合. 对 (i, j) ∈ E , 得
到 Lij 个独立比较结果:

Y
(l)
ij ind.

∼
Bernoulli

(
w∗
j

w∗
i + w∗

j

)
, 1 6 l 6 Lij . (5.14)
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图 8 前 K 名比较图. 每两个点之间都会比较 Lij 次

令 p̂ij 表示第 j 个个体优于第 i 个个体的概率估计. 为了理论研究, 假定图 G 是 Erdös-Rényi 图模型

的一个现实.

一个简单的排序方法是计算所有逊于个体 i 的总比率 p̂i, 再根据 {p̂i}ni=1 进行排序. 该方法忽略

了其他竞争对手的次序, 在概率模型框架下, 一个自然的方法便是极大似然. 给定图 G, 观测数据的似
然函数为一系列 Bernoulli 概率的乘积:

L(w) =
∏

(i,j)∈E

(
w∗
j

w∗
i + w∗

j

)Lij p̂ij( w∗
i

w∗
i + w∗

j

)Lij(1−p̂ij)

,

对数似然函数如下:

ℓ(w) =
∑

(i,j)∈E

Lij p̂ij log

(
wj

wi + wj

)
+ Lij(1− p̂ij) log

(
wi

wi + wj

)
. (5.15)

令 θi = logwi 产生某种类似逻辑回归的模型且对数似然函数是凸函数. 在高维情形时, 也可以通过正

则项对似然函数进行惩罚:

∑
(i,j)∈E

[Lij p̂ijθj + Lij(1− p̂ij)θi − Lij log(exp(θi) + exp(θj))] + λ
n∑
i=1

θ2i . (5.16)

下面介绍谱排序法 (也称为秩中心化方法, 见算法 6). 不失一般性, 假定 w∗ 为标准化概率向量, 目标

算法 6 Top-K 谱排序算法 (秩中心化算法)

1. 输入对比图 G, 充分统计量 {p̂ij , (i, j) ∈ E} 和标准化因子 d;

2. 如 (5.19) 定义概率转移矩阵 P̂ = (P̂i,j)16i,j6n;

3. 计算 P 的第一左特征向量 ŵ;

4. 输出 ŵ 中最大的 K 个分量对应的个体.
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是从图 G 构建一个 Markov 链, 使得 w∗ 为此 Markov 链的不变分布 (也称为稳定分布). 定义转移矩

阵 P ∗ 为

p∗ij =



1

d

w∗
j

w∗
i + w∗

j

, 若 (i, j) ∈ E ,

1− 1

d

∑
k:(i,k)∈E

w∗
k

w∗
i + w∗

k

, 若 i = j,

0, 否则,

(5.17)

其中 d为参数,当 d足够大 (例如,最大的度)使得对角元素非负时,矩阵 P ∗ 是转移概率矩阵,即每行

加和为 1. 这个 Markov 链倾向于转移到分数更高的状态, 容易验证转移矩阵 P ∗ 存在如下具体均衡:

w∗
i P

∗
i,j = w∗

jP
∗
j,i, ∀ (i, j).

因此,

n∑
i=1

w∗
i P

∗
i,j = w∗

j

n∑
i=1

P ∗
j,i = w∗

j

用矩阵归纳为

w∗TP ∗ = w∗T. (5.18)

换句话说, w∗ 是 P ∗ 的左特征向量, 对应特征值为 1, 也是转移矩阵为 P ∗ 的 Markov 链的稳定分布.

谱方法中, 使用转移矩阵的样本估计 P̂ 替代未知的转移矩阵, 估计方法如下:

P̂ij =



1

d
p̂i,j , 若 (i, j) ∈ E ,

1− 1

d

∑
k:(i,k)∈E

p̂i,k, 若 i = j,

0, 否则.

(5.19)

如果 d > dmax (图中最大的度), 那么 P̂ 为转移矩阵. 在实际应用中, 通常取 d = 2dmax.

文献 [150] 建立了谱估计 ŵ 的 L2 收敛速度. 文献 [142] 对其结果进行了优化并大大降低了逐项

估计的最大误差, 因此可以同时获得谱方法和正则化极大似然方法模型选择的相合性. 此时, 抽样复

杂度达到了文献 [151] 给出的信息量下界, 具体内容可以参见文献 [142,150]. 特别地, 后者还给出了该

领域近期研究进展的综述.

5.4 高斯混合模型

作为谱方法应用于非凸优化问题的典型例子, 考虑高斯混合模型

x ∼ w1N(µ1, σ
2
1Ip) + · · ·+ wKN(µK , σ2

KIp), (5.20)

其中 {wk,µk, σ2
k}Kk=1 为未知参数. 由于随机样本 {xi}ni=1 的似然函数是非凸的, 这给计算其极大似然

估计带来了极大的挑战, 选取一个性质良好的初值是解决这类问题的关键.

主成分分析可以帮助我们找到一个较好的非凸优化问题初始值.事实上,文献 [152]中的经典结果

告诉我们, 对于有限维参数问题, 如果初始估计是
√
n-相合的, 则一步 Newton-Raphson 迭代给出的结

果统计意义就足够好. 换句话说, 优化误差 (与全局最优解的距离) 是统计误差 (估计量的标准差) 的

低阶无穷小, 继续迭代只能提高优化误差, 详情参见文献 [153].
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矩方法是一种有效寻找
√
n-相合估计的简单方法. 对于混合模型 (5.20), 一、二阶矩为

Ex =
K∑
i=1

wk µk, E[x⊗ x] =
K∑
i=1

wk µk ⊗ µk + σ2
wIp, (5.21)

其中 ⊗表示 Kronecker乘积, σ2
w =

∑K
i=1 wkσ

2
k 表示加权平均方差. 因此,由 {µk}pk=1 张成的列 (向量)

空间与前 K 个主成分对应的特征空间相同, 并且 σ2
w 是 E[x⊗ x] 的最小特征值.

为了进一步确定旋转方式,文献 [154]提出了三阶张量法. 假设 {µk}Kk=1 是线性无关的,且 wk > 0,

k ∈ [K], 使得问题非退化, 则 σ2
w 是 Σ = Cov(x) 的最小特征值. 再令 v 是 Σ 的任意的对应特征值 σ2

w

的特征向量, 定义

M1 = E[(vT(x− Ex))2x] ∈ Rp,

M2 = E[x⊗ x]− σ2
wIp ∈ Rp×p,

M3 = E[x⊗ x⊗ x]−
p∑
j=1

∑
cyc

M1 ⊗ ej ⊗ ej ∈ Rp×p×p,

其中 ∑
cyc

a⊗ b⊗ c := a⊗ b⊗ c+ b⊗ c⊗ a+ c⊗ a⊗ b,

ej 为第 j 个位置为 1 的单位向量. 文献 [154] 证明了

M1 =

K∑
k=1

wkσ
2
kµk,

M2 =
K∑
k=1

wkµk ⊗ µk,

M3 =
K∑
k=1

wkµk ⊗ µk ⊗ µk.

(5.22)

{Mi}3i=1 可由矩估计得到,剩下就是从 (5.22)中反解出参数. 文献 [154,155]提出了一种稳健张量幂方

法 (robust tensor power method), 主要思想类似于计算主成分的幂迭代法, 通过M2 正交化M3 中的

{µk}, 再利用幂方法计算张量分解.

若M2 = UDUT 为M2 的谱分解, 记

W = UD−1/2 ∈ Rp×K , µ̃k =
√
wkW

Tµk ∈ RK . (5.23)

注意到 W 是M
1/2
2 的广义逆, 故有 WTM2W = IK , 代入 (5.22) 中可得

WTM2W =

K∑
i=1

wkW
Tµkµ

T
kW =

K∑
i=1

µ̃kµ̃
T
k = IK .

因此, {µ̃k}Kk=1 是标准正交的且

µk = UD1/2 µ̃k√
wk

. (5.24)
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将二次型 WTM2W 记成M2(W ,W ),

M2(W ,W ) =
K∑
k=1

wk(W
Tµk)

⊗2 ∈ RK×K ,

其中 a⊗2 = a⊗ a. 类似定义

M̃3 := M3(W ,W ,W ) :=
K∑
k=1

wk(W
Tµk)

⊗3 =
K∑
k=1

1
√
wk

µ̃⊗3
k ∈ RK×K×K , (5.25)

其中 a⊗3 = a ⊗ a ⊗ a. 因此, M̃3 存在一个类似对称矩阵谱分解的正交张量分解, 且其能通过幂方法

快速计算. 可以验证

M̃3 = E[(WTx)⊗3]−
p∑
j=1

∑
cyc

(WTM1)⊗ (WTej)⊗ (WTej), (5.26)

这是 (5.22) 经过旋转后的形式.

至此, 估计方法已经明了. 首先, 使用矩方法通过 (5.26) 估计 M̃3, 再通过张量幂方法 [155] 找到

(5.25) 中的 {µ̃k} 的正交张量分解和对应的特征值 {1/√wk}Kk=1. 在此过程中, 我们将原问题从 p-维转

化为 K-维, 通过 (5.23) 和 (5.24) 计算 µk 的估计 (见算法 7).

算法 7 混合高斯模型参数估计的张量幂算法

1. 计算样本协方差矩阵和它的最小特征值 σ̂2
w 及对应的特征向量 v̂;

2. 通过 x 的经验矩、̂v 和 σ̂2
w 得到估计 M̂1 和 M̂2;

3. 计算谱分解 M̂2 = ÛD̂ÛT 和 Ŵ = ÛD̂−1/2, 将估计 ŴTX、Ŵ 和 M̂1 代入 (5.26) 得到 M̃3 的估计 M̂3;

4. 对 M̂3 应用稳健张量幂方法得到 {̂̃µk}Kk=1 和 {ŵk}Kk=1;

5. 计算 µ̂k = ÛD̂1/2 ̂̃µk/
√
ŵk, 求解线性方差组 M̂1 =

∑K
k=1 ŵkσ̂

2
kµ̂k 得到 {σ̂k}Kk=1.

算法 7 中样本协方差阵也可替换成样本二阶矩矩阵 n−1
∑n
i=1 xix

T
i . 由 (5.21) 和 (5.22) 可知,

Ex⊗ x = M2 + σ2
wIp = UDUT + σ2

wIp,

其前 K 个特征值为 {d1 + σ2
w, . . . , dK + σ2

w}, 剩下的 p − K 个特征值为 σ2
w. 前 K 个特征向量落在

{µk}Kk=1 张成的空间中. 令 v 为 E[x⊗x]的最小特征值对应的特征向量, µT
k v = 0, k ∈ [K]. 由总体协

方差 Σ = E[x⊗ x]− (Ex)⊗ (Ex) 可得

Σv = σ2
wv − (Ex)(Ex)Tv = σ2

wv.

因此, σ2
w 是 Σ 的特征值, v 是对应的特征向量, σ2

w 是最小特征值.

至此, 上述内容提供了一个如何用谱方法来获得有效初始估计的思路. 文献 [155] 使用张量方法

解决了一系列统计学习问题, 特别对于之前提到的异方差球形高斯混合问题, 引入了隐 Markov 模型

(Markov 和隐 Dirichlet 分配模型, 也称为三层 Bayes 概率模型) 来解决问题. 文献 [156] 则将张量方法

用于学习混合广义线性模型.
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High-dimensional factor model and its applications to statistical
machine learning

Zhao Chen, Jianqing Fan & Christina Dan Wang

Abstract This paper reviews the recent developments on factor model and its applications to statistical ma-
chine learning. The factor model reduces the dimensionality of variables, and provides a low-rank plus sparse
structure for the high-dimensional covariance matrices. Therefore, it attracts much attention in high-dimensional
data analysis, and has been widely applied in many fields of sciences, engineering, humanities and social sciences,
including economics, finance, genomics, neuroscience, machine learning, and so on. We elaborate how to use prin-
cipal component analysis method to extract latent factors, estimate their associated factor loadings, idiosyncratic
components, and their associated covariance matrices. These methods have been proven to effectively cope with
the challenges of big data, such as high dimensionality, strong dependence, heavy-tailed variables, and heterogene-
ity. In addition, we also focus on the role of the factor model in dealing with high-dimensional statistical learning
problems such as covariance matrix estimation, model selection, multiple testing, and prediction. Finally, we
illustrate the innate relationships between factor models and modern machine learning problems through several
applications, including network analysis, matrix completion, ranking, and mixture models.
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