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摘要 本文综述航空发动机中的流固耦合动力学模型及其建模方法和理论分析结果. 首先, 基于振动

力学中的旋转薄壁梁板壳叶片振动的非线性动力学模型、发动机叶片的实际几何结构以及在高压绕

流场中的高速旋转等实际应用特征,基于 Hamilton原理与热力学第二定律,推导并重构一些航空发动

机旋转叶片振动动力学非线性流固耦合偏微分方程模型. 然后, 给出具有移动界面的一类非线性不可

压流固耦合模型的一些理论分析结果.

关键词 航空发动机 旋转叶片振动 非线性流固耦合动力学模型 移动界面

MSC (2020) 主题分类 35Q30, 74F10, 76D03, 76D05, 35M10

1 引言

航空发动机被誉为 “工业皇冠上的明珠”, 是飞机的核心部件和动力装置, 也是航空技术发展的重

要推手和国家综合实力体现的重要标志之一.现今,航空飞行器主要以装配涡轮发动机为主,涡轮发动

机又分为涡轮喷气发动机、涡轮风扇发动机、涡轮螺旋桨发动机和涡轮轴发动机 (参见文献 [67]). 在

这 4 种发动机中, 涡轮喷气发动机是现今应用最为广泛的航空发动机. 在涡轮喷气发动机中, 空气经

过进气管整流后进入压气机, 压气机经过高速旋转的叶片对空气做功压缩以提高空气的压力, 高压气

体在燃烧室与燃油混合燃烧, 形成高温高压的燃气, 燃气通过涡轮旋转带动压气机并高速喷出产生推

力. 在涡轮喷气发动机中, 叶片根据功能不同可分为风扇叶片、压气机叶片和涡轮叶片, 其中风扇叶

片、压气机叶片作为前端叶片由于不受到高温影响属于冷端部件, 一般由钛合金和高温合金等材料制

成, 而涡轮叶片处于燃烧室后端属于热端部件, 一般由高温合金、钛铝合金或定向结晶和单晶材料制
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成. 风扇叶片将进入发动机的空气进行初步压缩, 压缩后的气体分为两路, 一路进入内涵道进行继续

压缩, 另一路进入外涵道直接高速排出, 产生部分推力. 压气机叶片可分为转子叶片 (压气叶片) 和静

子叶片 (整流叶片), 涡轮叶片可以分为涡轮工作叶片和涡轮导向叶片.

当前, 国家重大需求和经济社会建设中的应用基础研究已经越来越受到重视, 特别是国家安全中

的许多应用基础问题已经成为国家重大战略研究计划中的关键科学问题.国家的大飞机计划和空天发

展计划作为国家重大战略研究计划之一, 其核心技术是航空发动机技术. 目前我国还缺少航空发动机

这一领域的核心创新技术, 特别缺少自主知识产权的核心技术. 然而, 毫无疑问, 航空发动机技术在国

防工业、航空航天、空间发展以及民用工业方面应用广泛. 例如, 我国的跨空域、跨速域的跨域变构智

能飞行器即 “一小时左右全球抵达高速民航和航班化天地往返运输”国家重大研发计划 1) 和中国的商

用大飞机 C919-929 计划等航空航天领域内的重大革命性进展大多与发动机技术的进步与突破密切相

关. 但由于发动机工程是一个系统的复杂工程, 理论技术研究相当困难. 目前, 研究新型大推重比、高

转速、高负荷、高效率和轻量化的航空发动机是现代航空工业中大飞机计划的关键技术. 同时, 在航

空发动机中, 作为重要核心部件的高速旋转叶片如风扇叶片、压气机叶片和涡轮叶片等在航空工程和

机械工程中应用广泛, 而且发动机正是依靠着众多叶片完成气体的压缩和膨胀进而产生强大的推力.

根据调查结论 [67], 航空发动机中振动故障占发动机总故障的 60% 以上, 而叶片的振动故障占振动故

障的 70%以上,因此,叶片的抗疲劳性是材料科学和航空发动机科学关心的重要问题.同时,航空发动

机压气机叶片工作环境复杂恶劣, 其经常会受到复杂气流的气动力、非线性冲击力和压力甚至高温梯

度的影响, 如空客 380 装配的 TrentXWB 发动机中的涡轮工作温度可以高达 1700◦C, 进而导致叶片

的弹性变形. 由于高速旋转叶片严重的几何非线性气流分离特性, 被设计为带预扭转角和预安装角的

叶型叶片几何结构极其复杂. 当航空航天飞行器高变速运行时会产生剧烈变化的风载荷, 在风载荷的

作用下, 航空发动机中的叶片会随之发生变形和剧烈的振动, 同时叶片的形变和振动也会影响风载荷

的分布和大小. 此外, 高速旋转叶片所受载荷表现为不稳定超音速气流和变转速情形下的高速旋转离

心率, 产生亚谐和超谐共振、振幅跳跃甚至混沌运动等复杂的非线性动力学行为 (参见文献 [133]). 而

大振幅的非线性共振和无规律的混沌运动极易引起叶片的疲劳和断裂等严重的失效行为,导致飞行事

故甚至机毁人亡重大事故. 因此, 建立合理的叶片振动形变动力学模型并能准确地预测其振动特性和

其他复杂的非线性动力学现象, 准确地预测叶片的疲劳寿命, 精确地刻画众多数量的叶片所承受的气

动力、热负荷、抗弯曲形变以及共振和颤振等载荷, 对现代高速航空飞行器的安全可靠性之重要性是

不言而喻的. 正因如此, 此领域成为力学、热力学、航空学、材料、数学和计算流体力学等多学科研究

的热点问题之一, 特别地, 此研究中出现了很多挑战性的理论和应用数学基础研究问题—流固耦合偏

微分方程问题.

流固耦合问题主要研究可移动或可变形固体结构与内部或周围流体或气体的相互作用,是最普遍

和最具挑战性的多物理场耦合问题之一, 其应用广泛, 除了用于航空航天, 还应用于地质采油工程、海

岸海洋工程、血液动力学以及人工心脏等 (参见文献 [74, 134, 138]). 它涉及流体模型和固体模型通过

边界进行非线性动力学耦合,特别是复杂的发动机叶片由于它们的复杂几何结构导致的非线性动力学

混沌行为,叶片周边的绕流如何与叶片表面进行非线性耦合或者说固体与流体的界面运动的条件如何

刻画在力学上特别是对于一类新型的弹性叶片材料来说都是未知的. 这是推导模型时必须要解决的困

难问题.

航空发动机技术中最重要的技术之一自然当属发动机叶片振动问题.航空发动机叶片振动动力学

1) 2023–2024 年度国家自然科学基金项目指南.
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问题是典型的非线性偏微分方程流固耦合模型问题.目前该问题的研究已经成为国家的重大战略计划,

也是非线性发展偏微分方程领域理论研究与计算研究的核心问题之一.

航空发动机叶片振动动力学问题是典型的弹性材料在高压流体中的高速运转流固耦合模型,是复

杂的非线性偏微分方程模型问题[74],它们通常是复杂的可压或不可压流体动力学方程[75,126,128,131,136]

和弹性材料的振动力学方程 [21, 104,109] 的耦合方程组, 其中涉及高温高压环境下高速运转与叶片的几

何结构以及叶型扭转角安装问题.其中的数学模型主要包括两类,一类是带自由界面的流固耦合模型的

自由界面运动问题, 另一类是连续的流固耦合偏微分方程相变模型. 由于叶片的复杂非线性混沌动力

学行为和气流分离现象,上述两类模型的构建非常复杂. 目前, 很多研究都进行了简化 (大多简化为一

维问题, 特别高速运转下, 模型未考虑温度对叶片的影响等). 对于第一类流固耦合模型或者其简约模

型,已经有了一些进展,目前主要集中在振动力学方程的理论研究 (参见文献 [72,93,102,122,123,125]),

以及力学领域中将叶片简化为 Euler-Bernoulli 旋转薄壁梁, 并基于活塞原理 (将气流对叶片的作用力

通过活塞原理计算给出) 和 Hamilton 原理建立振动动力学模型进行数值计算与数值模拟, 进而分析

相应的混沌分岔动力学现象 (参见文献 [7,9,30,35,40,62,83,86,120,129]). 对于三维板和壳固体在高温

高压流体中的高速运转运动模型, 还没有任何理论研究结果, 甚至对于一些先进的新型材料, 不知道

其物理背景及其相应数学模型的提法, 如界面运动的合理条件如何提, 导致模型构建上还没有任何结

果. 对于相关的流体动力学模型的自由边值问题, 参见文献 [26, 59, 87, 95, 139] 及其引用的国内外相关

参考文献.

本文针对力学领域高速旋转叶片在复杂环境下的运动问题, 运用偏微分方程理论进行理论、建模

和应用分析,即针对力学领域中高速旋转叶片在复杂的高压甚至高温环境下的非线性混沌振动动力学

行为进行数学建模与理论分析, 为将来数值模型、高效仿真与可视化技术提供理论支撑. 本文在经典

的流固耦合偏微分方程模型的研究基础上,提出并总述一些合理的流固耦合偏微分方程模型进行模型

重构, 开展理论分析并探索航空发动机中的应用问题. 特别地, 基于力学中叶片振动的梁模型使用热

力学基本定律给出梁板壳与流体耦合的一些基本模型,提出高速运转的三维几何体弹性叶片在高温高

压流体中的运动模型, 探讨流体和固体如何在界面耦合的问题, 并从数学理论上提出界面运动的条件.

2 航空发动机旋转叶片振动物理问题与数学建模思想理论

2.1 物理问题与数学建模思想

针对高速旋转叶片在复杂环境下的动力学问题, 一个基本的物理问题是: 复杂环境下的弹性形变

体叶片在高压、高温气体中高速旋转, 如何研究叶片的运动规律以及如何分析叶片的非线性振动动力

学行为? 数学上, 我们归纳为流固耦合偏微分方程问题—研究高速运转的三维几何弹性体在非等熵流

体中的运动规律. 这是一个流 (气) 固耦合问题或气热固耦合问题.

正像引言中介绍过的, 航空发动机叶片振动过程是复杂的, 叶片是飞行运动中的叶片且其周边环

境复杂, 同时自身在高速旋转且发生弹性形变, 因此航空发动机叶片建模过程也是非常复杂的. 但本

质上, 叶片数学建模的获得主要基于热力学第二定律、动量守恒原理和 Hamilton原理. 下面介绍这种

建模的基本思想.

2.1.1 基于质量守恒的一般弹性体模型

弹性体泛指在除去外力后能恢复原状的物体. 当航空航天飞行器变速飞行时, 发动机叶片会发生
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相应的形变, 当飞行器静止后, 叶片慢慢恢复原状, 因此, 工程上大量利用弹性体模拟飞行器叶片形变

的问题.

弹性力学的 5 个基本假设如下: 物质连续性假设、均匀性假设、力学特性各向同性假设、线弹性

假设和小变形假设. 基于这 5 个假设, 通过动量守恒原理给出一般弹性体模型. 建立适当的直角坐标

系 x, y 和 z, 记 z 轴与弹性体的交点为坐标原点 O. 假设 σxx, σyy, σzz, σxy, σyz 和 σzx 为弹性体内任

一点的应力, η 表示弹性体内任一点的位移, f = (fx, fy, fz) 表示弹性体在任一点受到的外力, 由坐标

轴 x, y 和 z 三方向受力平衡原理可构建如下三方向的平衡方程:

∂σxx

∂x
+

∂σxy

∂y
+

∂σzx

∂z
+ fx = 0,

∂σxy

∂x
+

∂σyy

∂y
+

∂σyz

∂z
+ fy = 0,

∂σzx

∂x
+

∂σyz

∂y
+

∂σzz

∂z
+ fz = 0.

(2.1)

不妨引入应力应变张量

σ =


σxx σxy σzx

σxy σyy σyz

σzx σyz σzz

 ,

于是弹性体平衡方程 (2.1) 可改写为

∇ · σ + f = 0.

更进一步地, 可得发展型弹性体方程

∂2η

∂t2
= ∇ · σ + f. (2.2)

注意应力本构方程依赖于材料的特性, 一般基于材料学的特性给出, 甚至为了做出新材料需要反演其

应力应变本构矩阵. 对于经典的 St. Venant-Kirchhoff 材料, 其本构关系由一阶 Piola-Kirchhoff 应力

张量

σ = 2µFε+ λ(Trε)F

给出, 其中 F = I +∇η 是变形梯度张量, ε = FTF−I
2 是 Green-Lagrange 型张力张量, µ 和 λ 是 Lamé

系数.

模型 (2.2) 能够描述发动机静子叶片的变形, 但对于旋转转子叶片还需对其修正以体现旋转因素

(参见文献 [130]). 为了简单起见,下面假设应力应变张量 σ = Fε,弹性体沿 z 轴以旋转角速度 R(θ(t))

旋转, 此时旋转矩阵为

R(θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

弹性体上任一点 x 的位移 η 包含形变位移 ηs 和旋转位移, 两者之间的关系如下:

η = R(x+ ηs)− x = (R− I)x+Rηs,
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其中

ηs = RTη − (I −RT)x. (2.3)

此时, 变形梯度矩阵 F = R(I + ∇ηs). 由于变形梯度矩阵 ∇ηs 非常小, 可取线性部分近似表示应力

张量

σ =
1

2
F (FTF − I)

=
1

2
R(I +∇ηs)((I +∇ηs)

TRTR(I +∇ηs)− I)

=
1

2
R(I +∇ηs)((I +∇ηs)

T(I +∇ηs)− I)

≈
1

2
R(∇ηs + (∇ηs)

T). (2.4)

记 ϵ(η) = 1
2 (∇η +∇(η)T), 并将 (2.3) 代入方程 (2.4), 可得

σ = Rϵ(RTη) +Rϵ((I −RT)x). (2.5)

将 (2.5) 代入方程 (2.2), 可得旋转弹性体方程为

∂2η

∂t2
= ∇ · (Rϵ(RTη)) +∇ · (Rϵ((I −RT)x)) + f. (2.6)

2.1.2 基于 Hamilton 原理的非线性 Euler-Bernoulli 方程模型

基于弹性体方程可以建立发动机叶片的振动动力学模型. 目前力学研究者和工程人员多采用薄壁

梁、薄板、薄壳来简化模拟叶片. 对薄壁梁振动的研究可以归纳为以下 3 种情形 (参见文献 [8]):

(1) 在某些先验横截面变形的假设条件下, 得到一维叶片振动控制方程;

(2) 利用叶片一维连续体理论, 获得叶片的横截面性质, 进而得到叶片振动控制方程 [65];

(3) 从三维弹性理论出发, 得到严格简化的薄壁梁控制方程.

虽然第一种研究方法有一定的缺陷 (仅考虑叶片横截面上的振动),但它仍然是现阶段最广泛的研

究手段 (参见文献 [137]). 为了便于理解,在此仅以横截面上一个方向上振动为例,推导薄壁梁方程,以

此描述发动机中静子叶片的振动.

假设两端固定的薄壁梁长度为 l, h 为梁的壁厚, 梁截面长和宽分别为 a1 和 b1, 预扭角和预安装

角为 θ(x), u, v 和 w 分别表示横截面上 z, y 和 x 方向上的位移. 并假设 (1) 梁是各向同性的, 它的横

截面是矩形且所有几何平面尺寸保持不变; (2) h 远远小于曲率半径 r; (3) 忽略截面的横向剪切效应;

(4) 在应变 - 位移关系中, 忽略位移 v 和 w 的影响.

根据 Hamilton 原理可推导出静子叶片梁方程∫ t2

t1

(δK − δU + δW )dt = 0, δu = 0 在 t = t1, t2, (2.7)

其中 K 和 U 分别表示动能和应变能, W 为外力做的功, δ 为变分算子.

动能

δK =

∫
τ

ρutδutdτ = −ρA

∫ l

0

uttδudx, (2.8)
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其中 ρ 为梁的密度, A 为截面的面积, dτ 为面积元.

外力做功 由一阶活塞原理 [3] 可推导出压力满足

P = C∞ρ∞

(
∂up

∂t
+ Uzp

∂up

∂x

)
, (2.9)

其中 Uzp = U∞ sin θ, U∞ 表示自由气流的速度, ρ∞ 和 C∞ 分别表示密度和声速, up = u cos θ. 进而得

到单位轴向外力

p(u) = −a1P cos θ = −C∞ρ∞a1 cos
2 θ(ut + U∞ sin θux). (2.10)

最终, 受扰气体压力的功为

δW =

∫ l

0

p(u)δudx. (2.11)

应变能 利用假设 (4), 位移场 [92] 描述为

Dx = −ux

(
y(s) + n

dz

ds

)
, Dy = u(x, t), Dz = v(x, t), (2.12)

其中 (x, n, s) 为梁截面的曲线坐标系.

基于假设 (4), 位移 - 应变关系可表示

εxx =
∂Dx

∂x
+

1

2

(
∂Dy

∂x

)2

=
1

2
u2
x − uxxy(s) + nuxx

dz

ds
. (2.13)

借助热弹性本构律, 轴向应力为 σxx = Eεxx, 其中 E 为杨氏模量.

最终, 推导出

δU = E

∫ l

0

∮ ∫ h
2

−h
2

εxxδεxxdndsdx

= ρA

{∫ l

0

(−b(u3
x)x + (auxx)xx)dx

}
δu+ ρĀauxxδux|l0 + ρĀ{bu3

x − (auxx)xδu}|l0, (2.14)

其中

a = a(x) =
Eh

Āρ

∮ (
h2

12

(
dz

ds

)2

+ y2
)
ds, b =

E

2ρ
.

将 (2.8)、(2.11) 和 (2.14) 代入 (2.7), 可得如下固支边界条件下的梁方程:

utt + (a(x)uxx)xx − b(u3
x)x = p(u), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ), (2.15)

u(0, t) = ux(0, t) = u(l, t) = ux(l, t) = 0, t ∈ (0, T ), (2.16)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, l). (2.17)

方程 (2.15) 为非线性 Euler-Bernoulli 方程, 相关研究参见文献 [60, 61].

力学上, Librescu团队研究了零扭转角情形下薄壁梁的振动问题,并推导出相应的控制方程 (参见

文献 [4,93,102,108,118,119]). 例如, 文献 [108,118] 在假设截面在其自身平面内为刚性的情形下, 改进
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和完善了截面为封闭或开放结构的薄壁梁理论,并在考虑组成薄壁梁材料的各向异性以及横向剪切效

应、一次和二次翘曲等情形下,推导出了相应的控制方程. 文献 [119]引入了旋转坐标系,考虑了离心力

和 Coriolis力对叶片振动的影响. Kaya和 Ozdemir Ozgumus [76] 在假设叶片恒定转速和零扭转角的条

件下, 对闭合截面的复合 Timoshenko 梁的自由振动进行了分析, 推导了其控制方程, 并通过数值方法

研究了不同长细比对固有频率的影响. Sina等 [117] 利用 Librescu的研究方法推导了旋转锥形薄壁复合

Timoshenko横梁的控制方程,通过数值方法讨论了锥度和长细比对固有频率和振型的影响. Li等 [91]在

Euler-Bernoulli梁理论、各向同性材料和考虑了翘曲刚度影响的前提下,研究了开放、单对称截面薄壁

梁的动力行为,以及轴向力和翘曲刚度对耦合弯曲扭转及固有频率的影响. Arvin和 Bakhtiari-Nejad [2]

对非线性旋转薄壁梁进行了研究,采用多时间尺度法、非线性理论以及 Von-Karmans应变位移原理,建

立了 Timoshenko 横梁的旋转模型. Ghorashi [51] 利用文献 [24] 中所阐述的变分渐近方法, 建立了旋转

薄壁 Euler-Bernoulli 梁的非线性模型. 对于有一定预扭转角和安装角的叶片振动问题, 文献 [85] 推导

了旋转梁的自由振动控制方程,研究了叶片预扭转角和安装角对系统前两个固有频率的影响;文献 [50]

利用 Hamilton原理推导出了一种旋转 Timoshenko梁的运动方程,其控制方程是耦合的非线性偏微分

方程组. 目前国内研究具有预扭转角和安装角的非线性旋转薄壁梁的研究成果可参见文献 [133, 140–

142]. 在模型分析的基础上, 很多科研工作者也采用有限元方法对薄壁梁进行了研究. 例如, 文献 [1]

利用有限元方法研究了开口截面和闭口截面的薄壁梁, 拓展了薄壁梁的广义 Vlasov 理论; Stoykov 和

Ribeiro [121] 采用 P 型有限元方法研究了旋转薄壁梁的几何非线性三维模型; 其他利用有限元方法研

究旋转薄壁梁的研究成果可参见文献 [71, 97,104,105,135].

2.1.3 基于质量守恒、动量守恒和热力学第二定律的流固耦合模型

一般而言, 航空发动机内叶片周边的绕流环境是非常复杂的, 叶片所处的流场可以用基本的流体

力学方程组或燃烧模型来模拟. 这里假设叶片周边是通常的流体或燃烧气体. 这一假设至少对民用

飞机发动机而言是合理的. 基于经典流体力学理论和经典流体模型的推导过程可知, 不可压 Navier-

Stokes/Euler/Boussinesq/MHD (magnetohydrodynamics)方程、等熵或非等熵可压 Navier-Stokes/Euler

/MHD 方程等基本的流体模型可以被用来模拟旋转叶片尤其是低速旋转叶片的振动问题, 例如, 不可

压 Boussinesq-MHD 方程 [127]

ut + u · ∇u−∆u+∇p = B · ∇B + ρe,

ρt +∇ · u · ∇ρ = ν∆ρ,

Bt + u · ∇B = B · ∇u,

∇ ·B = 0,

(2.18)

其中 u, p 和 ρ 分布表示流体的速度、压力和密度, B 表示磁场强度. 模型 (2.18) 刻画磁性材料叶片在

非均匀流场及地球磁场影响下的振动问题. 由于这些模型是经典的, 我们不再一一列出. 我们也指出,

燃烧气体目前研究相对较少, 需要考虑多相流多尺度燃烧问题和湍流模型, 几乎没有相关的燃烧数学

模型来刻画叶片在高压燃气中的振动问题.这是我们现在正在考虑的建模问题.当然,这里也涉及其他

不与固体耦合的燃烧数学模型, 如出气口气流的两相流模型、点火燃油的雾化蒸发与掺混数学模型和

航空燃煤的化学反应动力学模型等.

作为应用之一, 我们推导一个在非等熵流体中旋转的薄壁板的振动动力学模型. 由于叶片界面

上绕流的复杂性, 为了简单, 假设作用在叶片上的流体用非等熵的带热扩散的可压 Euler 方程 (使用
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Euler 坐标系) 来刻画, 叶片使用带厚度的薄壁板方程 (使用 Lagrange 坐标系) 来刻画, 基于总能量

W (t) = W f (t) +W s(t) 来推导这一流固耦合模型, 这里 W f (t) 和 W s(t) 分别是流体的总能量和弹性

叶片的总能量 (动能、势能和热能):

W f (t) =

∫
Ωf (t)

[
1

2
ρf |uf |2 +R(1− ρf + ρf ln ρf ) + cvρ

f (θf − ln θf − 1)

]
(t, x̂)dx̂

和

W s(t) =

∫
Ωs

0

1

2
[|ηst |2 + αR1∇xη

s
t : ∇xη

s
t

+ |div(R2∇x(η
s − ηs0))|2 + ωR3∇xη

s : ∇xη
s](t, x)dx

+

∫
Ωs

0

(θs − ln θs − 1)(t, x)dx.

使用 Hamilton 原理和热力学第二定律可推导出下面的非线性流固耦合模型:

ηstt − αdivx · (R1∇xη
s
tt) + divx · (R2∇x(divx · (R2∇x(η

s − ηs0))))

−ω∇x · (R3∇xη
s) + βηst = F s

1 , (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

θft − κ1∆θf = 0, (t, x̂) ∈ QT ,

ρft + uf · ∇x̂ρ
f + ρfdivx̂(u

f ) = 0, (t, x̂) ∈ QT ,

ρf (uf
t + uf · ∇x̂u

f ) +∇x̂p = 0, (t, x̂) ∈ QT ,

∂t

(
ρf

(
cvθ

f +
1

2
|uf |2

))
+ uf · ∇x̂

(
ρf

(
cvθ

f +
1

2
|uf |2

))
+

(
ρf

(
cvθ

f +
1

2
|uf |2

))
divx̂(u

f )

+divx̂(pu
f − κ2∇x̂θ

f ) = 0, (t, x̂) ∈ QT ,

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 .

(2.19)

相应的界面运动条件、边界条件和初始条件为

uf ◦ ηf cof ∇xη
fnT = ηst · n, ηst × n = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

∂ηst
∂n

= 0 或 divx · (R2∇x(η
s − ηs0)) = ωH1(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

(R− p) ◦ ηf = n(R2∇x(divx · (R2∇x(η
s − ηs0)))

−αR1∇xη
s
tt − ωR3∇xη

s)nT, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

θf ◦ ηf = θs, κ2∇x̂θ
f ◦ ηf cof ∇xη

fnT = κ1
∂θs

∂n
, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

ηst = 0,
∂ηst
∂n1

= ωH2(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Γ1,

uf = G(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Γ2,

ηf = ηf0 (x), uf = uf
0 (x), θf = θf0 (x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ωf

0 ,

ηs = ηs0(x), ηst = us
0(x), θs = θ0(x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ω

s

0,

(2.20)

这里 QT =
∪

06t6T {t} × Ωf (t), ηs, θf , uf , ρf 和 p 分别表示薄壁板的振动位移、流体的熵、速度、密

度和压力, R1, R2 和 R3 是对称旋转矩阵, p = Rρfθf , cv = R
γ−1 , ω 是旋转强度. H0, H1, H2 和 G 是定
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义在边界上的给定函数. cof ∇xη
f = JA是矩阵 A = (∇xη

f )−1 的伴随矩阵, J = det (∇xη
f ). 注意模

型 (2.20) 满足基本的能量耗散率

d

dt
W (t) +D(t) =

∫
Ωs

0

F sηst dx+

∫
Γ1

ωdiv(R2∇x(η
s − ηs0))H2(t, x)dΓ +

∫
Γ0

ωH1(t, x)
∂ηst
∂n

dΓ,

这里

D(t) =

∫
Ωs

0

[
κ1

|∇xθ
s|2

|θs|2
+ β|ηst |2

]
dx+

∫
Ωf (t)

κ2

[
|∇x̂θ

f |2

|θf |2

]
(t, x̂)dx̂.

应该指出, 在 (2.19) 和 (2.20) 中自由界面运动条件的意义表示为: 界面是悬臂的、振动的方向是法向

的而且在法方向上界面两侧运动的速度及应力大小相同、界面两侧温度自身和热流量是相同的, 有待

力学的实验验证. 更符合航空发动机叶片振动规律实际的高速旋转的壳型叶片界面自由运动的条件或

界面上的能量如何定义有待实验上和理论方面进一步深入研究.

2.2 航空发动机旋转叶片的薄壁悬臂梁模型及梁板壳方程

基于上面的 Hamilton 原理, 我们引入力学领域研究航空发动机旋转叶片的一个基本的非线性振

动动力学薄壁悬臂梁模型 (参见文献 [133, 140–142]). 该模型主要用来研究旋转叶片的非线性动力学

混沌、极限环振动、共振和分岔现象.

假设长度为 l 的单体叶片固定在半径为 R0 的刚体上, 叶片的旋转角速度为 ω(t), 叶片的预安

装角与预扭转角之和为 θ(x), 叶片在 t 时刻沿 x 轴横截面的振动位移分别为 u(x, t) 和 v(x, t), 其中

u 为 y 方向的振动位移, v 为 z 方向的振动位移. 此外, 假设叶片上的压力满足一阶活塞原理. 文

献 [133,140–142] 使用 Hamilton 原理建立了如下旋转叶片固支梁和薄壁悬臂梁方程:
utt + (a1uxx)xx − (a2vxx)xx − 1

2
((u2

x + v2x)ux)x − ω2(Rux)x − p1 = 0,

vtt − (a2uxx)xx + (a3vxx)xx − 1

2
((u2

x + v2x)vx)x − ω2(Rvx)x − p2 = 0,
(2.21)

其中 p1 = f1(ux, vx, ut, vt, u, v, θ) 和 p2 = f2(ux, vx, ut, vt, u, v, θ) 分别为 y 和 z 方向上的压力, R(x) =

R0(l − x) + 1
2 (l

2 − x2) 表示旋转强度, 系数 ai(x), i = 1, 2, 3 通过

a1(x) =
Eh

Āρ

∮ (
h2

12

(
dy

ds

)2

+ z2
)
ds,

a2(x) =
Eh

Āρ

∮ (
h2

12

dy

ds

dz

ds
− yz

)
ds,

a3(x) =
Eh

Āρ

∮ (
h2

12

(
dz

ds

)2

+ y2
)
ds

(2.22)

计算给出, 满足正定型条件

a1a3 − a22 > 0, 0 < x < l,

这里 E 为杨氏模量, h 为叶片壁厚, Ā 为横截面面积, ρ 为叶片密度.

同时, 梁方程 (2.21) 对应以下两种边界条件:

(1) 固支边界

u, ux = 0, v, vx = 0, x = 0, l;
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(2) 固支 - 自由 (悬臂) 边界

u, ux = 0, v, vx = 0, x = 0,

a3uxx − a2vxx = 0, x = l,

a1vxx − a2uxx = 0, x = l,

1

2
(u2

x + v2x)ux − (a1uxx − a2vxx)x − b1u− e1v = 0, x = l,

1

2
(u2

x + v2x)vx − (a3vxx − a2uxx)x − b2u− e2v = 0, x = l,

其中 b1 和 e1 分别为 p1 中 ux 和 vx 的系数, b2 和 e2 分别为 p2 中 ux 和 vx 的系数.

注意, 根据叶片的特性, 梁方程可以细分为不同的梁方程. 例如, 当叶片长细比大于 100 时, 模型

ηtt + ηxxxx = f

称为 Euler-Bernoulli 梁方程, 该模型的构建可参见文献 [76, 102,108,117–119,132].

更进一步地,当叶片长细比小于 10或叶片内部中空时,可构建下面的板方程或壳方程来研究旋转

叶片的振动动力学行为:

(1) 经典板方程为

ρsηtt − βηxx + αηxxxx − γηtxx = Φ(u, p, η);

(2) 带有旋转的板方程为

ηstt − α∆xη
s
tt +∆2

xη
s − ω∇ · (R∇ηs) + ηst = fs;

(3) Marguerre-Von-Karmans 薄壳方程为

utt − divσ = f1, wtt − α∆wtt +∆2w − div[σ∇(θ + w)] = f2,

其中 σ = σ[e(u)] 为应力张量.

应该指出, 力学上叶片振动模型的推导主要基于 Hamilton 原理, 但都作一个基本的假设, 即作用

在叶片上的气动力采用活塞原理去计算,这样振动动力学方程组就简化成了仅有固体的梁或板的方程.

3 航空发动机中的流固耦合偏微分方程模型

由于发动机叶片分为风扇叶片、压气机叶片和涡轮叶片, 其所处的工作环境不同, 需要使用不同

的流 (气) 固模型去刻画, 因此本节建议一些不同的流固、气固或气热固耦合模型. 这些模型能像第 2

节一样基于 Hamilton 原理和热力学第二定律建立. 我们也介绍它们的数学理论研究进展.

3.1 固定边界情形

当发动机叶片形变较小时, 叶片与空气的耦合可视为固定边界的流固耦合问题. 基于旋转悬臂梁

模型 (2.22),文献 [114]提出并研究了一个板型叶片满足的四阶双曲方程与不可压缩黏性 Navier-Stokes
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方程流固耦合系统 

ηtt +∇ · σ = 0, x ∈ Ωs × (0, T ),

ut + v · ∇u−∆u+∇p = 0, x ∈ Ωf × (0, T ),

u = 0, x ∈ Γout × (0, T ),

ηt = u(x), x ∈ Γ× (0, T ),

∇η · n = 0, x ∈ Γ× (0, T ),

−σn =
1

2
v · nuv − n · ∇u+ pn, x ∈ Γ× (0, T ),

η(x, 0) = u0, ηt(x, 0) = u1, x ∈ Ωs,

u(x, 0) = v0, x ∈ Ωf ,

(3.1)

这里 σ = ∇(a(x)∆η)− 1
2 |∇η|2∇u, η 是弹性叶片固体的振动位移, u 和 p 分别是不可压流体的速度和

压力, 在耦合边界速度与应力匹配界面运动条件的基础上, 对固体添加了 Neumann 边界条件, 利用著

作 [94] 中的方法证明了所构造弱解的整体存在性. 模型 (3.1) 描述了板在不可压流体中的运动或潜水

物在水中的运动问题,与经典的 Lions流固耦合模型密切相关.事实上,在地质采油工程或血液流动医

学中的流固耦合模型的研究历史悠久, 早在 1969 年, Lions [94] 对流体在固体中流动问题进行了研究,

在其著作中研究了如下固定边界的流固耦合模型:

ηtt −∆η = 0, x ∈ Ωs × (0, T ),

ut + u · ∇u−∆u+∇p = 0, x ∈ Ωf × (0, T ),

∇ · u = 0, x ∈ Ωf × (0, T ),

η = 0, x ∈ Γout × (0, T ),

ηt = u, x ∈ Γ× (0, T ),

∂η

∂n
=

∂u

∂n
− pn− 1

2
(u · n)u, x ∈ Γ× (0, T ),

η(x, 0) = η0, ηt(x, 0) = η1, x ∈ Ωs,

u(x, 0) = u0, x ∈ Ωf ,

(3.2)

其中 η 表示固体的振动位移, 占据区域为 Ωs; u 和 p 分别表示流体的速度和压力, 占据区域为 Ωf . 流

体与固体的耦合边界为 Γ, n 为 Γ 上指向固体的单位法向量, 固体的外边界为 Γout. 在耦合边界 Γ 上,

边界条件设定为速度相等和法方向上的应力相等, 同时在流体法方向应力上加入了 1
2 (u · n)u 以抵消

对流项的影响.

Lions 首先引入了模型 (3.2) 的弱解的定义, 在借助 Galerkin 方法构造近似解的基础上, 利用紧致

法证明了该流固耦合模型二维和三维情形下整体弱解的存在性以及二维情形下整体弱解的唯一性. 之

后, 文献 [41] 研究了由不可压缩黏性 Navier-Stokes 方程和具有 St.Venant-Kirchhoff 弹性的动力学方

程组成的流固耦合模型, 证明了其模型整体弱解和强解的存在唯一性, 并得到了 L2 可积压力场的存

在性. 文献 [6] 研究了模型 (3.2) 的能量弱解的整体存在性. 文献 [6] 研究了模型 (3.2) 三维情形弱解

的局部正则性, 获得了局部强解的存在性. 文献 [113] 在初值光滑的假设下证明了模型 (3.2) 二维情形

其整体弱解的光滑性. 文献 [116] 研究了具有涡度的不可压缩黏性流体与弹性体耦合模型整体弱解的
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存在性. 最近, 脚注 2) 研究了下面的不可压缩 Boussinesq 方程与弹性体的耦合模型:

ut + u · ∇u+∇p = ϵ∆u+ ρe+ f0, x ∈ Ω1, t > 0,

divu = 0, ρt + u · ∇ρ = κ1∆ρ+ f1, x ∈ Ω1, t > 0,

ηtt = µ∆η + f2, Tt = κ2∆T + f3, x ∈ Ω2, t > 0,

ϵ
∂u

∂n
− pn− 1

2
|u|2n = µ

∂w

∂n
+ k0u+ g0, x ∈ Γ1, t > 0,

ηt = u, x ∈ Γ1, t > 0,

ρ = T, κ
∂ρ

∂n
− 1

2
ρu · n = κ2

∂T

∂n
+ k1ρ+ g1, x ∈ Γ1, t > 0,

η = 0,
∂T

∂N
= 0, x ∈ Γ2, t > 0,

(u, ρ)(0, x) = (u0, ρ0)(x), x ∈ Ω1,

(η, ηt, T )(0, x) = (η0, η1, T0)(x), x ∈ Ω2,

证明了该模型整体弱解的存在性和唯一性. 在二维情形及适当的高阶相容性条件假设下, 也获得了整

体强解 (甚至光滑解) 的存在唯一性.

3.2 移动边界情形

3.2.1 刚体耦合不可压 Navier-Stokes 模型

当飞行器低速或匀速飞行时,发动机中前端风扇和压气机中前端静子叶片与空气的耦合系统可用

刚体在不可压黏性流体中的运动进行描述, 一般可利用如下流固耦合模型进行建模:

ρf (uf
t + uf · ∇uf )−∇ · σf +∇p = ρfg, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

∇ · uf = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ρft + div(ρfuf ) = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

uf = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× ∂Ω,

uf = h′
i + ωi ∧ (x̂− hi), i = 1, . . . , N, (t, x̂) ∈ (0, T )× ∂Si(t),

Mihi
′′ = −

∫
∂Si(t)

(σf − pI)nd∂Si(t) +

∫
Si(t)

ρsgdx̂, i = 1, . . . , N, t ∈ [0, T ],

Ji
dωi

dt
= −

∫
∂Si(t)

(x̂− hi) ∧ ((σf − pI)n)d∂Si(t)

+

∫
Si(t)

ρs(x̂− hi) ∧ gdx̂, i = 1, . . . , N, t ∈ [0, T ],

u(x̂, 0) = u0(x̂), ρf (x̂, 0) = ρf,0(x̂), x̂ ∈ Ωf (0),

ρs(x̂, 0) = ρs,0(x̂), x̂ ∈ Ω \ Ω̄f (0),

Si(0) = Si,0, hi(0) = h0
i ,

h′
i(0) = h1

i , ωi(0) = ω0
i ,

(3.3)

其中 Ω 是流体与刚体占据的总区域, Ωf (t) 是流体区域, Si(t), i = 1, . . . , N 是第 i 个刚体占据的区域,

ρf 和 uf 分别表示流体的密度与 Euler速度, ρs 表示刚体的密度, Mi, Ji, hi(t)和 ωi(t)分别表示第 i个

2) Zhang J, Wang S, Shen L. Global well-posedness of a nonlinear Boussinesq-structure interaction problem. Preprint, 2024
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刚体的质量、惯性矩阵 (惯性矩)、质心所在的位置和旋转向量 (角速度). n表示边界 ∂Ωf (t)的单位外法

向量, g 表示单位质量流体所受到的外力, σf = 1
2ν(∇uf +(∇uf )T)表示流体的 Cauchy应力张量, ν 表

示流体的黏性系数, I 表示与空间维数一致的单位矩阵,上标 T表示矩阵的转置, h′
i 和 h′′

i 分别表示 hi

对时间 t的一阶和二阶导数. 假设 x̂, ŷ ∈ Ω,当 Ω ⊆ R3时, x̂∧ ŷ = (x̂2ŷ3−x̂3ŷ2, x̂3ŷ1−x̂1ŷ3, x̂1ŷ2−x̂2ŷ1).

当 Ω ⊆ R2 时, x̂ ∧ ŷ = x̂2ŷ1 − x̂1ŷ2, 此时需要注意 Ji 和 ωi 是标量函数, ωi ∧ x̂ 的定义为 ωi(x̂2,−x̂1).

文献 [73, 112] 研究了在 Ω = R3, ρf = 1, i = 1 情形下, 模型 (3.3) 整体解的存在性. 当 i > 1 或

者 Ω 为有界区域时, 刚体与刚体之间, 刚体与 Ω 外边界之间有可能发生碰撞, 此时会给解的存在性研

究带来很大困难. 在 ρf 为常数且刚体与刚体、刚体与 Ω 外边界不发生碰撞的情形下, 文献 [38] 研究

了模型 (3.3) 二维和三维两种情形下整体解的存在性, 这里需要注意的是三维整体解的存在性需要小

初值假设; 在 Ω 为有界区域且 ρf = 1 情形下, 文献 [56] 借助 Lagrange 变量改写流体方程 (此时刚体

与流体的自由边界问题转化为固定边界问题), 并在此基础上证明了模型 (3.3) 存在唯一局部强解; 文

献 [55] 研究了模型 (3.3) 局部强解的存在性. 在碰撞可能发生的情形下, 文献 [111] 在文献 [55] 的基

础上运用惩罚方法、DiPerna 和 Lions 的一些经典理论、紧性方法证明了二维情形下模型 (3.3) 整体

解的存在性. 时至今日, 在碰撞可能发生的情形下, 模型 (3.3) 的三维整体解的存在性仍是一个公开问

题. 相关不可压缩黏性流体与刚体耦合问题的研究参见文献 [27, 31, 32, 44, 47–49, 52, 58, 66, 82, 111], 可

压缩黏性流体与刚体耦合问题的相关研究参见文献 [39, 42,43,45,57,63,77].

3.2.2 弹性体耦合不可压 Navier-Stokes 模型

当飞行器加速或减速飞行时,发动机中前端风扇和压气机中前端静子叶片与空气的耦合系统可用

弹性体在不可压黏性流体中的运动进行建模, 模型如下:

uf
t + uf · ∇x̂u

f −∇x̂ · σf +∇p = F f , (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

∇x̂ · uf = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηstt −∇x · σs = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

ηf = ηs, (σf ◦ ηf − pI)((∇xη
f )−1n) = σsn, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

u = u0(x), η = x, (t, x) ∈ {t = 0} × Ω0,

(3.4)

其中 ηf 和 ηs 分别表示流体和弹性体的粒子路径, x̂ = ηf = x+
∫ t

0
uf (t, x̂)◦ηfdτ 表示粒子 x在 t时刻

时所在的位置, Ωs(t) 表示弹性体所占据的区域, 特别地, Ωs
0 := Ωs(0) 表示零时刻弹性体区域, Γ0 表示

Ωs
0 的边界, n表示 Γ0 的单位外法向量, σs 表示弹性体的 Cauchy应力张量. F f (t, x̂)和 fs(t, x)分别表

示流体和弹性体所受的外力. 同时, η = ηf , x ∈ Ωf
0 ; η = ηs, x ∈ Ωs

0; u0 = uf
0 (t, x), x ∈ Ωf

0 ; u0 = us
0(t, x),

x ∈ Ωs
0.

当 σs = λTrace(∇xη
s − I)I + µ(∇xη

s + (∇xη
s)T − 2I), 其中 λ 和 µ 表示弹性体的 Lamé 系数, 此

时方程 (3.4)4 称为线性 Kirchhoff方程 [33], Coutand和 Shkoller [33] 在 Lagrange坐标系下利用惩罚、磨

光、区域拉平、线性化等技术和 Tychonoff不动点定理,首次证明了模型 (3.4) (弹性体用线性 Kirchhoff

方程描述) 局部强解的存在性和唯一性. 随后, 文献 [68, 79, 80] 研究了相同的模型, 并在初值具有更

低光滑性的条件下, 得到了与文献 [33] 相同的结论. 当弹性体方程为带有阻尼的线性波动方程时, 文

献 [69, 70] 研究了小初值条件下模型 (3.4) 整体强解的存在性和衰减性.
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当 σs 为 St. Venant-Kirchhoff 材料的第一 Piola-Kirchhoff 应力张量, 即

σs =
λ

2
Trace((∇ηs)T∇ηs − I)I + µ((∇ηs)T∇ηs − I)

时,文献 [34]在 Lagrange坐标系下研究了模型 (3.4)局部强解的适定性. 当 σs 为第二 Piola-Kirchhoff

应力张量时, 文献 [12, 13] 首先对模型进行了线性化处理, 并研究了线性化模型的适定性. 其他弹性体

在不可压流体中运动的相关研究参见文献 [11, 14,16,19,81,84,100,103,106,107,110].

3.2.3 弹性体耦合可压 Navier-Stokes 模型

在压气机后端, 空气在固定气腔中逐步被压缩, 使其密度增大, 此时可利用可压缩 Navier-Stokes

(NS) 方程描述空气的运动. 在此情形下, 压气机后端静子叶片与空气的耦合可用弹性体与可压缩 NS

方程耦合系统描述, 耦合模型如下:

ρt +∇ · (ρuf ) = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ρuf
t + ρu · ∇u−∇ · σf +∇p = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηstt −∇x · σs = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

ηf = ηs, (σf ◦ ηf − pId)((∇xη
f )−1n) = σsn, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

u = u0(x), η = x, (t, x) ∈ {t = 0} × Ω0.

(3.5)

当 Cauchy 应力张量 σs 为第一 Piola-Kirchhoff 时, 文献 [18] 证明了弱解的正则解的存在唯一性. 当

Cauchy 应力张量 σs 为第二 Piola-Kirchhoff 时, 文献 [15] 在不存在碰撞、固体位移场满足不相互渗透

和保持方向的假设下, 在 Euler 坐标系下证明了弱解的存在性. 当应力张量 σs = 2µε(η) + λ(∇ · η)Id
时,文献 [17]证明了模型 (3.5)的局部时间存在性和正则解的唯一性. 在其基础上,文献 [78]证明了流

体当初始密度、速度和固体速度分别属于 H
3
2+r,H3,H

3
2+r, r > 0 时唯一局部强解的存在性.

3.2.4 梁、板、壳耦合不可压 NS 模型

在这些耦合的动力学系统中, 一般以具有弹性的梁 (板、壳) 作为流体的边界 (或一部分边界) 来

研究. 对于弹性材料作为边界与流体的耦合, 可以用下面模型来描述:

uf
t + uf · ∇x̂u

f −∇x̂ · σf = F f , (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

∇x̂ · uf = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ηstt +A∆2
xη

s +B∆2
xη

s
t − C∆xη

s
t −D∆xη

s + Eηs = g +Φ · n, (t, x) ∈ (0, T )×M0,

uf (t, x̂) ◦ ϕ(t, x) = ηstn, (t, x) ∈ (0, T )×M0,

uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ,

ηs = η0(x), ηst = η1(x), (t, x) ∈ {t = 0} ×M0,

uf = u0(x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ωf
0 ,

(3.6)

其中 Ωf (t) ⊂ Rd, d = 2, 3 为流体区域, 其边界由刚性边界 Γ 和薄弹性材料边界 M(t) 两部分构成,

Ωf
0 := Ωf (0). M0 := M(0), ϕ(t, x) 为 M0 到 M(t) 的映射. n 和 nt 分别表示边界 M0 和 M(t) 的单位
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外法向量, ηs 为薄弹性材料在 n 方向上的位移, F f 和 g 分别表示流体和薄弹性材料所受的外力. Φ

是流体对弹性材料的表面力, Φ(t, x) 的具体表达式为 Φ(t, x) = −(σf (t, x̂)nt) ◦ ϕ(t, x)|det∇xϕ(t, x)| (参
见文献 [26, 87,88]). 这里 A, B, C, D 和 E 均为大于等于零的常数.

当 x̂ = (x, y) ∈ R2, x ∈ R 时, 模型 (3.6) 可视为薄壁梁与不可压黏性流体的耦合. 文献 [10] 在

B = 0 和周期边界 (ηs(t, x) = ηs(t, x + L), uf (t, x, y) = uf (t, x + L, y)) 假设下, 首次证明了模型 (3.6)

局部强解的存在性. 文献 [89] 在 B = E = 0 和周期边界假设下, 证明了模型 (3.6) 局部强解的存在性

以及小初值条件下整体强解的存在性. 文献 [90] 在 A = B = E = 0 和周期边界假设下, 证明了模型

(3.6) 局部强解的存在性以及小初值条件下整体强解的存在性. 文献 [5] 在 B = C = E = 0 和周期边

界假设下, 证明了模型 (3.6) 局部强解的存在性和唯一性, 并证明了小初值条件下整体强解的存在性.

文献 [54, 64] 在 B = E = 0 和周期边界假设下, 证明了模型 (3.6) 存在唯一整体强解.

当 x̂ ∈ R3, x ∈ R2 时, 模型 (3.6) 可视为薄板与不可压黏性流体的耦合. 文献 [26, 53] 在 B = C =

D = 0 和 ηs = ∂ηs

∂n = 0, x ∈ ∂M0 边界条件下, 证明了模型 (3.6) 至少存在一个局部解. 文献 [124]

在 B = C = D = E = 0 和 ηs = ∂ηs

∂n = 0, x ∈ ∂M0 边界条件下, 在板方程中引入了非线性弹性力,

并证明了模型 (3.6) 至少存在一个局部解. 有关薄板耦合不可压黏性流体的其他相关研究可以参见文

献 [36, 37,99].

当 x̂ ∈ R3, x ∈ R3 时, 模型 (3.6) 可视为薄壳与不可压黏性流体的耦合. 文献 [87, 88] 在 B = C =

D = 0 和 ηs = ∇ηs = 0, x ∈ ∂M0 边界条件下, 证明了模型 (3.6) 局部弱解的存在性以及小初值条件下

整体弱解的存在性. 文献 [101] 研究了圆筒 Koiter 壳体与不可压黏性流体的耦合, 在假设圆筒壁不发

生碰撞和 ηs = ∇ηs = 0, x ∈ ∂M0 边界条件下, 证明了耦合系统整体弱解的存在性. 其他薄壳耦合不

可压黏性流体的相关研究参见文献 [22, 23,25,28,29,96].

3.2.5 梁、板、壳耦合可压 NS 模型

近年来, 也有一些梁、板、壳作为边界与可压流体耦合的研究文献 [20, 98]. 主要研究模型可写为

ρt +∇ · (ρu) = 0, (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

uf
t + uf · ∇x̂u

f −∇x̂ · σf +∇p = F f , (t, x̂) ∈ (0, T )× Ωf (t),

ηstt +A∆2
xη

s +B∆2
xη

s
t − C∆xη

s
t −D∆xη

s + Eηs

= g +Φ · n, (t, x) ∈ (0, T )×M0,

uf (t, x̂) ◦ ϕ(t, x) = ηstn, (t, x) ∈ (0, T )×M0,

uf = 0, ρ = ρ0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ,

ηs = η0(x), ηst = η1(x), (t, x) ∈ {t = 0} ×M0,

uf = u0(x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ωf
0 .

(3.7)

文献 [98] 研究了二维可压缩黏性流体与一维薄壁阻尼梁耦合模型, 以及当 B = E = 0 时模型局部强

解的存在性. 文献 [20] 研究了三维可压缩黏性流体与 Koiter 型软壳耦合模型, 在假设 p(ρ) = aργ 和

边界不发生碰撞的前提下证明了当绝热系数 γ > 12
7 (二维情形 γ > 1) 时弱解的存在性. 文献 [46] 研

究了三维可压缩黏性流体与二维板耦合模型, 当 C = D = E = 0 时证明了其弱解的整体存在性.

3.2.6 磁流体流固耦合模型

当空气中掺杂磁性物质或遭遇极端天气时, 空气具有一定的顺磁性, 此时, 非磁性叶片在地球磁
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场中运动可用下面模型描述:

ηstt −∆xη
s = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs

0,

uf
t + uf · ∇x̂u

f −∆x̂u
f +∇x̂p = B · ∇x̂B + Ff , x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

Bt + u · ∇x̂B = B · ∇x̂u, x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

∇x̂ · uf = 0, ∇x̂ ·B = 0, x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηf = ηs, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

((∇x̂u
f − pI) ◦ ηf )((∇xη

f )−1)Tn = ∇xη
sn, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

B ·N = 0, x̂ ∈ Γt, t ∈ (0, T ),

B · ñ = 0, uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

u = u0(x), η = x, B = B0(x), t = 0.

(3.8)

文献 [115] 证明了模型 (3.8) 局部强解的存在性.

3.2.7 旋转悬臂板耦合不可压 NS 方程

若叶片在 3 个空间坐标上都有振动位移, 则带有旋转的叶片与流体耦合系统可构建如下耦合

模型: 

ηstt − α∆xη
s
tt +∆2

xη
s − ω∇x · (R∇xη

s) + ηst = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs,

uf
t + uf · ∇x̂u

f +∇x̂p = ε∆x̂u
f + F f , x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

∇x̂ · uf = 0, x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηf = ηs,
∂ηst
∂n

= 0 或 ∆xη
s = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

((ε∇x̂u
f − pI) ◦ ηf )((∇xη

f )−1)TN

= (−∇∆xη
s + α∇xη

s
tt + ωR∇xη

s)N, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

ηs =
∂ηs

∂n
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ1,

uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

ηf = x, uf = uf
0 , (t, x) ∈ {t = 0} × Ωf

0 ,

ηs = x, ηst = us
0, (t, x) ∈ {t = 0} × Ω

s

0.

(3.9)

该模型在耦合边界上仍沿用位移 (或速度)和法方向上应力的匹配, 但为了保持系统的适定性, 在耦合

边界上对于固体而言, 还需要添加边界条件 ∂ηs
t

∂n = 0 或 ∆xη
s = 0. 脚注 3) 研究了模型 (3.9) 局部强解

的存在性.

3) Shen L, Wang S. Existence of strong solutions for the motion of elastic structure governed by the fourth order hyperbolic
equations in an incompressible viscous fluid. Preprint, 2023
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4 主要数学理论与研究方法

4.1 旋转板与不可压 NS 方程耦合的流固耦合模型及主要结果

我们以滚柱支撑板叶片振动流固耦合模型 1) 为例来介绍这类问题的理论研究方法,悬臂板 (界面

运动的条件不同) 叶片振动流固耦合模型有完全类似的结论. 考虑下面的流固耦合问题:

ηstt +∆2
x(η

s − ηs0) = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

uf
t + uf · ∇x̂u

f −∆x̂u
f +∇x̂p = Ff , x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

∇x̂ · uf = 0, x̂ ∈ Ωf (t), t ∈ (0, T ),

ηft = uf ◦ ηf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηf = ηs,
∂ηst
∂n

= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

((∇x̂u
f − pI) ◦ ηf )((∇xη

f )−1)Tn = ∇x(∆x(η
s − ηs0))n, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

uf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω,

(ηs, ηst )(t = 0, x) = (ηs0(x), u
s
0(x)), x ∈ Ωs

0,

(ηf , uf )(t = 0, x) = (x, uf
0 (x)), x ∈ Ωf

0 .

(4.1)

令

a = a(x, t) = (∇xη
f (t, x))−1, x ∈ Ωf

0 ,

q(t, x) = p(t, x̂) ◦ ηf = p(t, ηf (t, x)), x ∈ Ωf
0 ,

ff = F f (t, ηf (t, x)), x ∈ Ωf
0 ,

使用 Lagrange 坐标系将模型 (4.1) 转化为

vst +∆2

∫ t

0

vsdτ = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

vft −∇ · (∇vfaaT) +∇ · (qaT) = ff , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

∇vf : a = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

ηft = vf , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

vf = vs,
∂vs

∂n
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

(∇vfa− qI)aTn = ∇
(∫ t

0

∆vsdτ

)
n, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

η = x, v = u0(x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ω.

(4.2)

记

v(t, x) =

 vf (t, x) = uf (t, ηf (t, x)), x ∈ Ωf
0 ,

vs(t, x) = ηst (t, x), x ∈ Ωs
0,

ηt(t, x) = v(t, x).

为了陈述主要结果, 先定义如下背景空间:

V f
1 (T ) =

2∩
i=0

Hi(0, T ;H3−i(Ωf
0 )),
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V f
2 (T ) =

2∩
i=0

W j,∞(0, T ;H3−j(Ωf
0 )),

V s
1 (T ) =

2∩
i=0

Hi(0, T ;H4−i(Ωs
0)),

V s
2 (T ) =

2∩
i=0

W j,∞(0, T ;H4−i(Ωs
0)),

V =

{
ϕ ∈ H1

0 (Ω0) ∩H2(Ωs
0)

∣∣∣∣ ∇ϕ : a = 0 在 Ωf
0 内,

∂ϕ

∂n
= 0 在 Γ0 上

}
,

VT =

{
w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω0))

∣∣∣∣ ∫ t

0

wdτ ∈ L∞(0, T ;H2(Ωs
0)), w ∈ L2(0, T ;H1(Ωf

0 )),

∇w : a = 0 在 (0, T )× Ωf
0 内, w = 0 在 ∂Ω0 上,

∂ws

∂n
= 0 在 Γ0 上

}
,

W =

{
ϕ ∈ H1

0 (Ω0) ∩H2(Ωs
0)

∣∣∣∣ ∂ϕ∂n = 0 在 Γ0 上

}
,

WT =

{
w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω0))

∣∣∣∣ ∫ t

0

wdτ ∈ L∞(0, T ;H2(Ωs
0)),

w ∈ L2(0, T ;H1(Ωf
0 )), w = 0 在 ∂Ω0 上,

∂ws

∂n
= 0 在 Γ0 上

}
,

XT =

{
v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω0))

∣∣∣∣ (vf ,∫ t

0

vsdτ

)
∈ V f

1 (T )× V s
1 (T )

}
,

YT =

{
v ∈ XT

∣∣∣∣ vtt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω0)),

(
vf ,

∫ t

0

vsdτ

)
∈ V f

2 (T )× V s
2 (T )

}
,

ZT = {(v, q) ∈ YT × L∞(0, T ;H2(Ωf
0 )) | qt ∈ L∞(0, T ;H1(Ωf

0 ))}.

定义投影算子 Π = Id− n⊗ n 和工作空间

CT (M) = {v ∈ YT | ∥v∥2YT
6 M, v(0, x) = u0, vt(0, x) = w1, x ∈ Ω0},

其中 (w1, q0)(x) = (vt, q) (t = 0, x) 可由模型 (4.1) 在 t = 0 解得.

令 T 为某一固定时间, 系统 (4.1) 初值和非齐次项 f 满足
u0 ∈ H5(Ωf

0 ) ∩H4(Ωs
0) ∩H1

0 (Ω),

f ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), ft ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

ftt ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), f(0, x) ∈ H4(Ω).

(4.3)

现在我们能陈述主要结果如下:

定理 4.1 3) 设 Ω 为 R3 空间中的 C4 光滑有界开区域, Ωs
0 为 Ω 中 H5 型开区域. 若初值 u0 和

外力项 f 满足条件 (4.3) 和相容性条件
∇ · u0 = 0, x ∈ Ωf

0 ,

Π(∇u0n) = 0, ∆u0 −∇q0 = 0, x ∈ Γ0,

Π((∇wf
1 +∇uf

0 (aa
T)t(0)− q0at(0) +∇∆us

0)n) = 0, x ∈ Γ0,

(4.4)
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则存在仅依赖于 u0, f 和 Ωf
0 的 T ∈ (0, T ), 使得系统 (4.1) 在 [0, T ] 内存在解 (v, q, ηf ) ∈ ZT , 而且

η ∈ C([0, T ];H4(Ωf
0 ) ∩H6(Ωs

0) ∩H1(Ω)).

令 v 为 CT (M) 中任一已知函数, 记 vf = v, x ∈ Ωf , ηf (x, t) = x +
∫ t

0
vf (x, τ)dτ, a = a(x, t)

= (∇ηf )−1(x, t), J = det∇ηf . 为了证明定理 4.1, 引入线性化系统

ws
t +∆2

∫ t

0

wsdτ = fs, (t, x) ∈ (0, T )× Ωs
0,

wf
t −∇ · (J∇wfaaT) +∇ · (JqaT) = ff , (t, x) ∈ (0, T )× Ωf

0 ,

∇wf : a = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ωf
0 ,

wf = ws,
∂ws

∂n
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

J(∇wfa− qI)aTn =

∫ t

0

∇∆wsdτn, (t, x) ∈ (0, T )× Γ0,

wf = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω(t),

w = u0(x), (t, x) ∈ {t = 0} × Ω0.

(4.5)

易知系统 (4.5) 的不动点 w = v 为非线性方程 (4.1) 的解. 对于线性化系统 (4.5), 引入弱解的定义

如下:

定义 4.1 若 w ∈ VT , wt ∈ V ′ 满足

(i) (wt, ϕ) + (J∇wa,∇ϕa)f +

(∫ t

0

∆wdτ,∆ϕ

)
s

= (f, ϕ),

(ii) w = u0, t = 0,

对于任意的 ϕ ∈ V 和几乎处处的 0 6 t 6 T 均成立, 则称 w 为系统 (4.5) 的弱解.

对于系统 (4.5), 有下面的定理.

定理 4.2 3) 设 u0, f 和 Ω 满足定理 4.1 的假设, 则存在 M > 0, T > 0 使得对任何 v ∈ CT (M),

系统 (4.5) 存在唯一的解 (w, q) ∈ ZT , 而且 w ∈ CT (M).

由于线性化系统并不是不可压的, 为了得到压力的估计, 引入惩罚问题.

定义 4.2 令 ε > 0. 记 qε = q0 + tq1 − 1
ε∇wε : a(x). 若 wε ∈ WT 对于任意的 ϕ ∈ W 和几乎处处

的 0 6 t 6 T 满足

(wεt, ϕ) + (J∇wεa,∇ϕa)f +

(∫ t

0

∆wεdτ,∆ϕ

)
s

− (qε, J∇ϕ : a)f = (f, ϕ),

wε = u0, t = 0,

(4.6)

则称 wε 为惩罚问题 (4.6) 的解.

定理 4.1 和 4.2 证明的关键点是, 黏性的影响使得固体部分的正则性改变了流体在边界上的正则

性, 从而改进了流体在区域上的正则性. 证明思路是, 从系统 (4.6) 出发, 使用 Galerkin 方法构造近似

解、获得先验估计与解的正则性估计、组建关于惩罚参数的一致先验估计、根据方程的特点抬高所需

要的工作空间内的一致先验估计、使用紧性结论组建线性问题解的存在唯一性, 最后使用不动点定理

获得非线性问题解的存在性.
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4.2 移动界面的流固耦合问题证明的基本思想与步骤

对于移动边界的流固耦合问题, 下面的理论分析 [33] 处理方法是基本的.

(1) 利用 Lagrange 变化将流体方程从 Euler 坐标系变为 Lagrange 坐标系, 以此保证流体与固体

的自变量在同一坐标系下. 此外, 通过变换也将移动边界问题变为固定边界问题.

(2)坐标变化后, 流体的黏性项会具有非常强的非线性, 因此, 需要先进行线性化处理. 此时, 线性

化问题的不动点即为非线性问题 (原流固耦合模型) 的解.

(3) 直接通过线性问题研究无法获得压力的估计, 同时也无法获得流体的不可压性质. 因此, 在构

建线性化问题弱解时, 需要加入惩罚项并对背景速度场进行磨光处理, 处理后的方程称为惩罚问题.

(4) 利用 Faedo-Galerkin 方法构造惩罚问题的近似解.

(5) 利用能量方法获得近似解的估计以及近似解关于时间 t 一阶导数和二阶导数的估计, 注意此

时的估计依赖于惩罚参数.

(6) 利用紧性原理获得惩罚问题解的存在性.

(7) 再次利用能量方法证明惩罚问题解与惩罚参数无关的一致估计, 由此得到依赖于磨光参数 n

的惩罚问题解的存在性.

(8) 证明惩罚问题解与磨光参数 n 无关的一致估计 (关于时间 t 的).

(9) 利用区域拉平、截断的技巧、迹定理和 Stokes 方程的正则性原理证明惩罚问题解与磨光参数

n 相关的一致估计 (关于空间 x 的).

(10) 在背景空间下, 给出惩罚问题解的封闭性证明, 获得线性问题的解.

(11)利用 Tychonoff不动点定理证明非线性问题解的存在性,即获得原流固耦合问题解的存在性.

(12) 抬高初值的正则性, 利用存在性的证明步骤, 得到解的唯一性.

目前的方法有一定的局限性, 黏性或耗散结构起很重要的作用, 它不能被用来处理无黏流和固体

耦合的流固耦合问题. 关于这些模型的理论和应用研究都属于起步阶段, 急需新理论和新方法处理叶

片的几何结构与几何边界的复杂性. 因此, 如何构建旋转叶片的颤振模型和研究其非线性动力学特性

及一般的气动弹性稳定性等问题 (特别是数值方法的研究) 将十分有意义.
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21 Brézis H, Coron J M, Nirenberg L. Free vibrations for a nonlinear wave equation and a theorem of P. Rabinowitz.

Comm Pure Appl Math, 1980, 33: 667–684

22 Bukac M, Muha B. Stability and convergence analysis of the extensions of the kinematically coupled scheme for the

fluid-structure interaction. SIAM J Numer Anal, 2016, 54: 3032–3061
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王术等: 航空发动机中的流固耦合动力学模型: 建模与分析

Modeling and mathematical theory on fluid structure
interaction models in aircraft engines

Shu Wang, Lin Shen & Song Jiang

Abstract In this paper, we study some nonlinear fluid structure interaction (FSI) models in aircraft engines.
Firstly, based on the existing nonlinear dynamic model of blade vibration of the rotating thin-walled beam, plate,
or shell in vibration mechanics, and combined with the geometric structure of blade devices in aircraft engines
and the practical application characteristics such as high-speed rotation and high pressure in the transonic flow
field, the nonlinear FSI dynamic mathematical models of blade vibration in aircraft engines are proposed by
Hamilton theory and reviewed. Then, some theoretical analysis results obtained recently on some FSI models of
incompressible fluid are given.

Keywords aircraft engine, vibration of rotating blades, nonlinear fluid structure interaction models, moving

interface
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