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摘要 本文着重介绍关于 Finsler几何中的体积比较定理及其应用的重要研究进展.首先,介绍 Finsler

几何中关于距离函数的 Laplace 比较定理. 然后, 分别在 Ricci 曲率 Ric、加权 Ricci 曲率 RicN 和

Ric∞ 有界的条件下介绍 Finsler流形上的体积比较定理及其相关的重要应用. 本文的主要结果既有对

Riemann 几何中的体积比较定理的自然推广, 又有在 Finsler 几何中的创新发展, 对推进 Finsler 流形

上的整体几何与分析的研究有着极为重要的价值.

关键词 Finsler 流形 体积比较定理 Ricci 曲率 加权 Ricci 曲率 距离函数

MSC (2020) 主题分类 53C60, 53B40

1 引言

提到比较定理, 人们自然会想到 Cheeger 和 Ebin [6] 在 1975 年出版的名著 Comparison Theorems

in Riemannian Geometry. 他们在文献 [6] 中证明了 Rauch 比较定理, 同时, 作为第一 Rauch 比较定

理的强有力的整体推广, 他们还证明了 Toponogov 定理. 作为上述比较定理的应用, Cheeger 和 Ebin

证明了关于完备 Riemann 流形的 Cartan-Hadamard 定理, 研究了闭测地线、球面定理及非负 (正)

曲率的完备流形等相关的重要问题. 他们在文献 [6] 的序言中写的第一句话也许很好地表明了研究比

较定理的重要意义, 即 “通过发展将一个一般流形的几何与一个具有常数曲率 H 的单连通模型空间

MH 的几何作比较的技巧来研究完备 Riemann 流形”. 另外, 1964 年, Bishop 和 Crittenden [4] 出版

了Geometry of Manifolds. 该书在推广 Bonnet-Myers定理的工作中, 在 Ricci曲率有下界的条件下, 利

用并发展了体积比较技巧. 1981 年, Gromov 等 [11] 在 Ricci 曲率条件下研究 Riemann 流形的几何与

拓扑性质的工作中, 沿着 Bishop 的思路, 进一步发展了体积比较技巧, 从而形成了 Bishop-Gromov 体

积比较. 这一类体积比较定理在研究 Riemann几何中的 Gromov预紧性定理、测地球的体积增长、郑
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绍远最大直径定理、基本群及 Milnor 猜测等重要工作中扮演了极为重要的角色, 对促进 Riemann 流

形上的整体微分几何的发展发挥了极为重要的作用.

Riemann-Finsler 几何 (简称 Finsler 几何) 是 Riemann 几何的自然拓广, 是 “没有二次型限制的

Riemann 几何” (参见文献 [8]). 因此, 研究和发展 Finsler 几何中的比较定理及相关理论对推进关于

Finsler流形上的整体几何与分析的研究有着极为重要的意义和深刻的影响. 2000年, Bao等 [3] 证明了

Finsler 几何中的 Rauch 第一比较定理, 作为应用, 他们刻画了旗曲率有上 (下) 界的 Finsler 流形上的

Jacobi 场的增长. 近年来, 人们又围绕 Finsler 几何中的体积比较定理及相关问题开展了一系列深入

的研究, 取得了一系列非常丰富且深刻的研究成果, 为整体 Finsler 几何的发展提供了有力的支撑, 很

好地展现了 Finsler 流形上的几何、分析与拓扑发展的风采. 需要特别指出的是, 在这一发展历程中,

沈一兵教授和他的学生夏巧玲、吴炳烨和赵唯等为发展 Finsler体积比较理论作出了非常重要的贡献,

本文将在随后的介绍中逐一展现他们的工作.

本文着重介绍近年来围绕 Finsler 几何中的体积比较定理及相关的重要问题开展的研究所取得的

重要进展, 以期对进一步深化关于这个方向的研究、推进整体 Finsler 几何的发展产生积极的影响. 本

文余下内容的结构如下: 第 2 节介绍若干必要的基本概念、基本性质和记号. 第 3 节着重介绍关于

Finsler 距离函数的 Laplace 比较定理, 它们既是 Finsler 流形上的比较定理的重要组成部分, 又为后

面的若干重要的体积比较定理及其应用提供保障. 第 4–6 节分别在 Ricci 曲率 Ric、加权 Ricci 曲率

RicN 和 Ric∞ 有界的条件下介绍相应的体积比较定理及其重要的应用成果.

2 预备知识

设 F = F (x, y)是 n维光滑流形M 上的一个 Finsler度量,其中 (x, y) ∈ TM . Finsler流形 (M,F )

的测地线由以下微分方程组确定:

d2xi

dt2
+ 2Gi

(
x(t),

dx

dt

)
= 0,

其中, Gi 表示 F 的测地系数, 其定义为

Gi :=
1

4
gil{[F 2]xkyly

k − [F 2]xl}.

当 F 为 Riemann 度量时, Gi = 1
2Γ

i
jk(x)y

jyk, 其中 Γijk(x) 表示 Riemann 度量的 Christoffel 记号.

对于任意的 x ∈ M 和 y ∈ TxM\{0}, Finsler 流形 (M,F ) 的 Riemann 曲率 Ry := Rik
∂
∂xi ⊗ dxk

由下式定义:

Rik := 2
∂Gi

∂xk
− ∂2Gi

∂xm∂yk
ym + 2Gm

∂2Gi

∂ym∂yk
− ∂Gi

∂ym
∂Gm

∂yk
. (2.1)

Riemann 曲率自然地来自于测地线的第二变分 (参见文献 [9]). 进一步地, F 的 Ricci 曲率定义为

Riemann 曲率的迹, 即

Ric(x, y) := Rmm(x, y), y ∈ TxM. (2.2)

设 f 是 M 上的一个 C2 函数, 则 f 的 Hessian 可定义为一个映射 Hessf : TM → R, 定义如下:

Hessf(y) :=
d2

ds2
(f ◦ c)

∣∣∣∣
s=0

, y ∈ TxM, (2.3)
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其中 c : (−ε, ε) →M 表示满足 c(0) = x 和 ċ(0) = y ∈ TxM 的测地线. 易见, 在局部坐标系下,

Hessf(y) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)− ∂f

∂xm
Γmij (x, y)

)
yiyj , (2.4)

其中, Γkij(x, y) 表示 F 的 Chern 联络系数, 它通常要依赖于切向量 y ∈ TxM (参见文献 [23]).

记 Finsler 流形 (M,F ) 的 Busemann-Hausdorff 体积形式为 dmBH = σBH(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, 其中
体积系数 σBH(x) 定义为 (参见文献 [9])

σBH(x) :=
Vol(Bn(1))

Vol{(yi) ∈ Rn | F (x, y) < 1}
,

这里, Vol(·) 表示 Euclid 空间中区域的 Euclid 体积, Vol(Bn(1)) 表示 Euclid 空间中单位球体的体

积. 当 F (x, y) =
√
aij(x)yiyj 为 Riemann 度量时, σBH(x) =

√
det(aij(x)), 从而 Riemann 度量的

Busemann-Hausdorff 体积形式正是标准的 Riemann 体积形式. 设 (M,F,m) 是一个具有一般体积形

式 dm = σ(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn 的可测的 Finsler 流形. 一般地, dm 可由 Busemann-Hausdorff 体积形式

表示为

dm = ϕ(x)dmBH , (2.5)

其中 ϕ = ϕ(x) 是 M 上的一个正函数. 对于每一个切向量 y ∈ TxM \ {0}, 几何量

τ(x, y) := ln

√
det(gij(x, y))

σ(x)
(2.6)

称为 F 的畸变 (distortion). 进一步地, 令 c = c(t) 是满足 c(0) = x 和 ċ(0) = y 的测地线, 则 F 的 S-

曲率 S 和它沿测地线 c 的变化率 Ṡ 分别定义为

S(x, y) :=
d

dt
[τ(c(t), ċ(t))]

∣∣∣∣
t=0

, Ṡ(x, y) :=
d

dt
[S(c(t), ċ(t))]

∣∣∣∣
t=0

. (2.7)

事实上,

S = τ|m(x, y)ym, Ṡ = S|m(x, y)ym,

其中 “ | ” 表示关于 F 的 Chern 联络的水平协变导数.

也可从另一角度来理解 S-曲率 S 和 Ṡ. 设 Y 是一个开子集 U ⊂M 上的 C∞ 测地场,即 Y 是 U

上满足 DY
Y Y = 0 的非零向量场 (其中 D 表示 Finsler 流形 (M,F ) 上的 Chern 联络) (参见文献 [22]),

且令 ĝ = gY 为由 Y 诱导的加权 Riemann 度量. 记

dm := e−ψdmĝ, dmĝ :=
√
det(gij(x, Yx))dx

1 ∧ · · · ∧ dxn, (2.8)

其中, dmĝ 表示加权 Riemann 度量 ĝ 的标准 Riemann 体积形式. 容易看出 ψ 由下式给出:

ψ(x) = ln

√
det(gij(x, Yx))

σ(x)
= τ(x, Yx).

显然, 它正是在点 x ∈ M 处沿 Yx 的畸变 (参见文献 [9]). 令 y := Yx ∈ TxM (即 Y 是 y ∈ TxM 的一

个测地延拓). 根据 S- 曲率的定义及 (2.4), 有 (参见文献 [22, 23])

S(x, y) = Y [τ(x, Y )]|x = dψ(y), (2.9)
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Ṡ(x, y) = Y [S(x, Y )]|x = y[Y (ψ)] = Hessψ(y). (2.10)

在 Riemann几何中,一个 n维完备 Riemann度量空间 (M, g, e−fdmg)上的∞-Bakry-Émery Ricci

曲率张量定义为

Ric∞ = Ric + Hessf, (2.11)

其中, f 是 M 上的一个光滑实函数, dmg 是 g 的标准 Riemann 体积形式. 方程 Ric∞ = λg 正是在

Ricci 流理论中扮演着重要角色的梯度 Ricci 孤立子方程. 更一般地, 对于 N ∈ R\{n}, 关于体积测度
dm = e−fdmg 的 N - 加权 Ricci 曲率张量定义为

RicN = Ric + Hessf − df ⊗ df

N − n
. (2.12)

不像 Riemann 几何中的情形, Finsler 流形上不存在所谓的标准体积形式. 因此, 选择一个测地场

Y , 并以 Y 所诱导的加权 Riemann 度量的体积形式为参照体积形式是自然的. 由此, Finsler 几何中的

加权 Ricci 曲率作为 Ricci 曲率与 S- 曲率的结合体可被定义出来. 具体地, 设 (M,F,m) 是一个具有

体积形式 dm = σ(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn 的 n 维可测的 Finsler 流形, Y 是开子集 U ⊂ M 上的一个光滑

的测地场. 令 ĝ = gY . 如上所述, 可记 dm = e−ψdmĝ. 再记 y = Yx ∈ TxM . 则对于 N ∈ R\{n}, 定义
Finsler 几何中的 N - 加权 Ricci 曲率为 (参见文献 [7])

RicN (y) := Ric(y) + Hessψ(y)− dψ(y)2

N − n
. (2.13)

当 N → ∞ 时, 作为极限, 定义 Finsler 几何中的 ∞- 加权 Ricci 曲率为

Ric∞(y) := Ric(y) + Hessψ(y). (2.14)

由 (2.9) 和 (2.10) 可知, (2.13) 和 (2.14) 正是日本几何学家 Ohta [15] 定义的加权 Ricci 曲率

RicN (y) = Ric(y) + Ṡ − 1

N − n
S2, (2.15)

Ric∞(y) = Ric(y) + Ṡ. (2.16)

事实上, Finsler 几何中的加权 Ricci 曲率由 Ohta [15] 在 2009 年首次引入, 并已在研究 Finsler 流形上

的整体几何与分析的工作中扮演了十分重要的角色. 通常, 用 RicN > K (或 Ric∞ > K) 表示对于任

意的 x ∈M 和 y ∈ TxM , 总有 RicN (y) > KF 2(x, y) (或 Ric∞(y) > KF 2(x, y)), 其中 K ∈ R.
给定一个具有体积形式 dm = σ(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn 的 n 维可测的 Finsler 流形 (M,F,m), dF 为 F

诱导的距离函数. 取点 p ∈ M , 令 Sp(r) 和 Bp(r) 分别表示以 p 点为中心、以 r 为半径的测地球面和

测地球. 众所周知, 关于测度 m 的小测地球面及小测地球的体积为

m(Sp(r)) = ϕ(p)ωn−1r
n−1{1 + o(1)}, (2.17)

m(Bp(r)) = ϕ(p)
ωn−1

n
rn{1 + o(1)}, (2.18)

其中, ωn−1 = Vol(Sn−1(1)) 表示 Euclid 空间中 n − 1 维单位球面的体积, ϕ = ϕ(x) 由 (2.5) 确定 (参

见文献 [23]). 令 Ωp 表示点 p 处的割区域, 即由点 p 处的割迹 Cut(p) 所包围的开区域. 对于 t > 0,

S̃p(t) := Sp(t)∩Ωp是M 的一个光滑超曲面. 自然地,体积形式 dm诱导了 S̃p(t)上的一个体积形式 dAt.

另一方面, 当将切空间 TpM 视为一个流形时, 体积形式 dm = σ(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn 自然地确定了 TpM

1492



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 10 期

上的一个体积形式 dmp = σ(p)dy1∧· · · dyn. 进一步地, dmp 又诱导了 SpM := {y ∈ TpM | F (p, y) = 1}
上的一个体积形式 dAp. 定义 φt : SpM →M 为

φt(y) := expp(ty), y ∈ SpM. (2.19)

再令 SrpM := {y ∈ SpM | iy > r}, 其中 iy 表示 y 的割值, 则 φt 诱导了 StpM 到 S̃p(t) 的一个微分同

胚, 从而可记

(φt)
∗dAt := ηt(y)dAp. (2.20)

函数 ηt(y) 对所有的 0 < t < iy 都是正函数. 更重要的是, 距离函数 ρ(x) := dF (p, x) 在 Ωp \ {p} 上是
光滑的, 且距离函数 ρ(x) 关于 F 和 dm 的 Laplace 可表示为

∆ρ|φt(y) =
d

dt
[ln ηt(y)]. (2.21)

事实上, ∆ρ|φt(y) 表示的恰好是 S̃p(t) 在点 x = expp(ty) 处的平均曲率 (参见文献 [23]). (2.21) 建立起

了测地球 Sp(r) 的体积与距离函数的 Laplace ∆ρ(x) 之间的联系 (参见文献 [23, 命题 14.3.1, (16.6)]),

在关于 m(S̃p(r)) 及 m(Bp(R)) 的估计中扮演了一个重要角色. 此外, S̃p(r) 和 Bp(R)\Bp(r) 的体积可
由关于 ηr(y) 的如下积分表示 (参见文献 [23]):

m(S̃p(r)) =

∫
S̃p(r)

dAr =

∫
Sr
pM

φ∗
rdAr =

∫
Sr
pM

ηr(y)dAp,

m(Bp(R)\Bp(r)) =
∫ R

r

m(S̃p(t))dt =

∫ R

r

∫
StM

ηt(y)dApdt.

3 距离函数的 Laplace 比较定理

对于任意的 0 6 ρo < to 6 ∞, 令 χ : (ρo, to) → (0,∞) 是一个光滑函数, 使得当 ρo = 0 时有

limt→0+ χ(t) = 0, 而当 to < ∞ 时有 limt→t−o
χ(t) = 0. 典型的例子如 χ(t) = sinn−1(t) 或 χ(t) = tn−1.

定义

sc(t) :=


1√
c
sin(

√
ct), c > 0,

t, c = 0,
1√
−c

sinh(
√
−ct), c < 0.

(3.1)

注意到 sc(t) 事实上是下列微分方程的解:

f ′′ + cf = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1.

进一步地, 定义

ctc(t) :=
s′c(t)

sc(t)
=


√
c · cotan(

√
ct), c > 0,

1

t
, c = 0,

√
−c · cotanh(

√
−ct), c < 0.

(3.2)

为推导出所需要的 Finsler 流形上的关于距离函数的 Laplace 比较定理, 首先介绍几个相关的

Riemann 几何中的比较定理. 给定一个 n 维完备 Riemann 度量空间 (M, g, dm = e−fdmg), 令 ∆ 表示
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关于 (g, dmg)的 Laplace 算子, 而 ∆f 表示关于 (g, dm = e−fdmg)的 Laplace算子, 即对于 M 上的任

意一个光滑函数 u, 有 (参见文献 [25])

∆fu = divdm(∇u) = ∆u− df(∇u).

任意取定一点 p ∈ M , 令 ρ(x) := d(p, x) 是从点 p 出发的距离函数. 显然, 对于任意的单位切向量

y ∈ TpM , cy(t) = expp(ty) 是 [0, iy] 上的一条极小测地线. 注意 c′y(t) = ∇ρcy(t).
2021 年, 沈忠民在一定的 Ricci 曲率下界的条件下得到了以下结果.

引理3.1 [24] 设 (M, g, dm = e−fdmg)是一个完备 Riemann流形, p ∈M . 对于任意的一点 x ∈M ,

距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若 Ricci 曲率满足

Ric(x,∇ρx) > (n− 1)c, df(∇ρx) > −δ,

则

∆fρ(x) 6
d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

,

其中, χ(t) = sc(t)
n−1eδt, 0 < t < dp 且 dp := supx∈M d(p, x).

另外, Wei 和 Wylie [25] 在加权 Ricci 曲率条件下得到了如下的距离函数的 Laplace 比较定理.

引理3.2 [25] 设 (M, g, dm = e−fdmg)是一个完备 Riemann流形, p ∈M . 对于任意的一点 x ∈M ,

距离函数为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足

Ric∞f (x,∇ρx) > (n− 1)K, (3.3)

则在 ρ(x) > ρo 的条件下, 有

∆fρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

, (3.4)

其中, χ(t) = emo(t−ρo)− 1
2 (n−1)K(t−ρo)2 , ρo < t <∞ 且 mo := supρ(x)=ρo ∆fρ(x).

在文献 [25] 中, ∆fρ|cy(t) := mf (t) 称为测地球面 Sp(t) 在点 cy(t) 处的平均曲率, 且 (3.3) 中的加

权 Ricci曲率 Ric∞f (x,∇ρx)由 Riemann流形 (M, g, e−fdmg)上的∞-Bakry-Émery Ricci曲率张量 (参

见 (2.11)) 定义为

Ric∞f (x,∇ρx) := Ric∞(∇ρx,∇ρx). (3.5)

进一步地, 他们证明了以下的 Laplace 比较定理.

引理3.3 [25] 设 (M, g, dm = e−fdmg)是一个完备 Riemann流形, p ∈M . 对于任意的一点 x ∈M ,

距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足

Ric∞f (x,∇ρx) > (n− 1)c, dfx(∇ρx) > −δ,

则在 Ωp 中, 有

∆fρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

,

其中, χ(t) = [sc(t)]
n−1eδt. 当 c > 0 时, 上述估计在 ρ(x) 6 π/(2

√
c) 的范围内成立.

作为引理 3.2 和 3.3 的应用, Wei 和 Wylie [25] 得到了一个重要的体积比较定理 (参见定理 6.1).

与之不同的是, Qian [19] 在关于 N - 加权 Ricci 曲率的条件下, 得到了如下的 Laplace 比较定理.
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引理3.4 [19] 设 (M, g, dm = e−fdmg)是一个完备 Riemann流形, p ∈M . 对于任意的一点 x ∈M ,

距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足

RicNf (x,∇ρx) > (N − 1)K,

则在 Ωp 上总有

∆fρ(x) 6
d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

,

其中, χ(t) := [sK(t)]N−1, 0 < t < ro. 当 K > 0 时, ro = π/
√
K.

需要指出的是,在引理 3.4中出现的加权 Ricci曲率 RicNf (x,∇ρ)由 Riemann流形 (M, g, e−fdmg)

上的 N - 加权 Ricci 曲率张量 (参见 (2.12)) 定义为

RicNf (x,∇ρ) := RicN (∇ρx,∇ρx).

值得注意的是,上述引理中关于 Ricci曲率和加权 Ricci曲率等几何量的条件只要求在距离函数的

梯度向量 ∇ρ 的方向满足即可. 这为将这些 Riemann 几何中的比较定理推广到 Finsler 流形上提供了

一条简洁的路径. 回顾具有体积形式 dm = σ(x)dx1∧· · ·∧dxn的 n维可测的 Finsler流形 (M,F,m). 令

p ∈ M , ρ(x) = dF (p, x) 是距离函数. 已知 ∇ρ 是 Ωp = M\{Cut(p)} 上的一个测地场 (参见文献 [23]).

令 ĝ := g∇ρ 是由 ∇ρ诱导的 Riemann度量,则可记 dm = e−fdmĝ,其中 f(x) = τ(x,∇ρx)是 (M,F,m)

沿方向 ∇ρx 的畸变. 易见, 函数 ρ(x) = dF (p, x) 也是 ĝ 的距离函数, 且 ∇ρ = ∇̂ρ (参见文献 [23]). 这

里及下文中, 均用带 ·̂ 的记号表示关于 Riemann 流形 (M, ĝ, dm = e−fdmĝ) 的相关几何量. 利用测

地场的性质容易证明: Finsler 流形 (M,F, dm = e−fdmĝ) 与 Riemann 流形 (M, ĝ, dm = e−fdmĝ) 的相

应几何量之间有如下关系 (参见文献 [7, 23,24]):

Ric(x,∇ρx) = R̂ic(x, ∇̂ρx), Hessf(∇ρx) = Ĥessf(∇̂ρx), (3.6)

S(x,∇ρx) = dfx(∇̂ρx), Ṡ(∇ρ) = Hess(f)(∇ρ) = Ĥess(f)(∇̂ρ), (3.7)

∆ρ = ∆̂fρ. (3.8)

从而进一步可由 (2.13) 和 (2.14) 得到

Ric∞(x,∇ρx) = Ric(x,∇ρx) + Hessf(∇ρx)

= R̂ic(x, ∇̂ρx) + Ĥessf(∇̂ρx) = R̂ic
∞
f (x, ∇̂ρx), (3.9)

RicN (x,∇ρx) = Ric(x,∇ρx) + Hessf(∇ρx)−
[dfx(∇ρx)]2

N − n

= R̂ic(x, ∇̂ρx) + Ĥessf(∇̂ρx)−
[dfx(∇̂ρx)]2

N − n

= R̂ic
N

f (x, ∇̂ρx). (3.10)

利用 (3.6)–(3.10),很容易将前述 Riemann几何中的几个 Laplace比较定理推广到 Finsler流形上.

首先, 由引理 3.1 不难得到关于距离函数的以下结果.

定理3.5 [23, 24,29] 令 (M,F,m) 是一个 n 维向前完备的 Finsler 度量测度空间. 对于任意取定的

一个点 p ∈M , 距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若 Ricci 曲率满足以下条件:

Ric(x,∇ρx) > (n− 1)c, S(x,∇ρx) > −δ,
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则 ρ(x) 在 Ωp 上满足

∆ρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

, (3.11)

其中, χ(t) = sc(t)
n−1eδt, 0 < t < dp 且 dp := supx∈M dF (p, x).

定理 3.5 首先由 Shen [23] 证明. 之后, Wu 和 Xin [29] 用不同的方法也得到了类似结果.

其次, 由引理 3.2, 有如下定理.

定理3.6 [24, 25,32] 令 (M,F,m) 是一个 n 维向前完备的 Finsler 度量测度空间. 对于任意取定的

一个点 p ∈ M , 距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足 Ric∞(x,∇ρx) > K, 则距

离函数 ρ(x) 在 Ωp \Bp(ρ0) 上满足

∆ρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

, (3.12)

其中, χ(t) = emo(t−ρo)− 1
2K(t−ρo)2 , ρo < t <∞, mo := supx∈ρ−1(ρo) ∆ρ(x).

定理 3.6 首先由 Yin [32] 得到. 下面, 进一步介绍两个重要的定理. 由引理 3.3 容易证明以下定理.

定理3.7 [24, 25,32] 令 (M,F,m) 是一个 n 维向前完备的 Finsler 度量测度空间. 对于任意取定的

一个点 p ∈ M , 距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足 Ric∞(x,∇ρx) > (n − 1)c,

则下述结论成立.

(1) 如果 S(x,∇ρx) > −δ, 则在 Ωp ∩Bp(ro) 上, 距离函数 ρ(x) 满足

∆ρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

,

其中, χ(t) = [sc(t)]
n−1eδt, 0 < t < ro. 这里, 当 c 6 0 时, ro = +∞; 而当 c > 0 时, ro =

π
2
√
c
.

(2) 如果畸变 τ 满足 |τ(x,∇ρx)| 6 k, 则在 Ωp ∩Bp(ro) 上有

∆ρ 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

,

其中, χ(t) := [sc(t)]
n+4k−1, 0 < t < ro. 这里, 当 c 6 0 时, ro = +∞; 而当 c > 0 时, ro = π/(4

√
c).

当 Finsler 度量 F 是 Riemann 度量时, 定理 3.7 即为文献 [25, 定理 1.1]. 在 Finsler 几何情形, 该

定理首先由 Yin [32] 得到. 最后, 由引理 3.4 不难得到以下定理.

定理3.8 [17, 24] 令 (M,F,m) 是一个 n 维向前完备的 Finsler 度量测度空间. 对于任意取定的一

个点 p ∈ M , 距离函数定义为 ρ(x) := dF (p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足 RicN (x,∇ρx) > (N − 1)K,

这里 K ∈ R 且 N ∈ [n,∞), 则距离函数 ρ(x) 在 Ωp 上满足

∆ρ(x) 6 d

dt
[lnχ(t)]

∣∣∣∣
t=ρ(x)

, (3.13)

其中, χ(t) := [sK(t)]N−1, 0 < t < ro. 这里, 当 K > 0 时, ro = π/
√
K.

定理 3.8 首先由 Ohta 和 Sturm [17] 得到. 利用定理 3.7 和 3.8, 在 Ric∞ > K > 0 的条件下可证明

向前完备的 Finsler 流形必然具有有限的体积 (参见定理 6.4).

4 Ricci 曲率 Ric 条件下的体积比较定理

1955 年, Auslander [1] 最早开始了与 Finsler 流形上的整体比较几何相关的研究. 他证明了如果一

个 n 维完备的 Finsler 流形 (M,F ) 满足 Ric > n− 1, 则直径 Diam(M) 6 π. 特别地, 基本群 π1 是有
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限的. 这是一个 Bonnet-Myers 型定理. 进一步地, 他证明了如果一个完备 Finsler 流形 (M,F ) 有非正

旗曲率, 则指数映射 expx : TxM → M 是一个局部 C1- 微分同胚. 当 F 是 Riemann 度量时, 这就是

Cartan-Hadamard 定理.

在 Riemann几何中, Bishop-Gromov体积比较定理在 Riemann流形的整体微分几何中扮演了一个

非常重要的角色. 它的一个应用是针对 C(n, λ, d) 得到了关于 Gromov-Hausdorff 距离 dGH 的 Gromov

预紧性定理 (precompactness theorem), 其中 C(n, λ, d) 表示所有满足 Ric > (n− 1)λ 且 Diam(M) 6 d

的 n维 Riemann流形 (M, g)的集合.对于 ε > 0和 R > 1,令 Cε,R(n, λ, d)表示 C(n, λ, d)的一个子类,

其由 C(n, λ, d)中满足任意 ε-球 Bx(ε)都在 Bx(Rε) ⊂M 中可缩的 Riemann流形 (M, g)构成. 可以证

明,如果 Cε,R(n, λ, d)中的两个流形 M0 和 M1 关于 dGH 是充分接近的,则它们必然同伦等价. 这个结

果与 C(n, λ, d)的准紧性相结合,即可得出 Cε,R(n, λ, d)中只有有限多个同伦型的结论 (参见文献 [18]).

这是 Cheeger 的有限性定理及 Grove-Petersen 的有限性定理的一个推广版本.

在 Finsler 几何情形, Shen [20] 引进了一个新的、现在已被证明是极为重要的几何量—S- 曲率 S

(最初称作平均变分 (mean covariant)) (参见 (2.7)), 建立了 Finsler 流形上的一个 Bishop-Gromov 型

的体积比较定理, 并在此基础上得到了关于 Finsler 流形的预紧性定理和有限性定理. 具体地, 给定一

个具有 Busemann-Hausdorff 体积形式 dmBH 的 n 维 Finsler 度量测度空间 (M,F,mBH). 对于常数

λ ∈ R 和 µ > 0, 令

Vλ,µ(r) := Vol(Sn−1(1))

∫ r

0

eµtsλ(t)
n−1dt, (4.1)

其中 sλ(t) 由 (3.1) 定义. 注意到当 r → 0+ 时, Vλ,µ(r) = Vol(Bn(r))(1 + o(r)), 可以证明: 当 r → 0+

时, m(Bp(r)) = Vol(Bn(r))(1 + o(r)) (参见文献 [20]). 于是,

lim
r→0+

m(Bp(r))

Vλ,µ(r)
= 1.

我们约定 |S| 6 µ 意指对于任意的 x ∈ M 及 y ∈ TxM , 总有 |S(x, y)| 6 µF (x, y). 利用 Busemann-

Hausdorff 体积形式, Shen [20] 得到了 Finsler 流形上的下述 Bishop-Gromov 体积比较定理.

定理4.1 [20] 令 (M,F,mBH)是一个具有 Busemann-Hausdorff体积形式的 n维完备 Finsler度量

测度空间, p ∈M 是任意取定的一点. 如果

Ric > (n− 1)λ, |S| 6 µ, (4.2)

则对于任意的 0 < r < R, 都有
m(Bp(R))

Vλ,µ(R)
6 m(Bp(r))

Vλ,µ(r)
. (4.3)

特别地,

m(Bp(r)) 6 Vλ,µ(r).

给定 n、λ 和 µ (> 0), 令 M(n, λ, µ) 表示所有满足 (4.2) 的 n 维带基点的 (pointed) 完备 Finsler

流形 (M,p, F ) 的集合. 作为定理 4.1 的一个直接结果, 可证明以下的预紧性定理.

推论4.2 [20] M(n, λ, µ) 在带基点的 Gromov-Hausdorff 拓扑中是预紧的.

进一步地, 如果一个函数 ρ : [0, r) → [0,∞) 满足: (i) ρ(0) = 0; (ii) ρ(ε) > ε; (iii) 当 ε → 0 时,

ρ(ε) → 0; (iv) ρ 是不减函数, 则称它是一个收缩函数. 给定一个收缩函数 ρ 和一个度量空间 X, 如果

对于任意的 ε ∈ [0, r) 和 x ∈ X, 球 Bx(ε) 在 Bx(ρ(ε)) 中是可缩的, 则称 X 是 LGC(ρ) 空间. 对于一
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个数 r > 0, 如果对于任意的 x ∈ X 和 0 < ε < r, 每一个球 Bx(ε) 在 Bx(ε) 内都是可缩的, 即 X 对

于 ρ(ε) = ε : [0, r) → [0, r) 是 LGC(ρ) 空间, 则称 X 有收缩半径 c(X) > r. 给定 n、λ、µ、ρ 和 d, 令

M(n, λ, µ, d, ρ) 表示满足

Ric > (n− 1)λ, |S| 6 µ, Diam(M) 6 d

的 n 维紧致 LGC(ρ) Finsler 流形构成的集合, 则由定理 4.1 可以证明以下结论成立.

推论4.3 [20] M(n, λ, µ, d, ρ) 只包含有限多个同伦型.

Green [10] 曾证明: 如果一个 n 维闭 Riemann 流形的数量曲率满足 r > n(n − 1), 则 M 的共轭

半径满足 ConjRad(M) 6 π, 等号成立的充分必要条件是 M 等距于标准单位球面 Sn(1). 有例子表明,

存在完备非紧的具有正数量曲率的 Riemann 空间. 所以, 一个自然的问题是, Green 的定理是否在非

紧情形仍然成立? 利用定理 4.1, Shen [21] 在完备的 Finsler 流形上研究了这个问题并证明了以下结果.

定理4.4 [21] 设 (M,F,mBH) 是一个具有 Busemann-Hausdorff 体积形式且满足 S = 0 的 n 维完

备 Finsler 度量测度空间. 假若 F 的数量曲率满足 r > n(n− 1), inf Ric > −∞, 度量球的体积不按指

数增长, 则 M 的共轭半径满足

ConjRad(M) 6 π.

这里, 我们说度量球的体积按指数增长, 意指存在常数 A > 1 和 C > 0, 使得

m(Bp(R))

m(Bp(r))
> C ·AR−r, ∀R > r > 0.

需要说明的是, Finsler 几何中的数量曲率并没有一个统一的定义. 在定理 4.4 中, 在点 x ∈ M 处

的数量曲率 r(x) 定义如下:

r(x) :=
n+ 2

Vol(Bn(1))

∫
Bx

Ric(x, y)dmx,

其中, Bx := {y ∈ TxM | F (x, y) < 1}, dmx = σBH(x)dy
1 ∧ · · · ∧ dyn 是 TxM 上由 Busemann-Hausdorff

体积形式 dmBH 诱导的体积形式 (参见文献 [21]).

对于一个具有一般体积形式 dm 的 n 维 Finsler 度量测度空间 (M,F,m), Wu 和 Xin [29] 利用距

离函数的 Laplace 比较定理得到了一个与定理 4.1 一致的结果.

定理4.5 [29] 令 (M,F,m)是一个具有体积形式 dm的 n维完备 Finsler度量测度空间, p ∈M 是

任意取定的一点. 如果

Ric > (n− 1)λ, |S| 6 µ, (4.4)

则对于任意的 0 < r < R, 有
m(Bp(R))

Vλ,µ(R)
6 m(Bp(r))

Vλ,µ(r)
. (4.5)

特别地, 当 dm = dmBH 时,

m(Bp(r)) 6 Vλ,µ(r).

另外,当 Ricci曲率具有负上界时,他们利用距离函数的 Laplace比较定理得到了以下的体积比较

定理.

定理4.6 [29] 令 (M,F,m) 是一个具有体积形式 dm 的 n 维完备单连通 Finsler 度量测度空间,

p ∈M 是任意取定的一点. 如果 F 的旗曲率 K 小于等于 0, 且满足

Ric 6 λ < 0, |S| 6 µ, (4.6)
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则函数 m(Bp(r))
Vλ,−µ,2(r)

是单调递增的. 特别地, 当 dm = dBH 时,

m(Bp(r)) >
Vol(Bn(1))

Vol(B2(1))
Vλ,−µ,2(r),

其中 Vλ,−µ,2(r) := Vol(S1(1))
∫ r
0
e−µtsλ(t)dt.

作为上述定理的应用, 他们将 Milnor 的关于紧致 Riemann 流形的基本群的增长定理推广到了紧

致 Finsler 流形上 (参见文献 [29, 定理 8.2]).

2011 年, Wu [26] 引入了 Finsler 流形上的极值体积形式, 包括极大体积形式 dVmax 和极小体积形

式 dVmin. 具体定义为

dVmax = σmax(x)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn, dVmin = σmin(x)dx

1 ∧ · · · ∧ dxn,

其中,

σmax(x) := max
y∈TxM\{0}

√
det(gij(x, y)), σmin(x) := min

y∈TxM\{0}

√
det(gij(x, y)).

利用极值体积形式, Wu [26] 在去掉上述定理中关于 S- 曲率的条件之后, 得到了以下体积比较定理.

定理4.7 [26] 令 (M,F ) 是一个 n 维完备 Finsler 流形, p ∈M 是任意取定的一点.

(1) 如果 M 是单连通的, F 的旗曲率满足 K 6 0 且 Ricci 曲率满足 Ric 6 c < 0, 则对于任意的

R > 1, 都有

Volmax(Bp(R)) >
mg̃(Bp(1))

Vol(B2
c(1))

Vol(B2
c(R)),

其中, g̃ := g∇ρ 表示由距离函数 ρ 的梯度向量场诱导的 Riemann 度量, mg̃(·) 表示关于 g̃ 的 Riemann

体积.

(2) 如果 (M,F ) 的 Ricci 曲率满足 Ric > (n− 1)c, 则

Volmin(Bp(R)) 6 µ(p)
n
2 ·Vol(Bnc (R)),

其中, Volmax 和 Volmin 分别表示关于 dVmax 和 dVmin 的体积, µ(p) 表示 Finsler 流形在点 p 处的一致

常数, 其定义为

µ(p) := max
y,z,u∈TpM\{0}

gy(u, u)

gz(u, u)
.

此外, Vol(Bnc (R)) 表示具有常数截面曲率 c 的 n 维 Riemann 空间形式中半径为 R 的测地球的体积.

吴炳烨在后续的研究工作中, 利用极值体积形式得到了若干 Finsler 流形上的体积比较定理及相

关的应用结果. 例如, 在 Finsler 流形的积分 Ricci 曲率有界的条件下, 他建立了一个关于 Finsler 流形

的极小体积的相对体积比较定理, 证明了一个 Finsler 流形的准紧性定理, 刻画了 Finsler 流形的第一

Betti 数 (参见文献 [27]). 他也在一定的 Ricci 曲率条件下, 证明了任何一个具有有限一致常数的完备

非紧 Finsler 流形的极值体积必然具有次数大于等于 1 的多项式增长 (参见文献 [28]).

Zhao 和 Shen [35] 研究了 Finsler 几何中体积测度对 Finsler 流形几何的影响. 设 (M,F ) 是一个 n

维向前完备的 Finsler 流形, p ∈ M . 令 (xi) 是 p 的某一个坐标邻域中的局部坐标, 则 Finsler 度量 F

在切空间 TpM\{0} 上诱导了一个 Riemann 度量

gp(y) := gij(p, y)dy
i ⊗ dyj ,
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其中 y = yi ∂
∂xi . 令 ġp 和 dνp 分别表示 gp 在 SpM = {y ∈ TpM | F (p, y) = 1} 上诱导的 Riemann 度量

和 Riemann 体积形式, 则

dνp(y) =
√
det(gij(p, y))

( n∑
i=1

(−1)i−1yidy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dyn
)
.

对于任意的一点 x∈Ωp,可以选取中心在点 p的测地极坐标 (r, θ),使得 r(x)=F (v)且 θα(x)=θα( v
F (v) ),

其中 v = exp−1
p (x) ∈ Tp(M)\{0}. 由 Gauss 引理 (参见文献 [3, 引理 6.1.1]) 可知, 单位径向坐标向

量 ∂
∂r 与坐标向量

∂
∂θα (1 6 α 6 n − 1) 关于 g ∂

∂r
正交. 因此, 可以简单地记为 dνp =

√
detġpdΘ,

其中 dΘ = dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1. 进一步地, 对于 M 上任意给定的一个体积形式 dm, 可以简单地记为

dm|expp(rv)
= σ(p, r, θ)dr ∧ dΘ, 其中, v ∈ SpM , θ 表示 v 在 SpM 上的坐标, x = expp(rv). 则

dm|expp(rv)
=

(
σ(p, r, θ)√
detġp(v)

)
dr ∧ (

√
detġp(v)dΘ)

=

(
σ(p, r, θ)√
detġp(v)

)
dr ∧ dνp(v)

=: σ̂(p, r, θ)dr ∧ dνp(v).

下列引理对于文献 [35] 中的主要定理 (即下述的定理 4.9) 的证明极为重要.

引理4.8 [35] 给定一个具有体积形式 dm 的 n 维完备 Finsler 度量测度空间 (M,F,m), 则

lim
r→0+

σ̂(p, r, θ)

rn−1
= e−τ(x,v),

其中 x = expp(rv).

对于任意的 v ∈ SpM , 令 γv(t) 表示满足 γv(0) = p 和 γ̇v(0) = v 的单位速度测地线. 定义

Vp,λ,n(r) :=
(∫

SpM

dνp(v)

)
·
(∫ r

0

e−τ(γv(t),γ̇v(t))sn−1
λ (t)dt

)
. (4.7)

注意到 Vp,λ,n(r) 比 (4.1) 中定义的 Vλ,µ(r) 更一般化. 进一步地, 令

F(r, v) = eτ(γv(t),γ̇v(r))σ̂(p, r, θ).

Zhao 和 Shen [35] 建立了如下的 Finsler 流形上的万有体积比较定理.

定理4.9 [35] 令 (M,F,m) 是一个具有体积形式 dm 的 n 维向前完备 Finsler 度量测度空间. 如

果 F 的 Ricci 曲率有下界, Ric > (n− 1)λ, 则以下函数关于 r 是单调递减的:

P(r) =
F(r, v)

sn−1
λ (r)

,

且当 r → 0+ 时, P(r) 收敛于 1. 因此, 对于任意的 r > 0, 都有

m(Bp(r)) 6 Vp,λ,n(r),

且存在 r0 > 0, 使得等号成立当且仅当 F 的旗曲率对于任意的 v ∈ SpM 都满足

K(γ̇v(t); ·) ≡ λ, 0 6 t 6 r0 6 ip,

其中 ip 表示点 p 的单射半径.
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不难验证, 在 Ricci 曲率有下界的条件下, 通常的 Bishop-Gromov 体积比较定理、定理 4.1 及文

献 [26,定理 5.4]均可由定理 4.9推导出来. 进一步地,根据定理 4.9和文献 [5,29]中的讨论,可得到下

列相对体积比较定理.

(i) 假若 Ric > (n− 1)λ 且 S > (n− 1)h, 则以下函数关于 r 是单调递减的:

P1(r) =
m(B+

p (r))

Vp,λ,h,n(r)
,

且当 r → 0+ 时, P1(r) 收敛于 1. 这里,

Vp,λ,h,n(r) =

∫
SpM

e−τ(p,v)dνp(v)

∫ r

0

(e−htsλ(t))
n−1dt.

(ii) 假若 Ric > (n− 1)λ 且 a 6 τ 6 b, 则对于任意的 0 < r 6 R, 都有

m(B+
p (r))

m(B+
p (R))

> ea−b
∫ r
0
sn−1
λ (t)dt∫ R

0
sn−1
λ (t)dt

.

作为上述讨论的进一步应用, Zhao 和 Shen [35] 给出了 Finsler 几何中的 Berger-Kazdan 不等式和

Santaló 公式, 并在此基础上, 推导出了 Finsler 流形上的 Berger-Kazdan 型比较定理和一个 Croke 型

等周不等式.

5 加权 Ricci 曲率 RicN 条件下的体积比较定理

在流形的比较几何及几何分析中, 加权 Ricci 曲率扮演着非常关键的角色. 加权 Ricci 曲率 RicN

包含了一个实参数 N . 对于 N ∈ [dimM,+∞], 如果 RicN 以一个实数 K 为下界, 则正如在 Ricci 曲

率 > K 且维数 6 N 的情形那样, 度量测度空间就会具有丰富多彩的性质. 最近的一个标志性成果是

RicN > K 等价于曲率 - 维数条件 CD(K,N) (参见文献 [15, 16]).

给定一个具有体积形式 dm 的 n 维 Finsler 度量测度空间 (M,F,m), 分别用

B+
x (r) := {z ∈M | d(x, z) < r} 和 B−

x (r) := {z ∈M | d(z, x) < r}

表示中心在 x ∈M、半径为 r > 0 的向前和向后的开测地球. Ohta [15, 16] 在加权 Ricci 曲率 RicN 有下

界的条件下, 建立了如下的 Finsler 几何中的 Bishop-Gromov 体积比较.

定理5.1 [15,16] 令 (M,F,m) 是一个向前或向后完备的 Finsler 度量测度空间. 假若 RicN > K,

其中 K ∈ R, N ∈ [n,∞), 则对于任意的 x ∈M 和 0 < r < R, 都有

max

{
m(B+

x (R))

m(B+
x (r))

,
m(B−

x (R))

m(B−
x (r))

}
6

∫ R
0
sK/(N−1)(t)

N−1dt∫ r
0
sK/(N−1)(t)N−1dt

.

当 K > 0 时, R 6 π
√
(N − 1)/K.

Finsler 几何中经典的 Bonnet-Myers 定理指出, 如果一个向前或向后完备的 Finsler 流形 (M,F )

满足 Ric > (n− 1)K > 0, 则 M 事实上是紧致的, 而且 Diam(M) 6 π√
K

(参见文献 [3, 定理 7.7.1]). 作

为定理 5.1 的一个推论, 在 K > 0 的情形, 可得到 Bonnet-Myers 定理的一个加权版本.
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推论5.2 [15,16] 令 (M,F,m) 是一个向前或向后完备的 Finsler 度量测度空间. 假若 RicN > K,

其中, K > 0, N ∈ [n,∞), 则有

Diam(M) 6 π

√
N − 1

K
.

特别地, M 是紧致的.

为证明 (p, q)-Sobolev 不等式, 进而推导出紧致 Finsler 流形上 Finsler Laplace 第一特征值的最优

下界估计, 借助在第 4 节中定义的测地极坐标, Xia [30] 给出了一个体积比较定理, 即如下定理.

定理5.3 [30] 令 (M,F,m) 是一个向前完备的 Finsler 度量测度空间. 假若 RicN > K, 其中,

N ∈ [n,∞), K ∈ R, 则沿任意一条从 x ∈ B+
x (R) 出发的极小测地线, 不等式

σ(x, r2, θ)

σ(x, r1, θ)
6

(
r2
r1

)N−1

er2
√

(N−1)|K|

对于任意的 0 < r1 < r2 < R 都成立. 当 K > 0 时, 由 Bonnet-Myers 定理知 R 6 π
√
(N − 1)/K. 进一

步地, 对于任意的 0 < r1 < r2 < R, 以下不等式成立:

m(B+
x (r2))

m(B+
x (r1))

6
(
r2
r1

)N
er2

√
(N−1)|K| 6

(
r2
r1

)N
eR

√
(N−1)|K|. (5.1)

这里, (r, θ) 表示以 x 为中心的测地极坐标.

体积比较 (5.1) 意味着体积加倍性质 (doubling property), 即存在一个一致常数 D0, 使得对于任

意的 x ∈ B+
x (R) 和 0 < r < R

2 , 总有 m(B+
x (2r)) 6 D0m(B+

x (r)).

基于定理 5.3 和同在文献 [30] 中得到的一个局部 1-Poincaré 不等式, Xia [30] 首先得到了以下不

等式.

定理5.4 [30] 令 (M,F,m)是一个 n维紧致无边的 Finsler流形. 假若 RicN > K,其中 N ∈ [n,∞),

K ∈ R, 且 m0 := m(M) > 0. 则对于任意的 ν = ν(N) > N 和 u ∈ W 1,q(M) (1 6 q < ν), 存在正常数

ci = ci(Λ, N,K,m0, d) (i = 4, 5), 使得以下不等式成立:(∫
M

|u|pdm
) 1

p

6 c4

(∫
M

|u|qdm
) 1

q

+ c5

(∫
M

[F ∗(du)]qdm

) 1
q

,

其中, d 是 M 的直径, 且 p 与 q 满足 1
p = 1

q −
1
ν .

在此基础上, Xia [30] 在 RicN > K 的条件下进一步证明了紧致 Finsler 流形上两类优化的 (p, q)-

Sobolev 不等式的存在性, 其中, N ∈ [n,∞), K ∈ R. 特别地, 当 K > 0 时, 她在 2 6 p 6 2N/(N − 2)

的情形下建立了最优的 (p, 2)-Sobolev 不等式. 据此, 她进一步得到了 Finsler Laplace 第一特征值 λ1

的最优下界估计,并刻画了当 λ1 达到最小值时流形的结构,推广了著名的 Lichnerowicz-Obata的结果

(参见文献 [30]).

经典的 Liouville 定理指出, 每一个 Rn 上的非负 (或有界) 的调和函数必然是常数. 自 20 世纪 70

年代以来, 关于完备 Riemann 流形上的上调和 (或次调和) 函数的各种 Liouville 定理得到了广泛的关

注和研究, 这些 Liouville 定理又在研究流形的几何性质的工作中发挥了极为重要的作用. 一个自然的

问题是,如何将 Riemann流形上的各种 Liouville定理推广到 Finsler几何中. Zhang和 Xia [34] 研究了

一个向前完备的 Finsler 度量测度空间 (M,F,m) 上的非负上调和或次调和函数的 Liouville 定理, 在

(M,F,m) 具有有限的可反数及关于函数的一定条件下, 证明了 (M,F,m) 上的每一个非负 Lp (p > 1)

次调和或 Lp (−∞ < p < 1) 上调和函数是一个常数. 之后, Xia [31] 在关于加权 Ricci 曲率 RicN 的一
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定条件下, 证明了 (M,F,m) 上的每一个非负 Lp (0 < p 6 1) 次调和函数一定是常数. 作为这项工作

的重要基础, Xia [31] 首先建立了 Finsler 流形上的一个相对体积比较定理. 具体地, 令

Vc,ζ(r) := Vol(Sn−1(1))

∫ r

0

sc(t)
ζ−1dt.

再令

B+
R,R1

(x) := B+
x (R)\B+

x (R1), B−
R,R1

(x) := B−
x (R)\B−

x (R1).

则可以证明下列的相对体积比较定理是成立的.

定理5.5 [31] 令 (M,F,m)是一个 n维向前 (或向后)完备的 Finsler度量测度空间. 假若 RicN >
K, 其中, K ∈ R, N ∈ [n,∞), 则对于任意的 x ∈M 和 0 6 r1 < r 及 0 6 R1 < R, 其中 r1 6 R1, r 6 R,

都有

max

{
m(B+

R,R1
(x))

m(B+
r,r1(x))

,
m(B−

R,R1
(x))

m(B−
r,r1(x))

}
6

VK/(N−1),N (R)−VK/(N−1),N (R1)

VK/(N−1),N (r)−VK/(N−1),N (r1)
,

当 K > 0 时, R 6 π
√
(N − 1)/K.

利用定理 5.3 和 5.5, Xia [31] 给出了使每一个非负的 Lp (0 < p < 1) 次调和函数恒等于 0 的关于

RicN 的较弱的下界条件.

最近, Lu 等 [13] 定义了 Finsler 流形上测地线的 ϵ- 完备及相应的 ϵ- 范围 (range) 概念. 其中, 给

定 N ∈ (−∞, 1] ∪ [n,+∞], ϵ ∈ R 的 ϵ- 范围定义为

当 N = 1 时, ϵ = 0; 当 N ̸= 1, n 时, |ϵ| <
√
N − 1

N − n
; 当 N = n 时, ϵ ∈ R.

他们也在 N ̸= 1 的条件下如下定义了伴随常数 c = c(N, ϵ):

c :=
1

n− 1

(
1− ϵ2

N − n

N − 1

)
> 0.

之后, 他们建立了如下的具有 ϵ- 范围的 Bishop-Gromov 体积比较定理.

定理5.6 [14] 令 (M,F,m) 是一个 n 维向前完备的 Finsler 度量测度空间, N ∈ (−∞, 1]∪ [n,+∞].

设 ϵ ∈ R 满足上述 ϵ- 范围, K ∈ R 且 b > a > 0. 假若

RicN (v) > KF 2(v)e
4(ϵ−1)
n−1 ψ(v)

对所有的 v ∈ TM\{0} 都成立, 且

a 6 e−
2(ϵ−1)
n−1 ψ 6 b,

其中 ψ = ψ(v) 表示由 (2.8) 定义的畸变, 则对于任意的 x ∈M 和 0 < r < R, 都有

m(B+
x (R))

m(B+
x (r))

6 b

a

∫min{R/a,π/
√
cK}

0
scK(t)1/c dt∫ r/b

0
scK(t)1/c dt

.

这里, 当 K > 0 时, R 6 bπ/
√
cK; 当 K 6 0 时, 令 π/

√
cK := ∞.

需要注意的是,定理 5.6中的加权 Ricci曲率下界并不是一个常数,而是依赖于体积权常数 (畸变)

ψ 的一个函数.
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6 加权 Ricci 曲率 Ric∞ 条件下的体积比较定理

正如加权 Ricci 曲率 RicN 一样, 加权 Ricci 曲率 Ric∞ 在流形上的几何与分析中扮演着十分重要

的角色. 当 K > 0 时, Gauss 空间 (Rn, ∥ · ∥, dm = e−
K
2 ∥x∥2

dx) 是典型的满足 Ric∞ > K 的空间.

在 Riemann 几何情形下, Bakry 和 Émery [2] 广泛深入地研究了 ∞-Bakry-Émery Ricci 曲率张量

及其与扩散过程的关系 (参见文献 [25]). 这类张量也自然地出现在许多不同的研究领域中 (参见文

献 [12]). 特别地, 对于常数 λ, Ric∞f = λg 正好是在 Ricci 流理论中扮演了重要角色的梯度 Ricci 孤立

子方程. 设 Mn
H 表示 n 维单连通且具有常数截面曲率 H 的 Riemann 空间, VolnH(r) 表示 Mn

H 中半径

为 r 的测地球的体积. Wei 和 Wylie [25] 利用引理 3.2 和 3.3, 在加权 Ricci 曲率 Ric∞f (参见 (3.5)) 有

下界的条件下证明了以下体积比较定理.

定理6.1 [25] 设 (M, g, dm = e−fdmg) 是一个 n 维完备光滑 Riemann 度量测度空间, p ∈ M , 距

离函数定义为 ρ(x) := d(p, x). 假若加权 Ricci 曲率满足 Ric∞f (x,∇ρ) > (n− 1)H.

(1) 如果沿任意从 p 点出发的测地线, 都有 ∇ρ(f) > −a, 则对于 R > r > 0 (当 H > 0 时, 设

R 6 π/2
√
H), 都有

m(Bp(R))

m(Bp(r))
6 eaR

VolnH(R)

VolnH(r)
,

而且等号成立当且仅当径向截面曲率等于 H 且 ∇ρ(f) ≡ −a.
(2) 如果 |f(x)| 6 k, 则对于 R > r > 0 (当 H > 0 时, 设 R 6 π/4

√
H), 都有

m(Bp(R))

m(Bp(r))
6 Voln+4k

H (R)

Voln+4k
H (r)

.

作为定理 6.1 的应用, Wei 和 Wylie [25] 在加权 Ricci 曲率 Ric∞f 有下界的条件下, 推广了 Calabi-

Yau 体积增长定理及 Bonnet-Myers 定理.

值得注意的是, 在 Finsler 几何情形下, 定理 6.1 中的条件 ∇ρ(f) > −a 和 |f(x)| 6 k 分别意味着

S- 曲率满足 S(∇ρ) > −a 和畸变满足 |τ | 6 k.

对于任意的 0 6 ρo < to 6 ∞, 令 χ : (ρo, to) → (0,∞) 是一个光滑函数, 使得当 ρo = 0 时

有 limt→0+ χ(t) = 0, 而当 to < ∞ 时有 limt→t−o
χ(t) = 0. 设 (M,F,m) 是一个具有光滑体积形式

dm = ϕ(x)dmBH 的 n 维向前完备 Finsler 度量测度空间, p ∈ M . 假设存在一个如上所述的函数 χ(t),

使得距离函数 ρ(x) = dF (p, x) 满足

∆ρ(x) 6 d

dρ
[lnχ(ρ)]

∣∣∣∣
ρ=ρ(x)

, x ∈ Ωp \Bp(ρo). (6.1)

根据 (2.21) 和 (6.1), 得到
d

dt
[ln ηt(y)] 6

χ′(t)

χ(t)
, ρo < t < iy.

这意味着
d

dt

[
ln
ηt(y)

χ(t)

]
6 0, ρo < t < iy.

于是 ηt(y)/χ(t) 关于 t 是单调不增的函数. 进一步地, 当 ρo 6 t < iy 时, 令 η̃t(y) := ηt(y); 而当 t > iy

时, 令 η̃t(y) = 0. 则 η̃t(y)/χ(t) 是关于 t ∈ (ρo, to) 的单调不增的函数, 即

η̃t(y)

χ(t)
6 η̃s(y)

χ(s)
, ρo < s < t < to.
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上式两端在 SpM 上关于 dAp 同时积分, 可得

m(S̃p(t))

χ(t)
6 m(S̃p(s))

χ(s)
, ρo < s < t < to. (6.2)

将 (6.2) 重新写为

m(S̃p(t))χ(s) 6 m(S̃p(s))χ(t), ρo < s < t < to. (6.3)

令 ρo < r < R < to 并取定 t ∈ [r,R], 则对 (6.3) 关于 s ∈ [ρo, r] 积分, 可得到

m(S̃p(t))

∫ r

ρo

χ(s)ds 6 m(Bp(r) \Bp(ρo))χ(t), r 6 t 6 R.

然后, 对上式关于 t ∈ [r,R] 积分, 有

m(Bp(R) \Bp(r))
∫ r

ρo

χ(s)ds 6 m(Bp(r) \Bp(ρo))
∫ R

r

χ(t)dt. (6.4)

在 (6.4) 两端同时加上 m(Bp(r) \Bp(ρo))
∫ r
ρo
χ(t)dt, 可得

m(Bp(R) \Bp(ρo))
∫ r

ρo

χ(t)dt 6 m(Bp(r) \Bp(ρo))
∫ R

ρo

χ(t)dt.

于是, 得到

m(Bp(R) \Bp(ρo))
m(Bp(r) \Bp(ρo))

6
∫ R
ρ0
χ(t)dt∫ r

ρ0
χ(t)dt

. (6.5)

进一步地, 由 (6.4), 还可得到

m(Bp(R) \Bp(r))∫ R
r
χ(t)dt

6 m(Bp(r) \Bp(ρo))∫ r
ρo
χ(t)dt

. (6.6)

假定 ρo = 0. 由 (6.6) 知
m(Bp(R) \Bp(r))∫ R

r
χ(t)dt

6 m(Bp(r))∫ r
0
χ(t)dt

. (6.7)

进一步地, 假设

χ(t) = tn−1{1 +O(t)},

则由 (2.18), 有

lim
r→0

m(Bp(r))∫ r
0
χ(t)dt

= ϕ(p)ωn−1.

在 (6.7) 中令 r → 0+, 可得
m(Bp(R))∫ R
0
χ(t)dt

6 ϕ(p)ωn−1. (6.8)

在 (6.8) 中用 r 替换 R, 然后将所得结果代入 (6.7), 便得到

m(Bp(R) \Bp(r))∫ R
r
χ(t)dt

6 ϕ(p)ωn−1. (6.9)

从而得到了以下关于测地球的 Bishop-Gromov 型的相对体积比较定理.
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定理6.2 [7] 令 (M,F,m) 是一个配备有体积形式 dm = ϕ(x)dmBH 的 n 维向前完备的 Finsler 度

量测度空间, p ∈M . 假设存在一个如前所述的函数 χ(t), 使得距离函数 ρ(x) = dF (p, x) 满足

∆ρ(x) 6 d

dρ
[lnχ(ρ)]

∣∣∣∣
ρ=ρ(x)

, x ∈ Ωp \Bp(ρo). (6.10)

则对于 ρo < r < R < to, 有

m(Bp(R) \Bp(ρo))
m(Bp(r) \Bp(ρo))

6
∫ R
ρo
χ(t)dt∫ r

ρo
χ(t)dt

. (6.11)

如果 ρo = 0 且 χ(t) = tn−1{1 + o(1)}, 则对于 0 < r < R < to, 有

m(Bp(R) \Bp(r)) 6 ϕ(p)Vol(Sn−1(1))

∫ R

r

χ(t)dt. (6.12)

应该指出, 在一定的关于 Ricci 曲率和 S- 曲率的条件下, 总能发现 χ(t) 使得 (6.10) 成立 (参见定

理 3.5–3.8). 然而, 为了得到关于测地球体积的绝对上界, 我们必须要得到一个满足 χ(t) = tn−1{1 +

o(1)} 的函数 χ(t).

由定理 6.2 并利用定理 3.6 和 3.7, 可得到如下的关于流形体积上界的定理.

定理6.3 [7] 令 (M,F,m) 是一个配备有体积形式 dm = ϕ(x)dmBH 的 n 维向前完备的 Finsler 度

量测度空间, p ∈M . 假设存在常数 K > 0 和 δ > 0, 使得

Ric∞ > K > 0, S|
Bp(

π
2

√
n−1
K )

> −δ, (6.13)

则 M 的体积以一个依赖于 n、K 和 δ 的常数为上界,

m(M) 6 ϕ(p)K−n/2c

(
n,

δ√
K

)
,

其中 c(n, δ√
K
) 是一个只依赖于 n 和 δ√

K
的常数. 事实上, 具体的计算表明,

c

(
n,

δ√
K

)
= ωn−1(n− 1)n/2

{∫ π/4

0

sinn−1(s)e
δ

√
n−1√
K

s
ds

+

∫ π/2
π/4

sinn−1(s)e
δ

√
n−1√
K

s
ds∫ h

0
es−

1
2Kos2ds

∫ ∞

0

es−
1
2Kos

2

ds

}
,

其中 Ko := 1/(
√
n− 1 + δ/

√
K)2.

众所周知, 如果一个 n 维完备光滑的 Riemann 度量测度空间 (M, g, dm = e−fdmg) 的加权 Ricci

曲率 Ric∞f 严格为正, 则它的体积一定有限. 定理 6.3 表明这个结论对 Finsler 流形也是正确的, 而且

给出了流形体积的一个上界估计. 然而, 加权 Ricci 曲率下界条件 Ric∞ > K > 0 并不能控制 Finsler

流形的范围大小及度量球的体积, 因此关于 S- 曲率下界的条件不能取消. 最近, Yin 和 Mo [33] 证

明了: 如果一个完备 Finsler 流形满足 Ric∞ > K > 0 和 |τ | 6 Ξ, 则 Finsler 流形的体积是有限的,

m(M) < ∞. 定理 6.3 则给出了 Finsler 流形体积的一个具体的上界估计, 并揭示了 S- 曲率对 Finsler

流形体积的影响. 进一步地, 如果假定在整个流形上有 |S| 6 δ, 则可以证明 M 必然是紧致、体积有界

的, 且 Diam(M) 6 C(n,K, δ). 事实上, 由定理 6.2、3.7(1) 和 3.8, 在 S- 曲率在整个流形上有界及加权

Ricci 曲率 Ric∞ 有正下界的条件下, 可得到如下的 Bonnet-Myers 型定理.
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定理6.4 [7] 令 (M,F,m) 是一个配备有体积形式 dm = ϕ(x)dmBH 的 n 维向前完备的 Finsler 度

量测度空间, p ∈M . 假设

Ric∞ > K > 0, |S| 6 δ,

则 M 的直径和体积是有界的,

Diam(M) 6 π√
K

(
δ√
K

+

√
δ2

K
+ n− 1

)
, (6.14)

m(M) 6 ϕ(p)K−n/2C

(
n,

δ√
K

)
, (6.15)

其中 C(n, δ√
K
) 是一个只依赖于 n 和 δ√

K
的常数. 此时, M 事实上是紧致的.

值得说明的是, 当 δ = 0 时, 可得

m(M) 6 ϕ(p)ωn−1

(
n− 1

K

)n/2 ∫ π

0

sinn−1(s)ds.

显然, 这是 M 的体积的最佳上界.
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