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认知诊断模型的标准误与置信区间估计： 

并行自助法* 

刘彦楼 
(曲阜师范大学教育大数据研究院, 山东 济宁 273165) 

摘  要  认知诊断模型的标准误(Standard Error, SE; 或方差—协方差矩阵)与置信区间(Confidence Interval, CI)在模

型参数估计不确定性的度量、项目功能差异检验、项目水平上的模型比较、Q 矩阵检验以及探索属性层级关系等

领域有重要的理论与实践价值。本研究提出了两种新的 SE 和 CI 计算方法：并行参数化自助法和并行非参数化自

助法。模拟研究发现：模型完全正确设定时, 在高质量及中等质量项目条件下, 这两种方法在计算模型参数的 SE

和 CI 时均有好的表现; 模型参数存在冗余时, 在高质量及中等质量项目条件下, 对于大部分允许存在的模型参数

而言, 其 SE 和 CI 有好的表现。通过实证数据展示了新方法的价值及计算效率提升效果。 
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1  引言 

认知诊断模型(Cognitive Diagnosis Model, CDM)

或称诊断分类模型, 是一类离散潜变量模型(Rupp 

et al., 2010), 当前已广泛应用于心理、教育或生物

学等领域(例如, Tjoe & de la Torre, 2014)。潜在属性

在不同领域有不同的含义, 例如, 知识、技能、认

知过程、精神障碍、甚至是病原体等(Rupp et al., 

2010; Wu et al., 2017)。恰当应用 CDM, 研究者可

以通过被试的外显行为去推论每个个体的多维潜

在属性掌握状况, 为被试提供及时的反馈、个性化

的指导或针对性的补救。 

CDM 模型参数的标准误(Standard Error, SE)是

关 于 模 型 参 数 估 计 不 确 定 性 的 度 量 (Liu et al., 

2021)。在心理统计与测量模型中, 点估计值相同的

两个模型参数可能由于 SE 不同而具有不同的置信

区间(Confidence Interval, CI), 因此需要综合考虑

模型参数的点估计值与 CI。例如, CDM 中两个项目

的猜测参数估计值均为 0.2, 但 SE 的估计值分别为

0.08 与 0.05, 那么这两个猜测参数的估计精度不

同。根据正态分布理论, 第一个猜测参数的 95% CI

是[0.2–1.96×0.08, 0.2+1.96×0.08], 第二个猜测参数

的 95% CI 是[0.2–1.96×0.05, 0.2+1.96×0.05]。正因

如此, 国内外多种心理学期刊(如《心理学报》, 或

参考：American Psychological Association, 2020)要

求或建议报告 SE 及 95% CI。然而, 在国内外的

CDM 实证研究中, 报告模型参数的 SE 及 CI 的研

究仍然较少。造成这种现象的原因是多方面的, 主

要原因在于缺乏易用的计算方法。接下来, 本文将

对两类常用的 SE 及 CI 的估计方法：解析法以及自

助法目前存在的问题展开探讨, 并提出一类简易、

可行的方法。 

CDM 中模型参数的 SE (或广义而言, 方差—

协方差矩阵 )在推论统计中具有基础与核心作用

(Liu, Xin et al., 2019; Philipp et al., 2018)。除用于计

算 CI 外, 模型参数的 SE 在项目功能差异检验(Liu, 

Yin, et al., 2019; Ma et al., 2021; 刘彦楼 等, 2016)、

项目水平上的模型比较(de la Torre & Lee, 2013; 
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Liu, Andersson, et al., 2019; Ma & de la Torre, 2016, 

2019)、Q 矩阵检验(Ma & de la Torre, 2020a)以及探

索属性层级关系(Liu et al., 2021; Wang & Lu, 2021)

等领域也有重要价值。对于模型参数的 SE 的估计, 

研究者提出了多种基于解析法的估计方法(Liu, Xin 

et al., 2019; Liu et al., 2021; Philipp et al., 2018; 刘

彦楼 等, 2016), 包括：经验交叉相乘信息矩阵法

(Empirical Cross-product Information Matrix, XPD)、

观察信息矩阵法(Observed Information Matrix, Obs)

和 三 明 治 信 息 矩 阵 法 (Sandwich-type Information 

Matrix, Sw)。 

在模型 参数 可识别 条件 下 (Gu & Xu, 2020; 

Wang & Lu, 2021), 研究者通过数据模拟以及实证

数据分析的方式探索了使用解析法信息矩阵(Liu 

et al., 2016; 刘彦楼 等, 2016)计算的模型参数(包

括项目参数与用于描述被试分布的结构参数)的 SE

及 CI 的表现。关于项目参数的 SE 及 CI, 研究者比

较了在理想状况下(即模型与观察数据完美拟合)、

在 CDM 的项目反应模型和/或 Q 矩阵错误设定条件

下, XPD、Obs 或 Sw 方法的表现(Liu, Xin, et al., 

2019; Philipp et al., 2018)。研究发现, 当模型(包括

项目反应模型与 Q 矩阵)完全正确设定或存在较少

错误设定时, 这 3 种方法在项目参数的 SE 估计的

一致性方面都有好的表现; 在模型存在严重错误设

定时(如, 项目反应模型与 Q 矩阵同时包括较多的

错误), 只有 Sw 具有健壮性(Liu, Xin, et al., 2019)。

关 于 结 构 参 数 的 SE 及 CI, 研 究 者 在 HCDM 

(Hierarchical Cognitive Diagnosis Model; Templin & 

Bradshaw, 2014) 框 架 下 进 行 了 探 索 (Liu et al., 

2021)。研究发现, 对于正确设定的属性层级关系, 

即结构模型完全正确设定时, 在样本量大于或等于

3000 条件下这 3 种方法均有较好的 95% CI 覆盖率; 

当属性之间存在层级关系但使用饱和 CDM 估计时, 

即结构模型参数存在部分冗余情景下, 对于允许存

在的结构参数(permissible structural parameter), 即

根据属性层级关系在理论上不等于 0 的结构参数, 

XPD 和 Obs 方法计算的 SE 有较好的表现; 对于非

允 许 存 在 的 结 构 参 数 (impermissible structural 

parameter), 即理论上等于 0 的结构参数, XPD 方法

计算的结构参数的 SE 表现较好(Liu et al., 2021)。 

准确地识别与验证 CDM 中的属性层级关系能

够使研究者深入地了解被试作答的心理过程, 具有

重要的理论与实践价值(Leighton et al., 2004)。然而, 

实践中预先正确设定属性层级关系是一个非常具

有挑战性的过程(Hu & Templin, 2020; Liu et al., 

2021; Ma & Xu, 2021; Templin & Bradshaw, 2014; 

Wang & Lu, 2021)。如果认知诊断测验中存在属性

层级关系, 使用饱和 CDM 拟合作答反应数据, 相

应的结构参数近似等于 0。即, 饱和 CDM 的结构参

数能提供属性层级是否存在的证据(Liu et al., 2021; 

Templin & Bradshaw, 2014)。Liu 等人(2021)初步提

出, 结构参数的 SE 已知时, 可以使用 z 统计量探索

属性层级关系, 具体表达式为,  

 
 
ˆ

ˆ
z

SE




  (1) 

在公式(1)中 ̂ 表示结构参数估计值,  ˆSE  表示结

构参数的 SE。 

在多数情况下, 可以使用 XPD、Obs 或 Sw 方

法有效地计算 CDM 中模型参数的 SE, 但是这些解

析性方法主要有两个缺点。(1)需要信息矩阵正定

(positive definiteness)。DeCarlo (2011, 2019)发现, 

CDM 中的边界值问题(boundary problems), 会导致

使用信息矩阵计算方差—协方差矩阵时存在非正

定问题。关于边界值及其可能导致的信息矩阵非正

定问题将在第 2 部分详细阐述。(2)需要方差—协方

差矩阵的对角线元素大于 0, 如果小于 0 则会导致

相应的模型参数的 SE 无法计算。然而, 在实践中

由于计算误差的存在, 可能会导致使用信息矩阵求

逆计算的方差—协方差矩阵中的某个或某些元素

小于 0 (Liu & Maydeu-Olivares, 2014)。例如, 第 5

部分实证数据分析中基于 Obs 的方差—协方差矩

阵中第 2 个结构参数对应的对角线元素小于 0, 而

导致 SE 无法计算。这也就意味着, 如果出现情形

(1), 则全部的模型参数的 SE 无法计算; 如果出现

情形(2), 相应的模型参数的 SE 无法计算。解析法

信息矩阵所存在的以上问题, 限制了其理论发展及

实践应用。 

除解析法外, 另一类可用于计算 SE 及 CI 的方

法 是 自 助 法 (Davison & Hinkley, 1997; Efron & 

Tibshirani, 1993), 最 常 见 的 有 参 数 化 自 助 法

(Parametric Bootstrap, PB) 与 非 参 数 化 自 助 法

(Nonparametric Bootstrap, NPB)。PB 以及 NPB 是一

种应用广泛(例如, 2019 年 1 月至 2021 年 8 月份发

表在《心理学报》上的论文中至少有 20 篇论文用

到了自助法 )、通用性强 , 但计算密集 (computer- 

intensive)、费时的方法。与解析法信息矩阵不同, PB

以及 NPB 不需要有较强的前提假设以及大量的公

式推导。这类方法是通过 3 个步骤进行的。第一步
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是根据观察数据集获得重采样数据集。第二步是根

据重采样数据集估计模型参数。以上两步重复进行, 

直到达到预先设定的重抽样次数。第三步, 根据每

次重复获得的模型参数估计值, 计算 SE 以及 CI。

PB 与 NPB 的不同之处在于：PB 是先通过观察数

据集估计获得模型参数, 再使用模型参数模拟生成

重采样数据集; NPB 则是通过有放回取样的方式直

接从观察数据集中取样。尽管研究者认为自助法可

以用于计算 CDM 中的 SE 及 CI (Ma & de la Torre, 

2020b), 且理论上可以较好地解决解析法信息矩阵

在特定条件下无法计算的问题, 然而其估计的准确

性仍缺乏研究。作为一种计算密集型方法, 计算量

大、耗时长的缺点不仅限制了 PB 与 NPB 的理论研

究, 也造成了实践应用的困难。举例而言, 在 PB 与

NPB 的应用中, 进行重抽样时, 如果样本量过少可

能会影响到自助法的准确性, 如果抽样过多会因计

算量增大而影响效率。目前, 重抽样次数的选择问

题 仍 存 在 争 议 (例 如 , Bai et al., 2016; Efron & 

Tibshirani, 1993; Guo & Wind, 2021; Hayes, 2009, 

2018; Lai, 2021)。另外, PB 与 NPB 在不同情景中估

计 CDM 的模型参数的 SE 及 CI 的表现也需要进一

步探讨。随着多线程、并行调度等计算技术的发展, 

并 行 计 算 技 术 被 逐 步 用 于 计 算 密 集 型 方 法 研 究

(Denwood, 2016; Khorramdel et al., 2019)。仅以自助

法为例, Zhang 和 Wang (2020)开发了使用并行自助

法的 R 软件包 bmem, 并探讨了其在统计功效分析

中的应用(Zhang, 2014); 线性混合效应模型软件包

lme4 (Bates et al., 2015)也提供了并行计算的自助

法, Jiang 等人(2021)以此为基础探索了使用自助法

计算概化系数的 CI 估计值问题。 

本文要解决的主要问题有：(1)借鉴以往研究中

的并行自助法计算技术, 开发适用于 CDM 的并行

参数化自助法(parallel Parametric Bootstrap, pPB)和

并 行 非 参 数 化 自 助 法 (parallel Nonparametric 

Bootstrap, pNPB), 提高 CDM 中 PB 与 NPB 的计算

效率。(2)系统探讨 pPB 与 pNPB 在估计 CDM 模型

参数的 SE 及 CI 时的表现。正如本文将要呈现的一

样, pPB 与 pNPB 是一类简易、可行的方法, 不仅能

有效解决 CDM 中 SE 与 CI 理论研究中的重要问题, 

而且能有效提升实践应用中的计算效率。 

接下来, 本文将首先说明解析法信息矩阵计算

SE 时存在的问题, 然后详细介绍新提出的 pPB 与

pNPB 方法。第 4 部分是模拟研究, 分别探讨 CDM

完全正确设定以及存在属性层级关系条件下这两

个方法的表现。第 5 部分是实证数据分析, 主要用

于说明及展示 pPB 与 pNPB 在估计 CDM 模型参数

的 SE 时的作用与价值。最后是讨论与结论。 

2  解析法信息矩阵及其存在的问题 

本部分以同一链接(identity link)下的 G-DINA 

(Generalized Deterministic Input Noisy Output 

“AND” gate; de la Torre, 2011)为例, 分别呈现 3 种

解析法信息矩阵并阐述这些方法在计算 CDM 模型

参数的 SE 及 CI 时可能会遇到的矩阵非正定, 以及

方差—协方差矩阵对角线元素可能小于 0 等问题。 

2.1  饱和的 CDM 

假设在一份认知诊断测验中有 N 个被试 , J

个项目 , K 个属性 , 且属性及项目均为二级计分 , 

N J 维项目反应矩阵记为 { }njxx , J K 维 Q 矩

阵记为 { }jkqQ 。在饱和的 G-DINA 模型中, 被试

n 正确作答项目 j 的概率为,   

 
 ,0 ,1,

1

1

,2,( , )
1 1

( 1 | )

+

,
K

nj j j nk jkj k
k

K K

j k k nk nk jk jk
k k k

nP x q

q q

  

  




  
  

  

 

α q

  (2)

 

其中, 1( , , )n n nK  α  是第 n 个被试的属性掌握

模式, 1( , , )j j jKq q q  是 Q 矩阵中所定义的正确

作答项目 j 所需要的属性 ,  ,0 ,1,( , , )j j j k  λ  是

项目 j 的所有参数。对于饱和 G-DINA 模型进行恰

当约束, 可以获得多种特殊模型。 

为便于理解及行文, 以 2K  , (1,1)j q , n α  

(1,1) 为例。饱和 G-DINA 的项目反应函数可以表

达为,  
 ,0 ,1,(1) ,1,(2) ,2,(1,2)1 | ,( )nj j j j j jnP x       α q  (3) 

其中, ,0j 为截距参数, 表示没有掌握项目所需的

任何属性仅凭猜测正确作答项目 j 的概率,  ,1, 1j
和  ,1, 2j 分别是对应于第一个属性( 1 )和第二个属

性( 2 )的主效应参数 ,  ,2, 1 2j ， 是这两个属性的交

互效应。 

当 2K  且属性层级关系不存在时, 所有可能

的属性掌握模式可以表示为,  

 

1

2

3

4

0 0

1 0

0 1

1 1

   
       
   
      

α
α

α
α
α

 

即 2 4KL   。使用同一链接函数, 可以将以上用于

描述属性掌握模式分布的结构参数 1( , , )L  η 
表示为  l lp  α 。因为所有的属性掌握模式概率
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之 和 等 于 1 ,  所 以 将 最 后 一 个 结 构 参 数 约 束 为 
1

1

1
L

L l
l

 



  。 

2.2  带有属性层级关系的 CDM 
当测验所测属性之间存在层级关系时, 对饱和

模型(如 G-DINA)的结构参数以及项目参数加以适

当 约 束 , 可 获 得 HCDM (Templin & Bradshaw, 

2014)。同样以 2K  , (1,1)j q , (1,1)n  α 为例 , 

且假定这两个属性之间存在线性层级关系：只有掌

握 1 才能掌握 2 。那么, 所有可能的属性掌握模式为,  

 

1
*

2

4

0 0

1 0

1 1

   
       
      

α
α α

α
 

由于属性层级关系约束, 饱和结构模型中的第三种

属性掌握模式 3α 不存在, 即 3 3( ) 0p  α 。在当前

的例子中, HCDM 的项目反应函数可以表示为,  
 ,0 ,1,(1) ,2,(1,2)( 1 | , )nj j j jn jP x     α q  (4) 

可 以 发 现 , 如 果 真 模 型 是 HCDM, 但 使 用 饱 和

G-DINA 模型估计参数时, 某些结构参数(例如, 3 )

以及项目参数(例如, 饱和 G-DINA 中的 ,1,(2)j )的

真值都等于 0, 在这种情况下会导致 CDM 中的一

些模型参数冗余。在接下来的部分中, 参考以往研

究中的表述(Liu, 2018; Liu et al., 2021), 将真值为 0

的参数统称为非允许存在的参数, 真值不等于 0 的

参数统称为允许存在的参数。 

2.3  解析法信息矩阵及其不足 

在一定的正则性假设下(Bishop et al., 2007), 

CDM 模型参数的极大似然估计值向量 ˆˆ ˆ( , ) γ λ η
与真值向量 γ 的差, 服从均值为 0 向量、方差—协

方差矩阵为 1
E
 的多元正态分布(Liu et al., 2016),  

 1ˆ( ) ( , )d
EN  γ γ 0   (5) 

公式(5)中, E 表示的是使用模型参数真值以及对

单个被试的作答反应向量求期望(即所有可能的作

答反应模式 )而计算的期望 Fisher 信息矩阵 (Liu 

et al., 2016; Liu, Xin et al., 2019)。但由于模型参数

真值在实践中是未知的, 并且所有可能的作答反应

模式会随着项目的数量呈现指数增长, 因此 E 只

具有理论价值 , 无法应用于实践 (Liu, Xin et al., 

2019)。 

针对 E 的不足, 研究者提出使用模型参数估

计值 γ̂ 替代真值 γ , 使用被试的观察作答反应矩阵

x 代替单个被试的作答反应向量的期望, 进而开发

出 XPD、Obs 以及 Sw 矩阵(Liu, Xin et al., 2019; 

Philipp et al., 2018; 刘彦楼 等, 2016)。使用观察数

据对数似然函数 ˆ( | )γ x 关于模型参数 ( , ) γ λ η 的

一阶导向量交叉相乘而计算的 XPD 矩阵的表达

式为 ,  

 
1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( | ) ( | ) ( | )

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( | ) ( | ) ( | )

L

XPD

L L L

   

   



  

    
     
 
     
     

γ x γ x γ x γ x

γ x γ x γ x γ x

   

  
   

 (6) 

根据观察数据对数似然函数关于模型参数的二阶

偏导而计算的 Obs 矩阵可表示为(Liu, Xin et al., 

2019; 刘彦楼 等, 2016),  

 

2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ( | ) ( | )

ˆ ˆ( | ) ( | )

L

Obs

L L L

   

   



  

  
 
    

  
 
  
     

γ x γ x

γ x γ x

 

  

 

  (7) 

需要特别说明的是, Obs 矩阵中的元素也可以等价

地表达为(Liu & Maydeu-Olivares, 2014; Liu, Xin 

et al., 2019),  

 
υ 22

υ

1 2 1 2 1 2υ 1

ˆ ˆ ˆ ( )( | ) ( | ) ( | )

( )

O p f
N

f


     

  
 

     
xγ x γ x γ x

x
  

(8) 

在公式(8)中, 1 与 2 分别表示任意一个项目参数

(  )或结构参数( ); O 是作答反应矩阵 x 中独特

反应模式的数量; υp 与 ( )f x 分别代表第 υ 个观察

到的独特作答模式所占的实际比例以及期望。Sw

矩阵因其形状而得名, 表达式为,  

 1 1
ObsS sw D ObXP
      (9) 

可以发现 Sw 矩阵在计算过程中需要 Obs 及 XPD

矩阵的参与。 

基于以上陈述, 接下来将重点阐述解析法信息

矩阵的不足。首先, 边界值问题会对解析法信息矩

阵造成严重影响。在 CDM 中, 至少有两种情形会

导致边界值问题, 使得无法使用解析法信息矩阵计

算 SE 或者使 SE 变大(DeCarlo, 2011, 2019)。一种

可能的情况是：由于项目参数 ,0j 表示的是截距项

参数, 其取值范围介于[0, 1]之间。然而, 在 ,0j 的

真值等于 0 或 1 的极端情况下, 由于真值在参数空

间的边界上, ,0j 的估计值有较大可能会非常接近

0 或 1, 造成项目参数的边界值问题。另一种可能的

情况是：CDM 中有非允许存在的结构参数。当 CDM

中存在属性层级关系但使用饱和模型估计的时候, 

不可避免的有非允许存在的项目参数及结构参数。
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因为结构参数的取值区间为[0, 1], 非允许存在的

结构参数的真值恰好落在参数空间边界上, 其估计

值可能会非常接近 0, 例如, 610 。边界值问题会造

成解析法信息矩阵不稳定或者是奇异阵(Liu et al., 

2021)。其次, 如果非允许存在的结构参数的估计值

偏离其真值 0, 那么这个估计值是有偏的, 不再符

合公式(5)中的前提假设, 因此对 XPD、Obs 以及

Sw 矩阵的计算会造成不良影响。第三, 可以发现, 

Obs 矩阵等于 XPD 矩阵减去公式(8)中最右侧部分

的表达式。但是由于计算误差的存在, Obs 矩阵中

对角线元素可能会小于 0, 对应模型参数的 SE 无法

计算, 这是 Obs 矩阵的一个不足(Liu & Maydeu- 

Olivares, 2014)。 

3  并行非参数化及参数化自助法 

3.1  并行非参数化自助法 

NPB 的基本思想是模拟从总体中抽取样本的

方式而计算模型参数的 SE。假定原始作答反应矩

阵 x 是一个“总体”, 采取有放回取样的方式获得新

的“样本” (被称为重抽样样本, 记作 *x )。根据 *x 计

算模型的参数估计值向量 *γ̂ 。依次循环 B 次, 最终

计算 B 个 *γ̂ 的标准差而获得模型参数估计值 γ̂ 的

SE。然而, NPB 存在运行效率低的问题(Ma & de la 

Torre, 2020b)。 

本研究新提出的 pNPB 的具体实施步骤如下： 

步骤(1), 确定重抽样的次数 B, 设定拟合模型; 

检测 CPU 的核心数量, 据此创建并行运算环境中

相应数量的副本程序。 

步骤(2), 并行抽样阶段。在运算环境的每个副

本程序中独立进行如下操作：(a)从原始作答数据 x
中采取有放回取样方式获得新的样本 *x ; (b)根据

预先设定的 CDM 使用 R 语言中的 GDINA (Ma & de 

la Torre, 2020b) 软 件 包 计 算 模 型 参 数 估 计 值
* * *ˆ ˆ,ˆ ( ) λγ η 。在每个副本程序中重复执行(a)与(b)

直到达到预先设定的重抽样次数 B。 

步骤(3), 根据 B 次重复抽样中估计获得的模型

参数值 *γ̂ , 计算模型参数的方差—协方差矩阵。将

对角线元素开平方, 可以获得模型参数 γ̂ 的 SE。 

3.2  并行参数化自助法 

PB 的基本思想是使用模型的参数估计值 γ̂ 作

为“总体参数”, 并使用这些参数模拟生成新 B 个重

抽样“样本” *x , 通过这些“样本”估计基于重抽样的

模型参数估计值 *γ̂ 。 

本研究新提出的 pPB 的实施步骤如下： 

步骤(1), 除执行 pNPB 中的步骤(1)外, 还需根

据原始作答数据 x 及预先指定的 CDM 估计模型的

项目参数及结构参数 , )ˆ( ˆˆ  λ ηγ 。 

步骤(2), 参数化并行抽样阶段。在运算环境的

每个副本程序中独立进行如下操作：(a)根据结构参

数 η̂模拟生成每个被试的属性掌握模式; (b)根据被

试属性掌握模式及项目参数 λ̂ 模拟生成被试在所

有项目上的作答反应矩阵 *x ; (c)根据新的作答反应

矩阵 *x 及预先设定的模型使用 R 语言中的 GDINA 

(Ma & de la Torre, 2020b)软件包重新估计获得模型

的项目及结构参数 * * *ˆ ˆ,ˆ ( ) λγ η 。并行运行每个副

本程序, 重复执行(a)、(b)与(c)直到达到预先设定的

重抽样次数 B。pPB 中的步骤(3)与 pNPB 中的步骤

(3)相同, 不再赘述。 

相对于解析法信息矩阵, pNPB 以及 pPB 的优

点在于通用性强, 不需要繁琐的公式推导; 不需要

严格的前提假设(如, 模型参数估计值渐近正态等); 

不涉及矩阵求逆, 受边界值问题影响较小, 尤其适

合 CDM 中有非允许存在结构参数情形下 SE 及 CI

的计算; 模型参数的方差—协方差矩阵仅需 B 个 *γ̂
向量即可计算, 对角线元素不会出现小于 0 的情

况。而且, 与传统的 NPB 以及 PB 相比, 本研究提

出的 pNPB 以及 pPB 具有运行速度快, 效率高等优

点。这使得本研究可以首次实现在 CDM 中较为充

分、系统地探讨使用 pNPB 以及 pPB 计算的 SE 及

CI 的表现。 

4  模拟研究 

4.1  研究目的 

CDM 完 全 正 确 设 定 或 存 在 边 界 值 问 题 时 , 

pNPB 以及 pPB 的表现是本研究重点关注的问题。

模拟研究的主要目的有两个：(1)探讨在理想条件下, 

即模型完全正确设定时, pNPB 和 pPB 在估计 SE 以

及 CI 时的表现; 并与解析法 XPD、Obs 和 Sw 的表

现进行比较。为使结果具有较好的一般性, 数据生

成 模 型 及 拟 合 模 型 均 采 用 同 一 链 接 下 的 饱 和

G-DINA 模型。(2)探讨当属性层级关系存在时, 即

当模型的结构参数及项目参数均存在非允许存在

的参数时, 这两种方法在估计 SE 及 CI 时的表现。

需要特别说明的是, 属性间存在层级关系时, XPD、

Obs 和 Sw 很容易出现无法求逆的问题(Liu et al., 

2021), 因此难以在完全相同的模拟条件下比较自

助法与解析法的表现。 

检索相关文献(例如, Bai et al., 2016; Efron & 
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Tibshirani, 1993; Guo & Wind, 2021; Hayes, 2009, 

2018; Lai, 2021)发现, 研究者对于重抽样次数的设

置有较大争议, 因此如何找到恰当的重抽样次数也

是模拟研究关注的问题。 

4.2  研究方法 

本研究使用 GDINA (Ma & de la Torre, 2020b)

软件包估计模型参数, 参考 bmem (Zhang & Wang, 

2020)及 lme4 (Bates et al., 2015)软件包中开源代码

自编 pNPB 以及 pPB 代码, 解析法信息矩阵 XPD、

Obs 和 Sw 估计代码来自 Liu 等人(2021), 感兴趣的

研究者可以联系作者获取。为保证各条件下 CDM

模型参数具有可识别性, 尤其是属性层级条件下的

模型参数的可识别性(Gu & Xu 2019, 2020), 本研

究参考 Ma 和 Xu (2021)的实验设计使用图 1 中呈现

的 Q 矩阵。另外, 为清晰地探讨本研究中各自变量

对 pNPB 以及 pPB 的影响, 假定数据生成模型中每

个条件下的结构参数相等, 主效应及交互效应相等, 

以消除模型参数大小对实验结果的影响。使用云主

机运行模拟程序, CPU 型号为英特尔 i9-10980XE, 

18 核 36 线程, 每种实验条件组合重复 500R  次以

获得稳定的模拟结果。 

具 体 而 言 ,  数 据 生 成 模 型 有 两 种 ： 饱 和

G-DINA 及存在层级关系 ( 21  ,  1 3  )的

HCDM。数据生成模型为饱和 G-DINA 时, SE 估计

方法有 5 种：XPD、Obs、Sw、pNPB 以及 pPB; 数

据生成模型为存在属性层级关系的 HCDM 时, SE

估计方法有两种：pNPB 以及 pPB。pNPB 以及 pPB

方法的重抽样次数有 4 个水平：200、500、3000

及 5000 次。样本量有两个水平：1000 及 3000。项

目质量有 3 个水平：高质量( ( ) 0.1P 0 , ( ) 0.9P 1 )、

中等质量( ( ) 0.2P 0 , ( ) 0.8P 1 )、低质量( ( )P 0  

0.3 , ( ) 0.7P 1 ), 其中  P 0 表示仅凭猜测答对的

概率 ,  P 1 表示掌握项目所需要的全部属性的被

试正确作答该项目的概率。所有条件下均使用饱和

G-DINA 模型估计模型参数, 也就是当数据生成模

型同样为饱和 G-DINA 时, 模型参数是完全正确设

定的; 当数据生成模型为 HCDM 时, 模型中存在一 

 

些真值为 0 的项目参数与结构参数, 此时模型参数

是冗余的。 

4.3  评价指标 

使用偏差(BIAS)以及 95% CI 覆盖率评价 SE 估

计方法的表现。模型参数估计值的 95% CI 为： 

  0.05

2

ˆ ˆ95% CI SEz  
 
 

 
  
  

 

如 果 模 型 参 数 的 95% CI 在 区 间 [0.95  

1.96 0.95(1 0.95) ]R 内 , 那么可以认为区间估计

是准确的, 其中  ˆSE  表示的是使用 XPD、Obs、

Sw、pNPB 或 pPB 计算的 SE。偏差的计算公式为： 

 
   

1BIAS

ˆ
R

r
r

SE SE

R

 


  



  

其中 ( )SE  表示 500R  次重复中获得的 500 个模型

参数估计值向量 *γ̂ 的标准差。 

4.4  模拟结果 

4.4.1  CDM 模型参数完全正确设定条件下的实验

结果 

图 2 与图 3 分别呈现的是 CDM 完全正确设定

时, 使用 pNPB 以及 pPB 计算的项目参数 95% CI

覆盖率及 SE 的 BIAS。在高质量项目条件下, 绝大

多数项目参数的 95% CI 都落在图中灰线的理论范

围内, BIAS 能很好地接近于 0; 并且随着样本量的

增加这两项评价指标均在变好。在中等质量项目条

件下, 1000N  时尽管有少许项目参数的 95% CI

落在理论范围外且 SE 的 BIAS 稍有波动, 但绝大部

分表现较好, 这两个评价指标的波动明显高于高质

量项目条件; 3000N  条件下, 尤其是 500B≥ 时, 

绝大多数项目参数的 95% CI 覆盖率以及 SE 的

BIAS 控制均有好的表现。在低质量项目条件下, 使

用 pNPB 以及 pPB 计算的项目参数的 95% CI 覆盖

率以及 SE 的 BIAS 表现差异明显：在 1000N  的条

件下, 使用 pNPB 计算的项目参数的 SE 绝大部分

在理论区间之上且倾向于高估 SE, 使用 pPB 计算

的项目参数的 SE 绝大部分在理论区间之下且会倾

向于低估 SE; 另外可以发现随着样本量的增大, 在 

 
 

图 1  模拟研究中使用的 Q 矩阵 
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图 2  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 pNPB 与 pPB 的项目参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 3  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 pNPB 与 pPB 的项目参数的 SE 的 BIAS 
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3000N  条件下项目参数 95% CI 覆盖率及 SE 的

BIAS 的表现均在变好, 且 pPB 方法的表现优于

pNPB。可以发现, 当重抽样次数 500B≥ 时, 相同

条 件 组 合 下 的 模 拟 结 果 具 有 高 一 致 性 , 尤 其 是

3000B  与 5000B  两者之间没有发现明显差异。 

图 4 与图 5 呈现的是 CDM 完全正确设定时, 基

于解析法 XPD、Obs 与 Sw 的项目参数的 95% CI

覆盖率及 SE 的 BIAS。可以发现, 高质量以及中等

质量项目条件下的项目参数的 SE 有好的表现 ; 

1000N  时, Sw 矩阵的表现略微优于 XPD 与 Obs;  
 

 
 

图 4  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 XPD、Obs 与 Sw 的项目参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 5  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 XPD、Obs 与 Sw 的项目参数的 SE 的 BIAS 



第 6 期 刘彦楼 等: 认知诊断模型的标准误与置信区间估计：并行自助法 711 

 

当样本量增加到 = 3000N 时, XPD、Obs 以及 Sw 矩

阵的表现均在变好。对比高质量以及中等质量项目

条件下 XPD、Obs、Sw、pNPB 以及 pPB 的模拟结

果, 可以发现多数情况下 Sw 以及 Obs 矩阵的表现

略微优于其他方法。低质量项目条件下, XPD、Obs

以及 Sw 矩阵计算的项目参数的 SE 的表现受到较

为严重的影响; 1000N  时, XPD 与 Obs 的 95% CI

覆盖率绝大部分在理论区间之下且会倾向于低估

SE, Sw 的 95% CI 覆盖率绝大部分在理论区间之上

且会倾向于高估 SE; = 3000N 时, 基于 XPD、Obs

以及 Sw 的 95% CI 覆盖率大部分在理论区间内。

本研究还发现, 低质量项目条件下的 BIAS 结果中, 

基于 XPD 及 Sw 方法的项目参数的 SE 的结果分别

有 9 个及 86 个在区间[−0.2, 0.2]之外; 检查发现, 

基于 XPD 及 Sw 方法计算的 SE 中有数值极端偏离

正常值的结果(例如, SE 估计值大于 1000)。这也就

是说, 在低质量项目且 1000N  条件下, XPD 及 Sw

方法的表现不稳定。综合对比低质量项目条件下, 

XPD、Obs、Sw、pNPB 以及 pPB 的表现, 可以发

现 Obs 略优于其他方法。 

图 6 与图 7 分别呈现的是 CDM 完全正确设定

时, 基于自助法的结构参数的 95% CI 覆盖率及 SE

的 BIAS。可以发现, 在高项目质量条件下, 使用

pNPB 以及 pPB 计算的结构参数的 SE 均有好的表

现, 所有结构参数的 95% CI 覆盖率都落在图中灰

线的理论范围内或边界上, BIAS 几乎完全与 0 重

合。在中等质量项目条件下, 当 1000N  时, 尽管

结构参数的 95% CI 的波动明显增大, 但是大多数

结构参数的 SE 都有好的表现, 且 BIAS 波动也很小; 

当 3000N  时, 结构参数的 SE 的两种计算方法都

有好的表现。在低质量项目条件下 , 结构参数的

95% CI 覆盖率以及 BIAS 的表现受到严重影响, 当

1000N  时, 绝大多数使用 pNPB 计算的结构参数

95% CI 在理论范围之上且 BIAS 明显大于 0, 使用

pPB 计算的 95% CI 全部在理论范围之下且 BIAS

明显小于 0, 重抽样次数的增加对于 pNPB 及 pPB

的表现没有明显影响 ; 当 3000N  时结构参数的

95% CI 覆盖率及 BIAS 这两个评价指标均在变好, 

并且可以发现当 3000B≥ 时 pPB 的表现略微优于

其他重抽样次数下的表现; 但是重抽样次数的增加

对于 pNPB 的影响较小。 

图 8 与图 9 中呈现的是 CDM 完全正确设定时, 

基于解析法的结构参数的 95% CI 覆盖率及 SE 的

BIAS。在高和中等项目质量条件下, 使用 XPD、 
 

 
 

图 6  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 pNPB 与 pPB 的结构参数的 95% CI 覆盖率 
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图 7  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 pNPB 与 pPB 的结构参数的 SE 的 BIAS 
 
 

 
 

图 8  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 XPD、Obs 与 Sw 的结构参数的 95% CI 覆盖率 
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图 9  CDM 模型参数完全正确设定时, 基于 XPD、Obs 与 Sw 的结构参数的 SE 的 BIAS 
 

Obs 以及 Sw 计算的结构参数的 SE 均有好的表现, 

几乎所有结构参数的 95% CI 覆盖率都落在图中灰

线的理论范围内或边界上, BIAS 几乎完全与 0 重

合。低质量项目严重影响了使用 XPD、Obs 以及

Sw 计算的结构参数的 SE 的表现; 1000N  时, 使

用 XPD、Obs 计算的结构参数 95% CI 在理论范围

之下且大多数 BIAS 小于 0, 使用 Sw 计算的 95% CI

大部分在理论范围之上且 BIAS 明显大于 0; N   

3000 时 XPD、Obs 以及 Sw 计算的结构参数 95% CI

覆盖率及 BIAS 的表现均在变好, 尤其是使用 Sw

计算的结构参数 95% CI 大部分在理论范围内。另

外, 低质量项目且 1000N  条件下, 基于 Sw 方法

计算的结构参数的 95% CI 覆盖率及 BIAS 中分别

有 1 个及 3 个值在图 8 及图 9 的区间之外; 检查发

现, 与先前一样, 也是由于基于 Sw 方法计算的 SE

中有数值极端偏离正常值的结果。综合对比 XPD、

Obs、Sw、pNPB 以及 pPB, 可以发现除了低质量

项目且 1000N  条件下以上方法表现均比较差之

外, Sw 方法的表现与其他方法相当或优于其他方法。 

4.4.2  CDM 的模型参数冗余条件下的实验结果 

如前所述, 当数据生成模型是 HCDM, 但使用

饱和模型(如饱和 G-DINA)估计模型参数时, 可能

会导致模型参数估计值的边界值问题, 造成解析法

信息矩阵无法求逆或者会产生不稳定的 SE 估计结

果。自助法不存在矩阵求逆问题 , 但这种情况下

pNPB 以及 pPB 的表现有待进一步探索。 

在模型参数冗余条件下, 按照允许存在参数及

非允许存在参数这两类分别呈现项目参数及结构

参数的 SE 的研究结果。另外, 为完整显示全部结

果, 将模型参数冗余条件下的 95% CI 覆盖率的坐

标范围设置为[0.3, 1]。图 10 与图 11 呈现的是允许

存在项目参数的 95% CI 覆盖率及 SE 的 BIAS。可

以发现, 尽管在高质量及中质量项目条件下, 绝大

多数的项目参数有良好的 95% CI 覆盖率及 BIAS

控制水平, 但是有些参数的 95% CI 低于图中灰线

的理论区间, 并且存在较大的 BIAS; 且在项目质

量的所有水平下, 这些极端偏离理论区间的项目参

数的表现并没有随着其他实验条件的改变而发生

明显的变化 ,  甚至在 3000N  时更加偏离理论区

间。这主要是因为当使用饱和模型估计 HCDM 时, 

由于错误地设定某些“非允许存在”的属性掌握模

式为“存在”, 造成了项目参数估计值存在偏差, 影

响了这些项目参数的 95% CI 覆盖率及 BIAS 表现。

例如, 对比公式(3)和(4), 可以发现如果“真”模型是

带有线性层级关系的 HCDM, 但使用饱和 CDM 估

计模型参数时, 由于“非允许存在”的属性掌握模式

3α 被错误地设定为“存在”, 造成饱和 CDM 中结构

参数 3 以及项目参数  ,1, 2j 真值都等于 0。除了极

端偏离理论区间的项目参数外, 仔细对比高质量及

中质量项目条件下理论区间附近的项目参数, 可以 
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图 10  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的允许存在项目参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 11  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的允许存在项目参数的 SE 的 BIAS 
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发现随着重抽样次数 B 从 200 增加到 3000, 项目参

数的 95% CI 覆盖率略微变好 , 但是 3000B  与

5000B  两个水平下的结果高度一致。在低质量项

目条件下, 允许存在项目参数的 95% CI 覆盖率结

果波动明显。 

图 12 与图 13 中呈现的是 CDM 模型参数冗余

条件下非允许存在项目参数的 95% CI 覆盖率及 SE

的 BIAS。整体而言, 大部分非允许存在项目参数的

95% CI 覆盖率低于理论区间, 大部分的 BIAS 值也

低于 0。并且在同一个项目质量水平下, 这些非允

许存在项目参数的表现具有较高的一致性。另外可

以发现样本量、项目质量以及重抽样次数对于这两

个指标没有明显影响。从估计方法角度而言, pNPB

在估计非允许存在项目参数的 SE 的表现要稍微优

于 pPB。 

图 14 与图 15 中呈现的是 CDM 模型参数冗余

条件下允许存在结构参数的 95% CI 覆盖率和 SE 的

BIAS 结果。对于允许存在结构参数而言, 在高质量

及中等质量项目条件下, pNPB 及 pPB 方法估计的

95% CI 均在理论区间内或边界线上, 且随着样本

量及重抽样次数的增加也在逐渐变好, 允许存在结

构参数的 SE 的 BIAS 也几乎完全与 0 重合。项目

质量对于结构参数的 95% CI 覆盖率及 BIAS 影响

明显 , 可以发现随着项目质量降低结构参数 95% 

CI 覆盖率的波动明显增大, BIAS 对于 0 的偏离也在

增大。在低质量项目条件下 , 当 1000N  时使用

pPB 估计的结构参数的 95% CI 覆盖率全部在理论

区间之下, 且通过 BIAS 结果可以发现此种情况下

pPB 倾向于低估 SE; 使用 pNPB 估计的结构参数

95% CI 覆盖率多数在理论区间之上, 且通过 BIAS

结果可以发现这种方法倾向于高估 SE; 另外可以

发现增加样本量可以改进 pNPB 和 pPB 的表现, 但

是增加重抽样次数几乎没有影响。 

图 16 与图 17 中呈现的是非允许存在结构参数

的 95% CI 覆盖率和 SE 的 BIAS 结果。正如本文先

前所述, 冗余结构参数的存在对项目参数估计值产

生了影响, 进而影响到项目参数的 SE 的表现。因

此, 如何消除非允许存在结构参数是一个非常有价

值的问题。先前研究(Liu et al., 2021)探讨了使用解

析法计算 SE, 然后通过公式(1)中呈现的 z 统计量

对结构参数进行显著性检验的方法消除非允许存

在结构参数。通过 z 统计量公式可以发现, 准确的

结构参数的 SE, 即 ˆ( )SE  , 对消除非允许存在结构

参数特别重要。但是解析法存在边界值及奇异矩阵

问题, 影响了 XPD、Obs 及 Sw 的实践应用。pNPB

以及 pPB 不存在以上不足, 因此使用这两种方法计

算的非允许存在结构参数的 SE 的表现需要重点关

注。通过图 16 可以发现, 非允许存在结构参数的

95% CI 覆盖率受到项目质量的影响。在高质量项

目条件下使用 pNPB 以及 pPB 计算的 95% CI 覆盖

率均稍微高于理论区间。出现这种情况的原因主要

在于, 在高质量项目条件下所获的 B 个 *γ̂ 的标准差

ˆ( )SE  大于在 R 次重复中获得的 γ̂ 的标准差 ( )SE  , 

即高质量项目条件下结构参数受重抽样因素的影

响而产生的变化相对更大。但是通过与图 17 中的

BIAS 结果进行对照可以发现 , 整体而言 , 通过

pNPB 以及 pPB 估计的 SE 与通过多次重复中的模

型参数而计算的标准差的绝对差异非常小 ; 另外

pNPB 以及 pPB 估计的 SE 表现在其他条件下的差

异很小, 尤其是增加重抽样次数没有改善这两种方

法的表现。 

在中等质量项目条件下, 基于 pNPB 的非允许

存在结构参数的 95% CI 覆盖率大部分在理论区间

之上, 基于 pPB 的 95% CI 覆盖率大部分在理论区

间之内。即, 中等质量项目条件下通过非参数方法

获得重抽样样本 *x 而计算的 *γ̂ 的  ˆSE  与  SE 
更为接近, 因此 pNPB 的表现相对较好。随着样本

量的增大, 除了使用 pPB 计算的第三个结构参数的

SE 外, 其余均更接近理论区间。可以发现, 增加重

抽样次数同样没有改善这两种方法的表现。 

在低质量项目条件下, 样本量大小对于非允许

存在结构参数的 SE 表现的影响明显。当 1000N  时, 

基于 pNPB 的 95% CI 覆盖率高于理论区间, 基于

pPB 的 95% CI 覆盖率则几乎全部都低于理论区间。

出现以上表现的原因主要是 , 相对于  SE  而言 , 

非参数方法获得重抽样样本 *x 而计算的 B 个 *γ̂ 的

 ˆSE  , 在多数情况下相对更大。但是随着样本量

的增加( 3000N  )这两种方法在 95% CI 覆盖率及

BIAS 上的表现也在变好。另外, 将重抽样次数从

200B  增加到 5000B  对 SE 的表现几乎没有任何

影响。 

5  实证数据分析 

在 CDM 研究中, ECPE (the Examination for the 

Certificate of Proficiency in English; Templin & 

Bradshaw, 2014)是经典的实证数据之一。本研究所

用 ECPE 数据通过 CDM (Robitzsch et al., 2020)软件

包公开获取, 包含 2922 名被试在 28 个二值计分的 
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图 12  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的非允许存在项目参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 13  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的非允许存在项目参数的 SE 的 BIAS 
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图 14  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的允许存在结构参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 15  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的允许存在结构参数的 SE 的 BIAS 
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图 16  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的非允许存在结构参数的 95% CI 覆盖率 
 

 
 

图 17  CDM 模型参数冗余时, 基于 pNPB 与 pPB 的非允许存在结构参数的 SE 的 BIAS 
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英语语法测验项目上的作答。英语测验的内容专家

与心理测量专家合作研究认为：在这个数据集中共

有 3 个属性： 1 (词法句法规则, morphosyntactic 

rules)、 2 (整合规则, cohesive rules)以及 3  (词汇

规则, lexical rules), 图 18 中呈现了 ECPE 数据集的

Q 矩阵(Templin & Hoffman, 2013); 并且这 3 个属

性之间可能存在线性层级结构关系： 3 2 1     

(Liu et al., 2021; Templin & Bradshaw, 2014; Wang 

& Lu, 2021)。先前研究发现结构参数的 SE 在探索

属性层级关系时有重要价值, 因此本文以 ECPE 数

据的结构参数的 SE 估计为例, 对比以往相关研究

结果(Liu et al., 2021), 展示本研究的理论与实践

价值。 
5.1  数据分析方法 

使用同一链接下的饱和 G-DINA 模型估计模型

参数, 使用 pPB 以及 pNPB 估计模型参数的 SE, 并

与 PB 以及 NPB 比较运算时间。使用 GDINA 软件

包估计模型参数, 基于 XPD、Obs 及 Sw 的模型参

数的 SE 估计代码改编自 dcminfo 软件包(Liu & Xin, 

2017), 其余功能自编 R 代码实现, 在云主机运行上

允许全部程序。特别说明的是：(1)在 ECPE 数据的

饱和结构模型中共有 32 8L   种属性掌握模式 , 

因为结构参数之和等于 1, 因此将第 8 个结构参数 

约束为
7

8
1

1 l
l

 


  。(2)理论上讲, 重抽样次数越 

多, 获得准确 SE 估计结果的可能性就越大, 在本

例中增加了 10000B  时使用 pPB 以及 pNPB 估计 
 

SE 结果; 由于 PB 以及 NPB 耗时会特别长, 因此没

有考察这两个方法的运行时间。 

5.2  研究结果 

图 19 中呈现了饱和结构模型中 8 种属性掌握

模式及其对应的结构参数估计值。表 1 中呈现的是

使用不同方法计算的图 19 中呈现的结构参数估计

值所对应的 SE。对比使用不同方法计算的结构参

数的 SE 估计值可以发现, 整体上使用 pPB 方法估

计的 SE 与使用 XPD 方法估计的 SE 在数值上非常

接近; 使用 pNPB 方法估计的 SE 与使用 Sw 方法估

计的 SE 在数值上比较接近。对比 pNPB 方法与 pPB

方法可以发现, pNPB 估计的 SE 的值比 pPB 方法估

计的值要大, 这与模拟研究中 CDM 模型参数冗余

时允许存在的结构参数的 SE 及非允许存在结构参

数的 SE 的结果是一致的。 

当 ECPE 数据中存在线性层级关系 3 2    

1 时, 第 2、3、6 个结构参数(图 19 中灰色部分)

应该近似等于 0 (Templin & Bradshaw, 2014), 然而

对于特定的结构参数而言, 如 6ˆ =0.014 是否近似等

于 0, 需要统计检验。Liu 等人(2021)分别使用 XPD、

Obs 以及 Sw 方法计算结构参数的 SE, 即 ˆ( )SE  , 然

后使用公式(1)中的 z 统计量检验结构参数估计值̂
的显著性。他们研究发现, 除了 Obs 方法无法计算

第 2 个参数的 SE 外, 使用基于 XPD、Obs 以及 Sw

方法的 SE 计算的 z 统计量, 在经过显著性水平校正

后均一致地证实了存在线性层级关系的结论。在 z

统计量计算公式中, 结构参数估计值 ̂ 在各个方法 

 
 

图 18  ECPE 数据集的 Q 矩阵 
 

表 1  ECPE 数据的结构参数估计值的 SE 

参数 

序号 

解析法 pNPB pPB 

XPD Obs Sw 200 500 3000 10000 200 500 3000 10000 

1 0.017 0.018 0.023 0.021 0.022 0.022 0.021 0.015 0.015 0.015 0.015 

2 0.003 – 0.010 0.008 0.008 0.008 0.008 0.003 0.003 0.003 0.003 

3 0.013 0.014 0.017 0.013 0.014 0.013 0.013 0.010 0.010 0.011 0.011 

4 0.017 0.020 0.027 0.027 0.026 0.026 0.026 0.016 0.016 0.015 0.015 

5 0.006 0.006 0.007 0.007 0.007 0.008 0.008 0.005 0.005 0.005 0.005 

6 0.008 0.007 0.016 0.010 0.010 0.010 0.011 0.008 0.008 0.008 0.008 

7 0.018 0.020 0.027 0.023 0.023 0.024 0.024 0.018 0.018 0.017 0.017 

注：pNPB、pPB 对应的数字指重抽样次数。“–”表示无法计算。 
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图 19  ECPE 数据集中所有可能的属性掌握模式及其对应的结构参数估计值 
  

中是相同的, 只有 ˆ( )SE  受到计算方法的影响而取

值不同。本研究中, 由于使用 pNPB 及 pPB 计算第

2、3、6 个结构参数的 SE 的值均处于使用 XPD、

Obs 以及 Sw 方法计算的 SE 的最大值与最小值之间, 

所以使用公式(1)计算的 z 统计量的值也会位于解

析法矩阵计算的 z 统计量的最大值与最小值之间。

也就是, 使用这两种方法计算的 SE 同样证实了线

性层级关系的存在。需要明确指出的是, 当 CDM

中存在属性层级关系时, XPD、Obs 以及 Sw 方法经

常会遇到无法求逆的问题, 而且对于 Obs 矩阵而言

可能会由于计算误差的存在使得对角线元素小于 0

而无法计算 SE (如, 本例中的第 2 个结构参数的

SE)。自助法使用通过重抽样数据估计获得的模型

参数直接计算 SE, 具有解析法所不具备的无需求

逆矩阵的优点。另外, 同模拟结果一致, 在这个例

子中同样可以发现增加重抽样次数对 SE 估计值产

生了很小的影响, 尤其是 3000B≥ 时。 

为了直观地说明 pNPB 及 pPB 在运算效率上的

提升, 本文比较了使用 200、500 及 3000 次重抽样

时新方法与传统自助法在计算时间上的差异。结果

显示：pNPB 耗时分别是 10.93 s、25.43 s、135.36 s; 

pPB 耗时分别是 15.42 s、36.01 s、200.96 s; NPB 耗

时分别是 158.43 s、392.97 s、2282.33 s; PB 耗时分

别是 220.77 s、537.15 s、3201.17 s。可以发现, pNPB

及 pPB 极大地提升了计算效率。 

6  讨论与展望 

CDM 研究中, 模型参数的 SE 及 CI 估计是一

个具有重要价值且富有挑战性的问题(de la Torre, 

2011; Liu et al., 2021; Ma & de la Torre, 2019; von 

Davier, 2014)。解析法信息矩阵 XPD、Obs 及 Sw

等在多数的应用情景中虽然有好的表现(Liu, Xin 

et al., 2019; Philipp et al., 2018; 刘彦楼 等, 2016), 

但其缺点在于需要矩阵正定, 且易受边界值问题的

影响(DeCarlo, 2011, 2019); 传统自助法, 如 NPB

以及 PB 虽然具有前提假设少、通用性强的优点, 但

是存在计算效率低、耗时长的问题 (Ma & de la 

Torre, 2020b)。本研究提出使用 pNPB 以及 pPB 计

算 CDM 模型参数的 SE 及 CI, 系统探讨了模型设

定、样本量、重抽样次数、项目质量及具体估计方

法对 SE 及 CI 估计结果的影响; 展示了 pNPB 以及

pPB 在分析可能存在属性层级关系的 CDM 实证数

据 ECPE 时的检验效果与计算效率。 

特别指出的是, 除了解析法信息矩阵、自助法

外还有其他方法可以用于计算 CDM 模型参数的 SE

与 CI, 如 MCMC (Markov chain Monte Carlo)方法。

MCMC 方法不仅可以用于计算模型参数估计值 , 

而且可以通过计算估计过程中产生的模型参数的

标准差, 作为 SE 的估计。使用 MCMC 估计 CDM

的模型参数, 计算耗时可能会特别长(例如, 大于 1

小时)。对于模型参数的 SE 及 CI 进行研究时, 需要

进行大量的重复(如 500 次或以上)才能获得可靠的

模拟结果(Liu, Xin et al., 2019; Philipp et al., 2018; 

刘彦楼 等, 2016)。另外, 这类基于贝叶斯的方法可

能对于先验分布敏感(Jiang et al., 2021)。因此, 本

研究没有探讨使用 MCMC 算法计算 CDM 模型参

数的 SE 及 CI 的表现。 

6.1  讨论 

(1)自助法在估计 SE 及 CI 时的表现 

本质而言, 无论是 NPB 还是 PB 都是模拟从总

体中抽样获得样本数据的过程：将样本或通过样本

估计获得的模型参数认为是“总体”再抽样计算的, 

是对于“样本”的再抽样。也就是, 自助法无法超越

它所依赖的“样本”而凭空产生出更多的信息。因此, 

在 CDM 的观察数据中所包含的关于未知参数的信

息越多、越准确, 自助法的效果会越好。模拟研究

中 发 现 , 模 型 设 定 、 样 本 量 以 及 项 目 质 量 对 于

pNPB 及 pPB 的表现有重要影响。这主要是因为在

模型正确设定条件下, 观察数据与模型是完美拟合

的; 而模型参数冗余条件下的情景与此相反, 可以

明显地观察到使用饱和模型拟合带有属性层级关

系的数据时, 由于非允许参数的存在, 模型参数估

计值的估计准确性受到了很大的影响。这从侧面说

明了在 CDM 中进行属性层级关系检验或探索的重
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要性(Hu & Templin, 2020; Liu et al., 2021; Ma & Xu, 

2021)。样本量越大, 所包含的关于未知参数的信息

越多, 模型参数估计值就会越准确; 项目质量越高, 

越能有效区分被试的属性掌握模式状况, 也就是说

此时样本能够提供更多信息, 从而使得 pNPB 及

pPB 的表现越好。通过模拟数据观察到的一个有意

思的现象是在低质量项目条件下, 与同实验水平组

合的前半段参数相比 , 后半段的项目参数的 95% 

CI 覆盖率及 BIAS 的表现明显变差。观察 Q 矩阵可

以发现, 在最后 4 个项目中每个项目都测量了 3 个

属性, 也就是说每个项目中都有 8 个项目参数需要

估计, 也就是在低质量项目条件下最后的 4 个项目

中可供利用的信息明显少于其他项目。 

(2)重抽样次数对于自助法的影响 

自助法是计算密集型方法, 特定计算环境中重

抽 样 次 数 越 多 计 算 时 间 也 就 会 越 长 (Efron & 

Tibshirani, 1993), 就理论而言, 重抽样次数的增加

会增加 SE 估计准确的可能性(Hayes, 2009, 2018)。

如前所述, 在自助法中如何确定重抽样次数还没有

明确的结论(Bai et al., 2016; Guo & Wind, 2021; Lai, 

2021)。本研究在使用并行自助法计算效率提升的

基础上, 探索了 200B  、500、3000 及 5000 时的

表现。从整体而言, 重抽样次数对于 pNPB 及 pPB

表现的影响较小 , 当重抽样次数 500B  时各条件

组 合 下 的 模 拟 结 果 开 始 变 得 稳 定 , 3000B  与

5000B  两种重抽样次数下的结果则几乎完全相

同。模型完全正确设定时一些条件下的参数或模型

冗余设定时允许存在参数的 95% CI 覆盖率及 BIAS

的表现随着重抽样次数 B 从 200 增加到 3000 稍有

变好; 在一些非理想情景下, 如项目质量低、非允

许存在参数等, 重抽样次数的增加对于 pNPB 及

pPB 表现没有明显影响。实证数据分析发现 pNPB

在 200、500 和 3000 下的结果与 10000 次重抽样次

数下的结果相比仅有细微的差别, pPB 在 3000 次重

复时的结果与 10000 次重复下的结果几乎一致。理

论上而言, CDM 的信息矩阵是关于观察数据中包

含的模型参数信息的度量(Liu, Xin et al., 2019), 而

SE 则是关于模型参数估计值不确定信息的度量

(Liu et al., 2021), 这也就是说 , 观察数据中包含

“信息”量的多少是影响 SE 表现的主要因素。本文

的模拟及实证研究支持以上理论, 因此作者认为影

响自助法表现的最主要因素并非重抽样次数, 而是

观察数据中所包含“信息”的多少。当然, 本文结论

是否可以推广到其他情景中有待进一步研究。 

6.2  研究展望 

有一些重要问题需要在后续研究中进一步探

讨。(1)本文仅在项目数量为 30, 属性数量为 4 的条

件下展开研究, 后续研究者可以继续探讨不同项目

数量及属性数量对于 pNPB 及 pPB 的影响。(2)本

研究仅以( 21  , 1 3  )层级关系为例, 探讨

了模型参数冗余设定对于 pNPB 及 pPB 表现的影响, 

然而不同属性层级关系条件下, 模型参数的 SE 的

表现, 尤其是结构参数的 SE 的表现有待进一步探

索。现实中不仅会存在属性层级关系, 而且可能会

同时存在属性之间的相关(Hu & Templin, 2020; Liu 

et al., 2021), 限于研究目的, 本研究没有考虑这种

情景。本文认为 pNPB 及 pPB 在探索及验证属性层

级关系时的表现值得进一步研究。(3)除了本研究中

使用的模型参数 95% CI 计算方法外, 还有一些基

于自助法的 CI 计算方法的表现也值得进一步关注

(例如, Jiang, 2021; Lai, 2021)。(4)解析法信息矩阵

在属性层级关系存在时经常会遇到无法求逆的问

题 , 因此本研究无法直接比较这两类方法的优劣 , 

Liu 等人(2021)初步提出了通过逐步排除非允许存

在结构参数的两阶段模型参数估计的思路, 这也是

一个具有重要理论及实践价值的方向。本研究在

CDM 模型参数完全正确设定条件下对比了解析法

XPD、Obs、Sw、pNPB 及 pPB 的表现, 结果显示, 

解析法(如, Obs 或 Sw)在一些条件下的表现要稍优

于 pNPB 或 pPB。后续研究可以比较两阶段模型参

数估计思路下的解析法与 pNPB 及 pPB 方法的表

现。(5)需要特别指出的是, pNPB 及 pPB 除可以用

于计算 SE 及 CI 外, 还有很多潜在的理论及实践价

值。研究者可以进一步探索 pNPB 及 pPB 在项目功

能差异检验、项目水平上的模型比较、Q 矩阵检验

等领域中的表现。(6)本文在 CDM 框架下探讨了

pNPB 及 pPB 的表现, 但是作为通用性强的一类方

法, 后续研究者可以在开发并行方法的基础上, 在

其他统计与测量模型中深入探讨自助法的表现, 以

解决先前研究没有明确的结论或结论相冲突的问

题(例如 , Efron & Tibshirani, 1993; Hayes, 2009, 

2018; Lai, 2021)。 

7  结论 

结果显示：(1) CDM 完全正确设定时, 在高质

量及中等质量项目条件下, 使用 pNPB 及 pPB 这两

种方法计算的项目参数和结构参数 95% CI 覆盖率

及 BIAS 均有好的表现; 且随着样本量的增大及项
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目质量的变好, 这两种方法的表现也在变好。低项

目质量严重影响了 pNPB 及 pPB 的表现, pNPB 倾

向于高估模型参数的 SE, pPB 则倾向于低估 SE。(2)

在 CDM 的模型参数存在冗余时, 在高质量及中等

质量项目条件下, 使用 pNPB 及 pPB 这两种方法计

算的大部分允许存在项目参数和几乎全部允许存

在结构参数的 95% CI 覆盖率及 BIAS 均有好的表

现, 但是也存在部分项目参数的 95% CI 覆盖率极

端偏离理论区间且 BIAS 值为负数的情况。非允许

存在项目参数及结构参数的 95% CI 覆盖率在大多

数条件下表现较差。(3)探讨了 pNPB 及 pPB 在实

证数据中的效果, 发现使用 pNPB 及 pPB 计算的 SE, 

获得了同先前研究一致的结论, 即 ECPE 数据中存

在线性属性层级关系; 同 NPB 及 PB 相比, pNPB 及

pPB 极大地提升了计算效率, 是简易、可行的 SE

及 CI 计算方法。(4)综合模拟研究与实证数据分析

结果, 本研究初步认为：在 pNPB 及 pPB 方法中为

快速预览 SE 估计结果可以选择 200 次重抽样; 为

获 得 较 为 准 确 的 估 计 结 果 , 审 慎 起 见 可 以 选 择

3000 或以上的重抽样次数。 
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Standard errors and confidence intervals for cognitive diagnostic models:  
Parallel bootstrap methods 

LIU Yanlou 

(Academy of Big Data for Education, Qufu Normal University, Jining 273165, China) 

Abstract 
The model parameter standard error (SE; or variance-covariance matrix), which provides an estimate of the 

uncertainty associated with the model parameter estimate, has both theoretical and practical implications in 

cognitive diagnostic models (CDMs). The drawbacks of the analytic methods, such as the empirical 

cross-product information matrix, observed information matrix, and “robust” sandwich-type information matrix, 

are that they require the positive definiteness of the information matrix and may suffer from boundary problems. 

Another method for estimating model parameter SEs is to use the computer-intensive bootstrap method, and 

consequently, no study has systematically explored the performance of the bootstrap in calculating model 

parameter SEs and confidence intervals (CIs) in CDMs. 
The purpose of this research is to present two new highly efficient bootstrap methods to calculate model 

parameter SEs and CIs in CDMs, namely the parallel parametric bootstrap (pPB) and parallel non-parametric 

bootstrap (pNPB) methods. A simulation study was conducted to evaluate the performance of the pPB and pNPB 

methods. Five factors that may influence the performance of the model parameter SEs and CIs were manipulated. 

The two model specification scenarios considered in this simulation were the correctly specified and 
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over-specified models. The sample size was set to two levels: 1, 000 and 3, 000. Three bootstrap sample sizes 

were manipulated: 200, 500, and 3, 000. Three levels of item quality were considered: high [ ( ) 0.1P 0 , 

( ) 0.9P 1 ], moderate [ ( ) 0.2P 0 , ( ) 0.8P 1 ], and low quality [ ( ) 0.3P 0 , ( ) 0.7P 1 ]. The pPB and pNPB 

methods were used to estimate model parameter SEs and CIs. 
The simulation results indicated the following. 
(1) For the correctly specified CDMs, under the high- or moderate-item-quality conditions, the coverage 

rates of the 95% CIs of the model parameter SEs based on the pNPB or pPB method were reasonably close to the 

expected coverage rate, and the bias for each model parameter SE converged to zero, meaning that the estimated 

SE was almost identical to the empirical SE. The increase in the bootstrap sample size had only a slight effect on 

the performance of the pNPB or pPB method. Under the low-item-quality condition, the pNPB method tended to 

over-estimate SE, whereas a contrary trend was observed for the pPB method. 
(2) For the over-specified CDMs, most of the permissible item parameter SEs and almost all of the 

permissible structural parameter SEs exhibited good performance in terms of the 95% CI coverage rates and bias. 

Under most of the simulation conditions, the impermissible model parameter SEs did not exhibit good 

performance in approximating the empirical SEs. 
To the best of our knowledge, this is the first study in which the performance of the bootstrap method in 

estimating model parameter SEs and CIs in CDMs is systematically investigated. The pNPB or pPB appears to 

be a useful tool for researchers interested in evaluating the uncertainty of the model parameter point estimates. 

As a time-saving computational strategy, the pNPB or pPB method is substantially faster than the usual 

bootstrap method. The simulation and real data studies showed that 3, 000 re-samples might be adequate for the 

bootstrap method in calculating model parameter SEs and CIs in CDMs. 
Key words  cognitive diagnostic model, standard error, confidence interval, bootstrap, parallel computing method 

 

 


