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摘要 本文介绍作者们在解析和代数两方面关于凝聚解析层上同调群若干性质的最新研究成果.
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1 引言

凝聚解析层及其上同调理论是多复变 (也称为复解析几何) 中的一个核心内容, 在多复变与复几

何的发展中起着重要作用, 也是一个基本研究对象.

本文从解析和代数两方面研究凝聚层上同调群的若干性质. 在解析方面, 带乘子理想层或乘子子

模层的上同调群是研究线丛或向量丛的重要工具, 在第 2 节中我们给出相应的同构、单射、消灭定理.

在代数方面, 顺极限与逆极限是在范畴论中被广泛讨论的一类函子. 在考虑层的上同调时, 人们往往

会遇到计算层递增列并的上同调, 这涉及到层上同调与顺逆极限的交换性, 本文第 3 节便着眼于两者

交换的条件与判别法.

2 全纯凸流形上奇异 Hermite 线丛和向量丛的上同调群

取值在凝聚解析层中的上同调群的同构、单射和消灭定理在研究代数几何和解析几何的正性中

起着重要作用, 关于这些方面有很多重要结果. 本章主要介绍如何在解析的框架下, 通过乘子理想层

和乘子子模层来研究具有奇异 Hermite度量的线丛和向量丛的上同调群. 奇点在多复变和复几何中是

十分重要且不可避免的, 而且有着许多应用, 因此研究奇异度量是非常有意义的.
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我们首先回顾一些定义.

复流形 X 上的全纯线丛 L→ X 上的奇异 Hermite 度量是在局部坐标卡上可以表示为 e−φU 的

Hermite 度量, 其中 φU 是局部可积的, U 是使 L|U ≃ U × C 的坐标卡. 它的曲率流动形 (curvature

current) iΘh := i∂∂̄φU 是良定的. 当 L 配备具非负曲率流动形的奇异度量时, 称 L 是拟有效的

(pseudoeffective).

设 φ 是 X 上的拟多次调和函数, 乘子理想层 I(φ) 是由

I(φ)x =

{
f ∈ OX,x: ∃ U ∋ x 使得

∫
U

|f |2e−φdλ < +∞
}

定义的 OX 的理想层, 其中 U 是 x 的坐标开邻域, dλ 是 Cn 中标准的 Lebesgue 测度. 容易看出, 如

果存在光滑的 (1, 1)- 形式 γ, 使奇异度量 h 的曲率满足 iΘh > γ, 则乘子理想层 I(h) 是良定的. 众所

周知解析层 I(h) 是凝聚的 (参见文献 [56])、整闭的, 并满足 Nadel 消灭定理. Yau [72] 指出: 乘子理

想层在现代高维代数几何中起一个核心作用. 而不同方向中的许多问题都归结于关启安 - 周向宇 [39]

证明的关于乘子理想层的 Demailly 强开性猜想, 其一种形式陈述如下:

定理 2.1 [39] 设 φ 是∆n ⊂ Cn 上的负值多次调和函数, φ0 ̸≡ −∞ 是∆n 上的负值多次调和函

数. 则有 I(φ) =
∪
ε>0 I(φ+ εφ0).

为了研究 Griffiths 猜想, 向量丛上的奇异度量理论最近也受到越来越多的关注与发展 (参见文

献 [3, 60]). 我们首先给出向量丛上奇异度量与乘子子模层的定义.

定义 2.1 [3, 12,62] 设 E 是复流形 X 上的一个全纯向量丛, 如果 h 是从 X 到纤维上非负

Hermite 形式构成的空间的可测映射, 并且 0 < deth < +∞ 几乎处处成立, 则称 h 是 E 上的奇异

Hermite 度量. 此时定义 O(E) 相对于 (E, h) 的乘子子模层 E(h) 为

E(h)x := {u ∈ Ex : |u|2h 在 x 的某个邻域中可积}.

特别地, 当 E 是线丛时, 有 E(h) = E ⊗ I(h).
我们考虑向量丛奇异度量的正性, 需要强调的是, 关于向量丛奇异度量的正性有许多不同的定

义, 这里给出方便在研究上同调群的性质中使用的定义.

定义 2.2 [3, 60,62,68] 设 (X,ω) 是 Kähler 流形, E 是X 上的向量丛, h 是 E 上奇异 Hermite 度

量, 称 h 是

(1) Griffiths 半负, 如果对任意局部全纯截面 u ∈ O(E), |u|2h 是多次调和函数;

(2) Griffiths 半正, 如果 (E∗, h∗) 是 Griffiths 半负的;

(3) 严格 Griffiths δω- 正, 如果对任意开集 U 和 ω 的局部位势函数 φ, heδφ 在 U 上是 Griffiths

半正的.

然而不同于线丛, 向量丛的 Griffiths 半正度量的曲率流动形一般来讲不具有测度系数 (参见文

献 [62]), 这使得很难像光滑度量那样, 用曲率研究 Nakano 正性. 最近, 邓富声 - 宁家福 - 汪志威 - 周

向宇 [22] 建立了 L2 逆理论, 用带最优 L2 估计的 ∂̄ 方程可解性给出了光滑度量 Nakano 正性的等价

刻画, 陈述如下:

定理 2.2 [22] 设 (X,ω) 是 Kähler 流形, E 是 X 上的向量丛, h 是 E 上 C2 光滑 Hermite 度

量, h 是 Nakano 半正的当且仅当 h 满足最优 L2 条件, 即, 对任意使 E|U 平凡的 Stein 坐标开集 U ,
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任意 U 上的 Kähler 形式 ωU , 任意 U 上的光滑严格多次调和函数 ψ, 以及满足下列不等式中右边积

分有限的任意 ∂̄- 闭的光滑紧支 E- 值 (n, 1)- 形式 f , 都存在 u ∈ Ln,0(2) (U,E|U )he−ψ,ωU , 使得 ∂̄u = f ,

并且满足估计 ∫
U

|u|2h,ωU e
−ψdVωU 6

∫
U

⟨B−1
ψ,ωU

f, f⟩h,ωU e−ψdVωU ,

其中算子 Bψ,ωU = [i∂∂̄ψ ⊗ IdE ,ΛωU ], 空间 Ln,0(2) (U,E|U )he−ψ,ωU 是 U 上关于 he−ψ 和 ωU 平方可积

的 E- 值 (n, 0)- 形式.

由此, 可以定义奇异度量的 Nakano 正性.

定义 2.3 [42, 69] 设 (X,ω) 是 Kähler 流形, E 是 X 上的向量丛, h 是 E 上奇异 Hermite 度量,

并且假设 h 是 Griffiths 半正的.

(1) 称 h 是 L2 型 Nakano 半正, 如果对任意 k = 1, . . . , n, 任意 Stein 坐标开集 S, 任意 S 上的

Kähler形式 ωS ,任意全纯向量丛 F 上的满足An,sF,hF ,ωS = [iΘF,hF ,ΛωS ] > 0对 s > k 都成立的光滑度

量 hF ,都可以对任意 q > k,任意 ∂̄-闭的 f ∈ Ln,q(2) (S,E⊗F )hhF ,ωS ,存在 u ∈ Ln,q−1
(2) (S,E⊗F )hhF ,ωS ,

使得 ∂̄u = f , 并且满足估计∫
S

|u|2hhF ,ωSdVωS 6
∫
S

⟨B−1
hF ,ωS

f, f⟩hhF ,ωSdVωS .

我们假设上式右边是有限的, 其中算子 BhF ,ωS = [iΘF,hF ⊗ IdE ,ΛωS ].

(2) 我们称 h 是 L2 型严格 Nakano δω- 正, 如果对任意开集 U 和 ω 的局部位势函数 φ, heδφ 在

U 上是 L2 型 Nakano 半正的.

类似于线丛上奇异度量对应的乘子理想层, 当向量丛上的奇异度量 h 是 L2 型 Nakano 半正时,

Hosono 和 Inayama 证明了乘子子模层 E(h) 是凝聚的 (参见文献 [40, 42]). 刘卓 - 肖博 - 杨辉 - 周向

宇 [49] 证明了乘子子模层也具有强开性质, 陈述如下:

定理 2.3 [49] 对向量丛 E → X, 设 h 是奇异 L2 型 Nakano 半正度量, hj 是奇异Griffiths 半正

度量. 如果 hj > h 且 − log dethj 局部依测度收敛到 − log deth, 则有 E(h) =
∪
j E(hj).

除了 Nakano 正性外, 还可以考虑对偶 Nakano 正性.

定义 2.4 [2, 62,68] 设 (X,ω) 是 Kähler 流形, E 是 X 上的向量丛, h 是 E 上奇异 Hermit 度量,

对 E 的全纯截面构成的 n- 元组 u = (u1, . . . , un), 定义 (n− 1, n− 1)- 形式 T hu 为

T hu :=

n∑
j,k=1

(uj , uk)h ̂dzj ∧ dz̄k,

这里 (z1, . . . , zn) 是 X 上的局部坐标, ̂dzj ∧ dz̄k 表示对除了 dzj 和 dz̄k 以外的所有 dzi 和 dz̄l 作外

积, 并乘上一个绝对值为 1 的常数, 使得

idzj ∧ dz̄k ∧ ̂dzj ∧ dz̄k = idz1 ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ idzn ∧ dz̄n =: dVz.

称 T hu 是多次调和的, 如果在流动形的意义下 i∂∂̄T hu > 0. 于是可以定义

(1) h 是 Nakano 半负的, 如果对任意 n- 元组 u, T hu 是多次调和的;

(2) h 是对偶 Nakano 半正的, 如果 (E∗, h∗) 是 Nakano 半负的;

(3) h 是严格对偶 Nakano δω- 正的, 如果对任意开集 U 和 ω 的局部位势函数 φ, heδφ 在 U 上是

对偶 Nakano 半正的.
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注 2.1 [42,68] 特别地, 关于 Griffiths 正性、Nakano 正性、对偶 Nakano 正性, 可以知道当 h

是 E 上的严格Griffiths δω- 正度量时, E⊗detE 上的度量 h⊗deth 是 L2 型严格 Nakano (r+1)δω-

正并且严格对偶 Nakano (r + 1)δω- 正, 这里 r = rankE.

代数几何中的 lc 对 (lc pair) (X,D) 是很重要的研究对象, 我们还将在解析的框架下借助乘子

理想层对其进行研究. Deligne 在文献 [13, 14] 中发展了射影流形上的对数微分形式层.

定义 2.5 设 D =
∑s

i=1Di 是 Kähler 流形 (X,ω) 上的具有简单正交支撑的约化整除子, 对数

层 ΩpX(logD) 是在 D 上至多有对数奇点的 p- 形式芽层, 其在开集 U 上的截面为

Γ(U,ΩpX(logD)) := {α ∈ Γ(U,ΩpX ⊗ [D]) 且 dα ∈ Γ(U,Ωp+1
X ⊗ [D])}.

这里 [D]表示除子D相对应的线丛 (参见文献 [35]). 容易看出,当 p = dimX 时,有ΩpX(logD) =

KX ⊗ [D].

在接下来的三小节中, 我们将分别介绍带乘子理想层或乘子子模层的上同调群的同构、单射和

消灭定理.

2.1 同构定理

上同调群的同构定理非常重要, 这使我们在计算上同调群时可以使用更多的工具. 在本小节中,

我们将介绍两种同构定理, 一种是经典的 Hodge 理论给出的调和形式和上同调群之间的同构, 另一

种是对于对数微分形式层, 由零调消解给出的 L2 Dolbeault 同构, 这使我们可以用 L2 方法计算对数

层的上同调群. 相比于一般非紧流形, 全纯凸流形上凝聚层的上同调群对研究高阶直像层很有帮助,

而全纯凸流形本身具有非常好的性质, Remmert 约化定理 (参见文献 [33, 34]) 和 Prill 引理 (参见文

献 [61]) 保证了全纯凸流形的上同调群具有良好的拓扑结构. 所以我们主要在全纯凸 Kähler 流形上

讨论.

2.1.1 拟有效线丛上同调群的同构

在用 L2 方法研究上同调群时, 调和形式起着关键作用. 设 (X,ω) 是 n 维 Kähler 流形, (L, h)

是 X 上的 Hermite 全纯线丛, h 可以是曲率有下界的奇异度量, 记 D 为 (L, h) 的陈联络, 它可以被

唯一分解为 D = D′
h + ∂̄. L- 值 (p, q)- 形式相对于 h 和 ω 的平方可积 L2 空间被定义为

Lp,q(2)(X,L)h,ω := {u : u 是 L- 值 (p, q)- 形式, 满足 ∥u∥h,ω < +∞}.

从而 ∂̄ 和 D′
h 可以被视作 Lp,q(2)(X,L)h,ω 上的稠定闭算子 (参见文献 [67, 71]). 总有正交分解 (参见文

献 [17])

Lp,q(2)(X,L)h,ω = Im ∂̄ ⊕H p,q
h,ω (X,L)⊕ Im ∂̄∗

h,ω,

其中 ∂̄∗
h,ω 是 ∂̄ 算子的 Hilbert 伴随, H p,q

h,ω (X,L) 是相对于 h 和 ω 的调和形式的集合, 即,

H p,q
h,ω (X,L) := {u ∈ L

p,q
(2)(X,L)h,ω | ∂̄u = 0 且 ∂̄∗

h,ωu = 0}.

在非紧流形上研究上同调群, 我们往往需要考虑局部平方可积空间. 设 Z 是 X 的真子簇 (Z 可

以是空集), 并且 ω̃ 是 Y := X \ Z 上的 Kähler 形式, 满足 ω̃ > ω, 以及在 X 上, 局部存在有界函数
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Φ 使得 ω̃ = i∂∂̄Φ. 我们定义局部平方可积空间

Lp,q(2,loc)(X,L)h,ω̃ := {u | u 是 L- 值 (p, q)- 形式, 满足 ∥u∥K,h,ω̃ < +∞, ∀K b X},

其中 ∥u∥2K,h,ω̃ =
∫
K\Z |u|

2
h,ω̃dVω̃, 此时有层的上同调群和 L2

loc Dolbeault 上同调群之间的拓扑同构

(细节参见文献 [52, 74]):

Hq(X,KX ⊗ L⊗ I(h)) ≃ Hn,q
(2),loc(X,L, h) :=

ker ∂̄ ∩ Ln,q(2,loc)(X,L)h,ω̃

Im ∂̄ ∩ Ln,q(2,loc)(X,L)h,ω̃
.

Remmert 约化定理和 Prill 引理保证了全纯凸流形的上同调群是可分拓扑向量空间. 这说明当

X 是全纯凸流形时, L2
loc Dolbeault 上同调群是一个 Fréchet 空间, 并且 Im ∂̄ 是 Ln,q(2,loc)(X,L)h,ω̃ 的

闭子空间.

在文献 [66] 中, Takegoshi 用 ∂̄ 算子的 L2 理论给出了全纯凸 Kähler 流形上光滑 Nakano 半正

向量丛 E 的上同调群 Hq(X,KX ⊗ E) 的结构. 在文献 [21] 中, Demailly, Peternell 和 Schneider 通

过调和表示和逼近技巧证明了紧 Kähler 流形上关于拟有效线丛的 Hard Lefschetz 定理 (nef 情形参

见文献 [67]), 这被孟宪奎 - 周向宇在文献 [53] 中推广到全纯凸流形上, 并被吴晓俊在文献 [71] 中改

进为同构定理. 对于线丛, 我们结合这些文章中的方法以及文献 [15, 52] 中的技巧, 可以将这些结果

统一为:

定理 2.4 设 (X,ω) 是一个 n 维全纯凸 Kähler 流形, (L, h) 是 X 上的奇异 Hermite 线丛, 对

任意 X 上的光滑多次调和函数 Φ, 定义

Hn,q(X,L, h,Φ) := {u ∈ C∞
(n,q)(X,L) ∩ L

n,q
(2,loc)(X,L)h,ω : ∂̄u = 0, D′

h ∗ u = 0, ∂Φ ∧ ∗u = 0},

其中 ∗ = ∗ω 是关于 Kähler 度量 ω 的 Hodge 星算子. 设 iΘL,h > 0. 则对穷竭的 Φ, 有如下交换图:

,

其中 Cq 是一个仅依赖于 n 和 q 的常数, 且这里的定义和交换图不依赖于穷竭函数 Φ 的选取, 即对

不同的光滑穷竭多次调和函数 Φ 和 Φ′, 有Hn,q(X,L, h,Φ) = Hn,q(X,L, h,Φ′).

由此, 根据和文献 [66, 第 6 节] 中光滑度量一样的讨论, 可以研究 Leray 谱序列并得到类似的分

解定理、无挠性定理、单射定理和相对消灭定理, 其中无挠性定理和单射定理已经在文献 [52, 74] 中

被证明.

推论 2.1 设 f : X → Y 是从 n 维 Kähler 流形 (X,ω) 到m 维复空间 Y 的逆紧全纯满射, 使

得任意 X 的连通分支到 Y 都是满射. 设 (L, h) 是 X 上的奇异 Hermite 线丛, 满足 iΘL,h > 0, 则下

面的结果成立:

(I) 分解定理 (参见文献 [66, 定理 6.4]) f 的 Leray 谱序列

Ep,q
2 = Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)))⇒ Hp+q(X,KX ⊗ L⊗ I(h))
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在 E2 页处退化. 特别地, 如果 (X,ω) 是连通紧 Kähler 流形, 则对任意的 r > 0, 有

dimCH
r(X,KX ⊗ L⊗ I(h)) =

∑
p+q=r

dimCH
p(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))).

(II) 无挠性定理 (参见文献 [66, 定理 6.5]) 对任意 q > 1, 由 ωq ∧ · 诱导的层同态

L q : R0f∗(Ω
n−q
X ⊗ L⊗ I(h))→ Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))

有一个分裂层同态

δq : Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))→ R0f∗(Ω
n−q
X ⊗ L⊗ I(h))

使得L q ◦ δq = Id. 特别地, 对任意 q > 0, Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)) 是无挠的, 并且对 q > n−m 是消
灭的.

(III) 单射定理 (参见文献 [66, 定理 6.8]) 如果 (M,hM ) 是 X 上的光滑半正全纯线丛, 存在常

数 b > 0 使得 hM 满足 iΘh − biΘhM > 0, s 是M 的非零全纯截面, 则由张量 s 诱导的层同态:

Rqf∗(s) : R
qf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))→ Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)⊗M)

是单射.

(IV) 相对消灭定理 (参见文献 [66, 定理 6.9]) 设 g : Y → Z 是复空间之间的逆紧全纯满射, 则

有 Leray 谱序列

Rpg∗R
qf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))⇒ Rp+q(g ◦ f)∗(KX ⊗ L⊗ I(h))

退化. 特别地, (i) 如果 A 是 Y 上的 g- 丰沛线丛, 则对任意 r > 0, 有

Rr(g ◦ f)∗(KX ⊗ L⊗ f∗A⊗ I(h)) ∼= R0g∗OY (A)⊗Rrf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))

以及 (ii) 如果 g 是一般有限的, 则对任意 r > 0, 有

Rr(g ◦ f)∗(KX ⊗ L⊗ I(h)) ∼= R0g∗R
rf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)).

对于光滑度量, Kollár 首先在文献 [43, 44] 中发现上述定理在射影代数簇上成立并且相互之

间是密切相关的. 在文献 [66] 之前, 关于这些定理的研究或多或少限制在射影代数的范畴下, 而

Takegoshi 用解析方法将其推广到了 Kähler 流形和复空间之间的逆紧 Kähler 映射 (部分结果参见

文献 [23, 63]). 最近, 申屠钧超 - 赵晨将 Takegoshi 的结果用 L2 方法推广到复空间 (文献 [64]).

2.1.2 对数层的 L2 Dolbeault 同构

Esnault-Viehweg 在代数流形上研究了对数 de Rham 复形和消灭定理的关系, 并用谱序列建立

了很多对数层的消灭定理 (参见文献 [24,25]). 最近, 黄春乐 - 刘克峰 - 万学远 - 杨晓奎用 L2 的方法,

通过考虑流形上的 Poincaré 度量, 在紧 Kähler 流形上给出了对数层的零调消解, 并由此得到了许多

消灭定理 (参见文献 [41]). 之后, 邹勇攀将这种方法推广到非紧流形, 得到了弱拟凸流形上的消灭定

理 (参见文献 [75]). Watanabe 借助强开性, 推广到紧 Kähler 流形上具有奇异度量的线丛和向量丛
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(参见文献 [68]). 我们将Watanabe 的讨论更精细化, 将他提出的 Lelong 数条件减弱为乘子理想层

(乘子子模层) 条件, 并将其推广到全纯凸 Kähler 流形.

设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, Φ 是X 上的光滑多次调和穷竭函数, Xc := {Φ < c} b X

是次水平集, 特别地, Xc 是弱拟凸Kähler流形, 记 Yc = Xc \D. 在X 上取局部坐标 (W ; z1, . . . , zn),

使局部上D ∩W = {z1 · · · zt = 0}, 且 Yc ∩W =W ∗
r = (∆∗

r)
t × (∆r)

n−t, 这里∆r 表示复平面上半径

为 r 的圆盘, ∆∗
r 表示 ∆r 去掉原点. 考虑在开流形 Yc 上的在 D 附近满足渐进条件的 Kähler 度量.

定义 2.6 称 Yc 上的度量 ωYc 沿着 D 是 Poincaré 型的, 如果对任意 D 附近的局部坐标

(W ; z1, . . . , zn), ωYc |W∗
r
等价于下列通常定义的 Poincaré 度量:

ωP = i
t∑

j=1

dzj ∧ dz̄j
|zj |2(log |zj |2)2

+ i
n∑

j=t+1

dzj ∧ dz̄j .

设 F 是向量丛, F |W∗
r
的光滑度量 h1 和 h2 称作沿着 D 等价, 如果对任意相对紧子集 V , 存在常数

C > 0, 使得在 V \D 上成立 C−1h1 6 h2 6 Ch1, 记作 h1 ∼ h2.
根据文献 [76], 在 Yc 上总存在度量 ωc,P 沿着 D 是 Poincaré 型的. ωc,P 在 D 附近是完备的, 在

Xc 的边界附近不是完备的. 考虑Xc 上的 L2 Dolbeault 复形 (L p,∗
Xc,E,hEYc ,ωc,P

, ∂̄). 这里L p,∗
Xc,E,hEYc ,ωc,P

是具有可测系数的满足 |u|2
hEYc ,ωc,P

dVωc,P 以及 |∂̄u|2hEYc ,ωc,P dVωc,P 局部可积的 E- 值 (p, q)- 形式芽层,

其中 hEYc 是 E|Yc 上的 Hermite 度量, 可以是奇异度量. 我们用强开性证明下面的 L2 消解定理.

定理 2.5 [41, 68] 设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, Φ 是 X 上的光滑多次调和穷竭函数,

Xc = {Φ < c} b X 是次水平集, Yc = Xc \D, ωc,P 是 Yc 上的光滑 Kähler 度量, 沿着D 是 Poincaré

型的. 设 E,F 是 X 上的全纯向量丛, hF 是 F 上的光滑度量, h 是 E 上的奇异度量, 设 σj 是 Dj

的定义截面, 固定 O(Dj) 的光滑度量 hj , 假设 h 是 L2 型 Nakano 半正, 并且存在 ε ∈ [0, 1], 使得

E(h) = E(hg1−ε0 /g1−ε), 则对任意 α≫ 1, 任意 τ ∈ (ε, 1], 都可以构造 F |Yc 上的光滑度量

hFYc := hF

s∏
j=1

∥σj∥2τhj (log ∥σj∥
2
hj
)2α,

使得 L2 Dolbeault 复形 (L p,∗
Xc,F⊗E,hFYch,ωc,P

, ∂̄) 给出 ΩpX(logD)⊗ F ⊗ E(h) 在 Xc 上的零调消解. 于

是有同构

Hq(Xc,Ω
p
X(logD)⊗ F ⊗ E(h)) ∼= Hq(Γ(Xc,L

p,∗
Xc,F⊗E,hFYch,ωc,P

)).

特别地, 当 E 是线丛 L, h 是 L 上的奇异度量, 使得其曲率流动形有下界, 且 I(h) = I(hg1−ε0 ) 时, 也

有类似结果.

2.2 单射定理

当线丛的度量严格正时, 我们知道有经典的 Kodaira 消灭定理和 Nadel 消灭定理. 而当度量

半正时, 消灭定理自然的推广就是单射定理. 而单射定理还有更广泛的应用, 比如证明无挠性定

理、消灭定理等 (参见文献 [26–28, 30, 52, 74] 和其中的文献), 单射定理还与 dlt 延拓有关 (参见文献

[19, 32]). 所以研究单射定理是非常重要且有意义的. 对光滑度量, 在代数和解析情形分别有之前提

到的 Kollár 型单射定理, 以及 Enoki 用调和积分得到的单射定理. 从解析层面, Ohsawa 在文献 [58]

中将 Enoki 的结果推广为一定曲率条件下全纯凸流形上的单射定理. 对于拟有效线丛, 经过 Fujino,
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Matsumura, 曹俊彦, Demailly 等人的发展, 最终由周向宇 - 朱朗峰在文献 [74] 中给出了最广版本的

单射定理, 这统一了之前提到的单射定理. 需要指出的是, 曹俊彦 -Demailly-Matsumura 首先在文

献 [8] 中用证明延拓定理的方法得到了一种单射定理, 周向宇 - 朱朗峰用同时逼近两个权函数的想

法,推广了文献 [8]的结果并回答了其中作者们提出的一个问题.这些方法和结果对具有光滑Nakano

半正度量的向量丛都是成立的, 但对于奇异度量结果还比较少, 并且对于 lc 对 (X,D) 的单射性质,

目前还有很多是未知的. 在本小节中, 我们分别给出 lc 对的拟有效线丛的单射定理, 和不考虑 lc 对

的具有奇异度量的向量丛之间的单射定理.

2.2.1 lc 对的单射定理

Fujino 关于 lc 对有以下猜想.

猜想 2.1 [28] 设 (X,ω) 是一个 n 维紧 Kähler 流形, D =
∑N

j=1Dj 是 X 上具有简单正交支撑

的约化整除子, 设 F 是半正全纯线丛, s 是 Fm 的全纯截面, 使得 s−1(0) 不包含 lc 对 (X,D) 的 lc

中心 (即 Di1 ∩ · · · ∩Dik 的连通分支). 则对任意 q > 0, 由张量 s 诱导的映射

⊗s : Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ F )→ Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ Fm+1)

是单射.

当 X 是射影流形、F 半丰沛时, Fujino 用 Hodge 理论证明了上述单射定理成立. 当 X 是

紧 Kähler 流形时, 对 plt 的情形, 即对任意的 i ̸= j, 都有 Di ∩ Dj = ∅, Matsumura 用加细 Hard

Lefschetz 定理和调和表示证明了猜想成立 (参见文献 [51]), 陈子安 -Choi 用他们建立和发展的 lc 测

度和解析伴随理想层推广了Matsumura 的结果, 得到了带乘子理想层的单射定理, 此时 F 是拟有效

线丛, 奇异度量的奇点至少需要是解析奇点并具有其他的一些性质 (参见文献 [10]). Fujino 猜想的完

全解决分别由曹俊彦 -Păun 在文献 [9] 中和陈子安 -Choi-Matsumura 在文献 [11] 中独立给出. 这些

工作都使用了 Hodge 分解和 L2 理论, 曹俊彦 -Păun 的工作还通过考虑锥奇点, 得到了某种 ∂∂̄- 引

理 (参见文献 [48]). 根据文献 [11, 注 3.4.3], 当度量具有解析奇点并满足一些额外假设时, 相应的带

乘子理想层的单射猜想仍然成立.

对具有任意奇性的 Hermite 度量, 曹俊彦 -Păun 在文献 [9] 中提出了下述问题:

猜想 2.2 [9] 设 (X,ω) 是 n 维紧 Kähler 流形, D 是 X 上具有简单正交支撑的约化整除子, 设

F 是 X 上的全纯线丛, h 是 F 上的奇异度量, 满足 iΘh > 0, 假设 I(h) = I(h · e−(1−ε) log |sD|2) 对任

意 ε > 0 成立, 其中 sD 是 D 的典则截面. 设 s 是 Fm 的全纯截面, |s|hm < +∞ 逐点成立且 s−1(0)

不包含 lc 对 (X,D) 的 lc 中心. 则对任意 q, 下列由张量 s 诱导的映射是单射:

⊗s : Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ F ⊗ I(h))→ Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ Fm+1 ⊗ I(hm+1)).

在本小节中, 我们首先用定理 2.4 给出Matsumura 提出的一个问题 (参见文献 [51, 问题 3.18])

的肯定回答, 具体来讲, 我们得到:

定理 2.6 设 (X,ω) 是 n 维紧Kähler 流形, (L, h) 是X 上的奇异 Hermite 线丛, 设 iΘL,h > 0,

则映射 ∗ : H n,q
h,ω (X,L)→ H0(X,Ωn−qX ⊗ L⊗ I(h)) 是良定义的, 从而调和形式是光滑的.

然后借助 Demailly 逼近定理 (参见文献 [16,73]), 类似周向宇 - 朱朗峰得到另一种同时逼近两个

度量的引理, 再结合Matsumura 的想法, 借助乘子理想层的强开性, 在一种特殊情形下回答了曹俊
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彦 -Păun 猜想.

定理 2.7 设 (X,ω) 是 n 维紧 Kähler 流形, D =
∑N

j=1Dj 是 X 上具有简单正交支撑的约化

整除子, 设 F 和M 是 X 上具有奇异度量 hF 和 hM 的线丛, 满足存在 b, C > 0, 使得

iΘhF > 0, iΘhF − biΘhM > 0, iΘhM > −Cω,

以及对任意 ε ∈ (0, 1), 有

I(hFhMg1−ε0 ) = I(hFhM ),

其中 g0 是由 D 的典则截面诱导的度量. 假设 (X,D) 是 plt 对, 并且度量 hF 和 hM 满足限制条件

∀ i, hFhM |Di ̸≡ +∞, ODi ⊗ I(hF ) = I(hF |Di), ODi ⊗ I(hFhM ) = I(hFhM |Di)

以及可积性条件

I(hF ) = OX .

设 s 是M 的全纯截面, 且Di * s−1(0), 设 supX |s|hM < +∞. 则对任意 q > 0, 由张量 s 诱导的映射

⊗s : Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ F ⊗ I(hF ))→ Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ F ⊗M ⊗ I(hFhM ))

是单射.

2.2.2 向量丛的单射定理

用解析方法证明带奇异度量线丛的单射定理一般需要使用 Demailly 等奇性逼近 (equisingular

approximation) 结合调和积分的技巧, 或者像文献 [8, 74] 中, 使用扭曲 Bochner-Kodaira-Nakana 恒

等式, 通过解 ∂̄ 方程证明延拓定理的方法. 然而这些技巧一般在 L2 型 Nakano 半正向量丛上无法

使用, 因为此时没有良好的逼近序列. 基于此, 关启安 - 秘志桐 - 袁铮在文献 [38] 中受文献 [12] 和

Demailly 逼近定理的启发, 定义了一种新的奇异 Nakano 半正度量, 对这种度量研究了极小 L2 积分,

并在文献 [37] 中得到了最优延拓. 我们使用他们定义的向量丛奇异度量, 结合文献 [74] 的方法, 证明

单射定理.

定义 2.7 [37] 设 E 是 Hermite 流形 (X,ω) 上的全纯向量丛, h 是 E 上的一个奇异度量. 设 θ

是 TX 上的具有连续系数的 Hermite 形式, 称 h 是逼近型 θ-Nakano 半正的, 如果满足下列条件:

(1) 存在一列 X 的相对紧子集 {Xj}+∞
j=1, 使得 X1 b X2 b · · · b Xj · · · , 且

∪+∞
j=1Xj = X.

(2)对任意Xj ,存在一列Xj 上的C2 Hermite度量 {hj,s}+∞
s=1,使得在Xj\Σ上,有 lims→+∞ hj,s =

h, 其中 Σ 是 X 的一个零测闭子集.

(3) 对任意 Xj , 存在 Xj 上的连续函数 λj 和 λj,s 使得

(a) 对任意 x ∈ Xj , 任意 ex ∈ Ex 和任意 s, 都有 |ex|hj,s 6 |ex|hj,s+1
;

(b) 在 Xj 上, iΘE,hj,s >Nak (θ − λj,sω)⊗ IdE ;

(c) 在 Xj 上, λj,s 几乎处处收敛到 0;

(d) 在 Xj 上, 对任意 s, 0 6 λj,s 6 λj ; 特别地, 当 θ = 0 时, 称 h 是逼近型 Nakano 半正的.
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可以证明逼近型 Nakano 半正度量一定是 L2 型 Nakano 半正的, 从而局部可以解方程, 且 E(h)
是凝聚的. 并且对 θ- 多次调和函数 ψ, 即 θ + i∂∂̄ψ > 0, 由 Demailly 逼近定理 (参见文献 [16]) 可知

e−ψ 是平凡线丛上的逼近型 −θ-Nakano 半正的奇异度量. 这样文献 [74] 中使用的引理对向量丛奇异

度量也成立. 结合文献 [37, 74] 的证明和技巧, 可以得到下列向量丛的延拓 (单射) 定理.

定理 2.8 设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, E 是X 上的全纯向量丛, h 是 E 上的逼近型

θ-Nakano 半正奇异 Hermite 度量, 其中 θ 是 TX 上的具有连续系数的 Hermite 形式. 设 ψ 是 X 上

的 θ- 多次调和函数, 如果对某个常数 α > 0, (1 + α)ψ 也是 θ- 多次调和函数, 则对任意 q, 由自然的

包含映射 E(he−ψ)→ E(h) 诱导的同态

Hq(X,KX ⊗ E(he−ψ))→ Hq(X,KX ⊗ E(h))

是单射. 换句话说, 由自然的满射 E(h)→ E(h)/E(he−ψ) 诱导的映射

Hq(X,KX ⊗ E(h))→ Hq(X,KX ⊗ E(h)/E(he−ψ))

是满射.

作为应用, 可以得到单射定理:

定理 2.9 设X 是全纯凸Kähler流形, E 是X 上的全纯向量丛, h是E 上的逼近型 θ-Nakano

半正奇异 Hermite 度量, 其中 θ 是 TX 上的具有连续系数的半正 Hermite 形式. M 是 X 上的全纯

线丛, hM 是M 上光滑 Hermite 度量. 假设存在常数 b > 0, 满足 bθ > iΘhM , 设 s 是M 的非零全纯

截面, 则对任意 q, 由张量 s 诱导的映射

⊗s : Hq(X,KX ⊗ E(h))→ Hq(X,KX ⊗ E(h)⊗M)

是单射.

2.3 消灭定理

消灭定理是解析几何与代数几何中非常重要的工具, 可以用来证明一些很深刻的结果 (参见文

献 [1, 18,45,46]). 作为同构定理和单射定理的应用, 我们在本小节中介绍一些消灭定理.

2.3.1 Kollár-Nadel-Ohsawa 型消灭定理

在文献 [50] 中, Matsumura 通过 Takegoshi 在文献 [66] 中发展的调和积分理论, 用计算 Čech 上

同调群的方法给出了上同调群的分解定理, 并且作为应用, 证明了一个单射定理和 Kollár-Ohsawa 型

的消灭定理. 我们可以在定理 2.4 的帮助下, 推广这些结果到奇异度量的情形.

定理 2.10 设 f : X → Y 是从 Kähler 流形 X 到复空间 Y 的逆紧的全纯满射, L 是 X 上具

有奇异度量 h 的全纯线丛, iΘL,h > 0, 则对 p, q > 0, 存在自然映射

φp,q : H
p(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)))→ Hp+q(X,KX ⊗ L⊗ I(h))

满足以下性质:

(1) 映射 φp,q 是单射.

(2) Imφp,q ∩ Imφp′,q′ = 0, 如果 p ̸= p′ 且 p+ q = p′ + q′.
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我们可以得到拟有效线丛的分解和单射定理:

定理 2.11 在和定理 2.10 同样的条件下,

(1) 如果 X 是紧的, 则有直和分解:

H l(X,KX ⊗ L⊗ I(h)) =
⊕
p+q=l

Imφp,q;

(2) 如果 X 是全纯凸的, 则对 X 上具有光滑半正度量 hM 的全纯线丛M , 如果存在 b > 0 使得

hM 满足 iΘh − biΘhM > 0, 则对M 的非零截面 s, 任意 q > 0, 由张量 s 诱导的映射

⊗s : Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)))→ Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h)⊗M))

是单射.

注意上述单射定理 p = 0 的情形在文献 [52, 74] 中已经证明了, 而且我们不能假设 hM 也是奇异

度量, 这是因为在 Demailly 等奇性逼近定理中, 我们不能同时逼近两个权函数, 从而在定理 2.4 中无

法同时逼近两个权函数.

通过结合定理 2.10 和文献 [50, 54] 中的想法, 我们可以证明下述 Kollár-Nadel-Ohsawa 型的消

灭定理. 关于这种类型的消灭定理, 之前已有很多结果. 例如文献 [57] 中对 q = 0 证明了解析和光滑

的情形, 文献 [43] 中对 q > 0 证明了射影和光滑的情形, 文献 [50] 中对 q > 0 证明了解析和光滑的情

形, 文献 [29, 30] 中对 q > 0 证明了射影和奇异的情形, 以及文献 [54] 中对 q = 0 证明了解析和奇异

的情形. 我们的定理将上述结果统一到 q > 0 时解析和奇异的情形.

定理 2.12 设 X 是弱拟凸 Kähler 流形, f : X → Y 是到复空间 Y 的逆紧全纯满射, Y 具有

Kähler 度量 σ, 设 L 是 X 上具有奇异度量 h 的线丛, 并且 h 满足 iΘL,h > f∗σ, 则

Hp(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))) = 0, ∀ p > 0, ∀ q > 0.

特别地, 我们有同构

H0(Y,Rqf∗(KX ⊗ L⊗ I(h))) ∼= Hq(X,KX ⊗ L⊗ I(h)).

2.3.2 对数层的 Nadel-Bogomolov 型消灭定理

用之前提到的文献 [41, 68] 中的方法, 结合定理 2.5, 可以得到下列对数层的 Nadel-Bogomolov

型 (参见文献 [4, 18]) 消灭定理.

定理 2.13 设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, D =
∑s

j=1Dj 是X 上具有简单正交支撑的

约化整除子, L→ X 是具有奇异度量 h 的全纯线丛, 存在连续正值函数 γ 使得 iΘL,h > γω. 假设对

任意 ε ∈ (0, 1), 有 I(h) = I(hg1−ε0 ), 其中 g0 是由 D 的典则截面定义的奇异度量, 则有

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ q > 1,

Hn(X,ΩpX(logD)⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ p > 1.

定理 2.14 设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, D =
∑s

j=1Dj 是X 上具有简单正交支撑的

约化整除子, g0 是由 D 的典则截面定义的奇异度量, L→ X 是具有奇异度量 h 的全纯线丛, 存在连

续正值函数 γ 使得 iΘL,h > γω. A 是 X 上的全纯线丛, ∆ =
∑s

j=1 ajDj 是 R- 除子.
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(1) 假设存在 ε ∈ (0, 1], 使得 I(h) = I(hg1−ε0 ). 如果存在 aj ∈ [ε, 1], 使得 A⊗OX(∆) 是半正的,

则有

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗A⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ q > 1,

Hn(X,ΩpX(logD)⊗A⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ p > 1.

(2) 如果 A⊗OX(D) 是半正的, 则

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗A⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ q > 1,

Hn(X,ΩpX(logD)⊗A⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ p > 1.

特别地, 取 A = [−D], 得到

Hn(X,ΩpX(logD)⊗ (L⊗ [D]−1)⊗ I(h)) = 0, ∀ p > 1.

当 X 紧、乘子理想层平凡时, 可以得到 Bogomolov 型消灭定理:

H0(X,ΩpX(logD)⊗ L−1) = Hn(X,Ωn−pX (logD)⊗ (L⊗ [D]−1)) = 0, ∀ p < n.

定义 2.8 设 X 是 n 维复流形, A =
∑s

j=1 ajAj → X 是全纯 R- 线丛, 称 A 是 k- 正的, 如果

存在线丛 Aj 上的光滑度量 hj , 使得 A 上的诱导度量 h 的曲率满足 iΘA,h =
∑s

j=1 aj iΘAj ,hj > 0 且

在 X 上的每个点有至少 n− k + 1 个正特征值.

对 k- 正线丛, 可以得到类似关于数量维数的 Kawamata-Viehweg 型消灭定理和 Bogomolov 型

消灭定理.

定理 2.15 设 (X,ω) 是 n 维全纯凸 Kähler 流形, D =
∑s

j=1Dj 是X 上具有简单正交支撑的

约化整除子, g0 是由 D 的典则截面定义的奇异度量, (L, h) → X 是拟有效线丛, A 是 X 上的全纯

线丛, ∆ =
∑s

j=1 ajDj 是 R- 除子, N 是 X 上的线丛, 满足在任意相对紧集上, 对任意常数 γ > 0,

都存在光滑度量 hN,γ , 使得 iΘN,hN,γ > −γω. 假设存在 ε ∈ (0, 1], 使 I(h) = I(hg1−ε0 ), 如果存在

aj ∈ [ε, 1], 使得 A⊗OX(∆) 是 k- 正的, 则有

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗A⊗N ⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ q > k,

Hn(X,ΩpX(logD)⊗A⊗N ⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ p > k.

需要指出的是, 不考虑 lc 对时, 在紧 Kähler 流形上考虑拟有效线丛, 结合曹俊彦的结果 (参见

文献 [7]) 和强开性, 可以得到关于拟有效线丛的数量维数的 Kawamata-Viehweg 型定理, 类似地有

Bogomolov 型消灭定理 (参见文献 [47, 70]). 更早期的结果还可以参见文献 [5, 20, 55] 等. 在全纯凸

Kähler 流形上, 孟宪奎 - 周向宇也给出了关于数量维数的消灭定理, 并指出 Nadel 消灭定理在全纯

凸 Hermite 流形上仍然成立 (参见文献 [53]). 用孟宪奎 - 周向宇的方法, 可以得到:

定理 2.16 设 (X,ω) 是 n 维连通全纯凸 Kähler 流形, L 是 X 上的全纯线丛, h 是 L 上的奇

异度量, iΘL,h > 0. 假设 h 在解析子集 Z 外是光滑的, 并且在某点 x0 ∈ X \ Z 处有 (iΘL,h)
l ̸= 0, 则

Hn(X,ΩpX ⊗ L⊗ I(h)) = 0, ∀ p > n− l + 1.
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对射影流形上的向量丛, 有类似于线丛的消灭定理.

定理 2.17 设 (X,ω) 是 n 维射影流形, D =
∑s

j=1Dj 是 X 上具有简单正交支撑的约化整除

子, E 是X 上的全纯向量丛, h 是 E 上的奇异 Hermite 度量. 设 h 是 L2 型 Nakano 半正的, 并且对

任意 ε ∈ (0, 1), 有 E(h) = E(hg1−ε0 /g1−ε), 其中 g0 是由 D 的典则截面定义的奇异度量, g 是 D 上的

光滑度量, 则

(1) 如果 h 是严格 L2 型 Nakano 3ρω- 正, 则

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ E(h)) = 0, ∀ q > 1;

(2) 如果 h 是严格对偶 Nakano 3ρω- 正, 则

Hn(X,ΩpX(logD)⊗ E(h)) = 0, ∀ p > 1.

类似地, 对向量丛同样可以得到射影流形上形如定理 2.15 的消灭定理 (参见文献 [68]).

因为当 h 是 E 上的严格 Griffiths δω- 正度量时, E ⊗ detE 上的度量 h ⊗ deth 是 L2 型严格

Nakano (r + 1)δω- 正并且严格对偶 Nakano (r + 1)δω- 正, 这里 r = rankE, 所以有直接推论:

定理 2.18 设 (X,ω) 是 n 维射影流形, D =
∑s

j=1Dj 是 X 上具有简单正交支撑的约化整除

子, E 是 X 上的全纯向量丛, h 是 E 上的奇异 Hermite 度量. 设 h 是严格 Griffiths δω- 正的, 并且

对任意 ε ∈ (0, 1), 有 E(h⊗ deth) = E(h⊗ dethg1−ε0 /g1−ε), 其中 g0 是由 D 的典则截面定义的奇异

度量, g 是 D 上的光滑度量, 则

Hq(X,KX ⊗ [D]⊗ E(h⊗ deth)) = 0, ∀ q > 1,

Hn(X,ΩpX(logD)⊗ E(h⊗ deth)) = 0, ∀ p > 1.

2.3.3 向量丛的 Kawamata-Viehweg-Nadel 型消灭定理

类似文献 [74] 中得到的消灭定理, 也可以由定理 2.9 得到下面的消灭定理.

定理 2.19 设 (X,ω) 是 n 维复射影流形, E 是 X 上的全纯向量丛, h 是 E 上的逼近型

θ-Nakano 半正奇异 Hermite 度量, 其中 θ 是 TX 上的具有连续系数的 Hermite 形式. M 是 X 上的

全纯线丛, hM 是M 上光滑 Hermite 度量. 假设存在常数 b > 0, 满足 bθ > iΘhM > 0, 则有

Hq(X,KX ⊗ E(h)) = 0, ∀ q > n− κ(M).

3 含极限的层上同调

顺极限与逆极限是在范畴论中被人们广泛讨论的一类函子, 又分别称作归纳极限 (inductive

limit) 和投射极限 (projective limit), 直观而言它们允许将若干相关对象 “粘合在一起”, 而精确的粘

合过程则由对象之间的态射指定. 在考虑层的上同调时, 我们往往会遇到计算层递增列的并的上同

调, 例如乘子理想层的递增并, 或者关于空间递增列的并的层上同调, 例如 Stein 空间的递增并. 这

涉及到层上同调与顺逆极限的交换性. 一方面, 递增并是顺极限的特例, 有关顺极限层上同调的交换

性可追溯到文献 [31] 与 [36]. 另一方面, 在研究 Stein 空间时, 一个自然的问题便是: Stein 空间中一

27



陈智健等: 关于凝聚层上同调群的若干结果

列 Stein 开集的递增并是否仍然保持 Stein? 在文献 [65] 中得到了该问题成立的等价刻画, 并将之推

广到 q- 完备性的相应问题, 其关键一步便是将空间递增并与层上同调的交换性转变为对逆极限的一

阶导出函子的研究, 即下面介绍的定理 3.2 与定理 3.3. 本节旨在综合整理以上问题, 通过代数方法

统一处理并给出证明.

一个从范畴 C 到范畴 D 的函子 F : C → D 由以下赋值组成: (1) 对于每个 X ∈ C , 给定

F (X) ∈ D ; (2) 对于每个 C 中的态射 φ : X → Y , 给定 D 中的态射 F (φ) : F (X) → F (Y ). 我们

视层为函子抑或 étale 空间, 层的态射分别对应函子的自然变换抑或 étale 空间的连续映射. 具体

来说, 拓扑空间 X 上 Abel 层的态射 φ : F → G 由在所有开子集 U ⊆ X 上给定一个 Abel 群同态

φU : F(U) → G(U) 来决定. 按 Bourbaki 的约定 (参见文献 [6]), 称一个拓扑空间是局部紧的, 如果

它是 Hausdorff 的且能被一族相对紧开集覆盖.

3.1 层上同调与顺极限

命 (X,OX) 为一个戴环空间 (ringed space), 命 F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fk ⊆ · · · 为 OX- 模层 (sheaf

of OX-modules) 的升序链. 于是称

lim−→Fk :=
∪
k>1

Fk

是滤子系 {Fk} 的顺极限.

考虑如下 Abel 群的同态链: A1
φ1→ A2

φ2→ · · · → Ak
φk→ · · · , 于是称

lim−→Ak :=

{
(ak) ∈

⊕
k>1

Ak/ ∼
∣∣∣∣ (ak) ∼ (bk)⇔

∀n > 1,∃m > n 使得∑m
j=1 φm+1 ◦ · · · ◦ φj(aj − bj) = 0

}

是滤子系 {Ak} 的顺极限.

我们由上述两个例子引入顺极限的定义:

定义 3.1 命 C 为一个范畴, (I,6) 为一偏序集. 给定一族 {Ai}i∈I ⊆ C , 对于 I 中每组 i 6 j

给定态射 f ij : Ai → Aj . ({Ai}i∈I , {f ij}i6j∈I) 称作滤子系 (filtered system), 如果

(1) ∀ i, j ∈ I,∃ k ∈ I, 使得 i 6 k, j 6 k,

(2) f ii = idAi ,∀ i,
(3) f ik = f jk ◦ f ij ,∀ i 6 j 6 k.

该 ({Ai}, {f ij})的顺极限 (direct limit)是指 (若存在)满足下图所示的泛性质的对象A = lim−→Ai ∈ C .

.
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一族 Φ ⊆
{
X的闭子集

}
称为支撑族 (supporting family), 如果满足如下三个条件:

(1) (Φ,⊆) 构成一个闭集的滤子系;

(2) A ∈ Φ, B ⊆ A =⇒ B ∈ Φ;

(3) Φ 是 “仿紧的 (paracompact)”, 亦即 ∀A ∈ Φ,∃B ∈ Φ, 使得 A ⊆ B̊ ⊆ B.

如果还有 Φ ⊆ {X的紧子集}, 则称 Φ 是紧致的. 为了避免额外讨论, 我们总假定 Φ ̸= {∅}. 给定
一个支撑族 Φ, 可定义一个层 F 相对于 Φ 的整体截面如下:

ΓΦ(X,F) :=
∪
A∈Φ

Ker (Γ (X,F)→ Γ (X \A,F)) .

注意到 ΓΦ(X,−) 是从 Abel 层范畴 Shv(X) 到 Abel 群范畴Ab 的左正合函子. 因此, 我们可以定义

携支撑的 q 阶层上同调 (q-th sheaf cohomology with supports) 如下:

Hq
Φ(X,F) := HqRΓΦ(X,F),

其中 RΓΦ(X,−) : D+(Shv(X))→ D+(Ab) 是由 ΓΦ(X,−) 诱导的导出函子 (derived functor). 特别

地, 有 H0
Φ(X,F) = ΓΦ(X,F). 有关顺极限与携支撑的层上同调的交换性, 我们有如下基本结果:

定理 3.1 命 (X,OX ,Φ) 为一携紧致族的局部紧戴环空间, 命 {Fk}k∈I 为一 OX- 模层的滤子
系, 则对任意 q > 0, 正则映射 lim−→Hq

Φ(X,Fk) −→ Hq
Φ(X, lim−→Fk) 是一个 Abel 群同构.

若取 Φ = {supp(F) : F ∈ Shv(X)} = {X的闭子集}, 显然有 Hq
Φ(X,F) = Hq(X,F). 另外, 如

果 X 是紧致的, 则 Φ 总是一个紧致族. 定理 3.1 的证明方法来源于文献 [31].

3.2 层上同调与逆极限

仿照顺极限, 我们有如下定义:

定义 3.2 命 C 为一个范畴, 命 (I,6) 为一个偏序集. 给定一族 {Ai}i∈I ⊆ C , 对于 I 中每组

i 6 j 给定态射 f ji : Aj → Ai. ({Ai}i∈I , {f ji }i6j∈I) 称作余滤子系 (cofilterd system), 如果

(1) ∀ i, j ∈ I,∃ k ∈ I 使得 k 6 i, k 6 j,

(2) f ii = idAi ,∀ i,
(3) fki = f ji ◦ fkj ,∀ i 6 j 6 k.

该 ({Ai}, {f ji }) 的逆极限 (inverse limit) 是指 (若存在) 满足下图所示的泛性质的对象 A = lim←−Ai
∈ C .

.
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例如给定一个 Abel 群的同态链:

A1
φ2←− A2

φ3←− A3
φ4←− · · · ,

则 ({Ai}i∈N, {f ji := φi+1 ◦ · · · ◦ φj}i<j ∪ {fkk = idAk}k∈N) 成为一个余滤子系. 特别地, 有

lim←−
k∈N

Ak =

{
(ak) ∈

∏
k∈N

Ak

∣∣∣∣ φk+1(ak+1) = ak,∀ k > 1

}
.

本节接下来的论述中, 我们取定 I = N. 对于戴环空间 (X,OX) 上两个 OX- 模层 J ,F , 记
ExtqOX (J ,F) 为 J 对 F 的第 q 阶扩展群. 若 {Jk}k∈N 是一个 OX- 模层的滤子系, 易见

{ExtqOX (Jk,F)}k∈N

构成了一个 Abel 群的余滤子系. 命 R1 lim←− 是逆极限函子诱导的第 1 阶导出函子. 我们将证明如下

基本结果:

定理 3.2 命 (X,OX) 为一个戴环空间, 命 {Jk}k∈N 为一个 OX- 模层的余滤子系. 则对于任意

q > 0 以及 F ∈ Shv(X,OX), 成立如下 Abel 群的短正合序列:

0 −→ R1 lim←−ExtqOX (Jk,F) −→ Extq+1
OX (lim−→Jk,F) −→ lim←−Extq+1

OX (Jk,F) −→ 0.

特别地, 考虑 X 的开子空间升链 X1 ⊆ X2 ⊆ · · · ⊆ Xk ⊆ · · · ⊆ X. 命 ιk! : Shv(Xk,OXk) →
Shv(X,OX) 是开嵌入 ιk : Xk ↪→ X 诱导的零延拓 (extension by zeros) 函子. 取 Jk = ιk!ι

∗
kOX , 则

由定理 3.2 可推知:

推论 3.1 命 (X,OX) 为一个戴环空间, 命 X1 ⊆ X2 ⊆ · · · ⊆ Xk ⊆ · · · ⊆ X 为 X 的开子空间

升链且
∪∞

1 Xk = X. 则对任意 q > 0 以及 F ∈ Shv(X,OX), 成立如下 Abel 群的短正合列:

0 −→ R1 lim←−H
q(Xk,F) −→ Hq+1(X,F) −→ lim←−H

q+1(Xk,F) −→ 0.

在实际运用中, Abel 群 Hq(Xk,F) 会带有拓扑向量空间结构. 例如考虑一个复空间 (X,OX) 和
其上的一个凝聚解析层 F ∈ Coh(X), 我们知道全纯函数芽层的紧 - 开拓扑会诱导 Hq(X,F) 上的拓
扑, 使得当 q = 0 时它是一个 Fréchet 空间, 当 q > 1 时它是一个 (LF)- 空间, 亦即 Fréchet 空间族的

顺极限. 根据 Palamodov 早先的工作 [59], 我们有如下对 R1 lim←−H
q(Xk,F) 的刻画:

定理 3.3 (拓扑Mittag-Leffler 判别准则) 命 · · · φk+1→ Gk
φk→ Gk−1 → · · · → G2

φ2→ G1 为拓扑

向量空间的连续线性映射链. 对于 j > k, 记 ϕjk = φk ◦ · · · ◦ φj−1 ◦ φj 并且记

G = R1 lim←−
k

Gk,

则有如下结论成立:

(1) 若 G = 0, 则对任意 i ∈ N 以及任意含 0 的开邻域 U ⊆ Gi, 存在 j > i 使得对任意 k > j, 成

立 ϕji (Gj) ⊆ ϕki (Gk) + U .

(2) 若如下三个条件同时被满足, 则 G = 0.

(a) 对于任意 k, Gk 的拓扑是第一可数的, 亦即 0 点有可数邻域基;
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(b) 对于任意 k, Gk 是一个完备的 Hausdorff 拓扑向量空间;

(c) 对于任意 i ∈ N 以及任意含 0 的开邻域 U ⊆ Gi, 存在 j > i 使得对任意 k > j, 成立

ϕji (Gj) ⊆ ϕki (Gk) + U .

注意到定理 3.3 的条件 (a) + (b)⇐⇒ 对任意 k, Gk 的拓扑由一个完备度量诱导. 部分人习惯将

具完备度量的拓扑向量空间称作 F- 空间, 将局部凸的 F- 空间称作 Fréchet 空间.

3.3 定理的证明

我们先证定理 3.1 在 q = 0 时的特殊情形:

引理 3.1 命 (X,OX ,Φ) 是一个携紧支撑族的戴环空间, 命 {Fk} 是一个 OX- 模层的滤子系.

则由 lim−→ 泛性质诱导的 Abel 群同态

lim−→ΓΦ(X,Fk) −→ ΓΦ(X, lim−→Fk)

是一个单射. 若 X 还是局部紧致的, 则上述同态是 Abel 群同构且对任意 Φ- 柔滑层族 {Fk}, lim−→Fk
是 Φ- 柔滑的.

依据文献 [31] 中的定义, 拓扑空间X 上的层 F 称为 Φ- 柔滑的 (Φ-soft), 如果对每个闭集 A ∈ Φ

截面限制映射 ΓΦ(X,F) → Γ (A,F) 是满射. 对于一个 Φ- 柔滑层 F , 总有 Hq
Φ(X,F) = 0 对所有

q > 1 成立.

引理 3.1 的证明 记 φij : Fi → Fj 为滤子系 {Fk}k∈I 中的连接态射, 其中 i 6 j ∈ I. 简记
ΓΦ = ΓΦ(X,−) 以及 Γ = Γ (X,−). 注意到 ΓΦ 在 X 的预 Abel 层范畴 Pres(X) 上是良定义的. 因

此有如下交换图:

其中, 作为范畴 Pres(X) 中的预层同态, a : lim−→
preFk → lim−→Fk 表示层化 (sheafification). 对于

u = [up] 和 v = [vq] ∈ lim−→
I

ΓΦ(X,F∗),

取代表元 up ∈ Γ (X,Fp), vq ∈ Γ (X,Fq), 其中 p, q ∈ I, 满足对某两个 A,A′ ∈ Φ 有 up|X\A = 0,

vq|X\A′ = 0. 依据层的粘合公理 (gluing axiom), 等式 Γ (a)(u) = Γ (a)(v) 成立当且仅当如下条件被

满足:

∃X 的覆盖 {Uλ}λ∈Λ 和子集 {iλ}λ∈Λ ⊆ I, 使得 ∀λ ∈ Λ, p, q 6 iλ 且 φpiλ,Uλ(up|Uλ) =

φqiλ,Uλ(vq|Uλ).

由于 up|X\A = 0 以及 vq|X\A′ = 0, 不妨设 Λ 是有限集. 因此存在 {iλ} 的一个上界 i ∈ I, 从而
对任意 λ ∈ Λ 都有 φpi,Uλ(up|Uλ) = φqi,Uλ(vq|Uλ). 再次运用粘合公理, 得到 Γ (φpi )(up) = Γ (φqi )(vq), 亦

即 [u] = [v]. 于是引理中映射的单性得证.
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假定 X 是局部紧致的, 现证引理中映射的满性.

取定一个截面 σ ∈ ΓΦ(X, lim−→F), 由于 Φ 是紧致的且 X 是局部紧致的, 可以选取 X 的一个相

对紧致的开集覆盖 {Uλ}16λ6n 使得 σ|Uλ = [σkλ ] ∈ lim−→ΓΦ(Uλ,Fk), 其中对某个 kλ ∈ I 有代表元
σkλ ∈ ΓΦ(Uλ,Fkλ). {σkλ}λ∈Λ 须满足如下相容性条件:

∀x ∈ Uλν := Uλ ∩ Uν, 其中 1 6 λ, ν 6 n, ∃x 在 Uλν 中的开邻域W = W (λ, ν, x) 使得对某个

i = i(λ, ν, x) > kλ, kν 有 φkλi,W (σkλ |W ) = φkνi,W (σkν |W ).

首先归纳地构造 {Uλ}n1 的一个开加细 {Vλ}n1 使得 V λ ⊆ Uλ. 命 A1 = X \
∪n

2 Uλ. 则 A1 ⊆ U1 在

X 中是闭的进而是紧致的. 由 A1 和 U1 的紧致性, 可以选取开集 V1 使得 A1 ⊆ V1 ⊆ V 1 ⊆ U1. 而且

还有 V1 ∪
∪n

2 Uλ = X. 归纳地进行上述过程可以得到 V1, . . . , Vn, 即为所求.

现有
∪
x∈Uλν W (λ, ν, x) = Uλν ⊇ V λν ⊇ Vλν , 而 V λν 的紧性意味着 ∃x1, . . . , xm ∈ Uλν 以及

Wµ(λ, ν) := Vλν ∩W (λ, ν, xµ), 1 6 µ 6 m, 使得
∪m

1 Wµ(λ, ν) = Vλν . 故而对任一对 kλ, kν ∈ I, 可取
i = i(λ, ν) ∈ I 满足 kλ, kν 6 i, 使得对每个 µ ∈ [1,m] 有 φkλi,Wµ

(σkλ |Wµ
) = φkνi,Wµ

(σkν |Wµ
). 由层 Fi 的

粘合公理, 得到 φkλi,Vλν (σkλ |Vλν ) = φkνi,Vλν (σkν |Vλν ). 进一步, 由于只有有限多种 (λ, ν) 的取法, 对于一

族 {kλ}n1 ⊆ I, 同样可取 i ∈ I, 满足对 λ ∈ Λ 有 kλ 6 i, 使得 φkλi,Vλ(σλ,kλ) ∈ Γ (Vλ,Fi) 可粘成一个整
体截面, σ′

i ∈ Γ (X,Fi) 满足 σ′
i|Vλ = φkλi,Vλ(σλ,kλ), 从而 Γ (a)([σ′

i]) = σ. 于是引理中映射的满性得证.

余下验明 lim−→ 保持 Φ- 柔滑层. 命 {Fk} 是一个 Φ- 柔滑层族, 取 Z ∈ Φ. 因 Z 是紧致的, 由上述

的证明可知 lim−→Γ (Z,Fk)
≃−→ Γ (Z, lim−→Fk). 故而有如下交换图:

因 Fk 是 Φ- 柔滑的且 lim−→ 是正合的, 左侧箭头是一个满射, 从而右侧箭头也是一个满射, 故 lim−→Fk
是 Φ- 柔滑的.

定理 3.1 的证明 记 C I 为由 I 编序的范畴 C 的滤子系全体构成的范畴. 考虑如下两个复合

函子:

lim−→ΓΦ : Shv(X)I → AbI → Ab;

ΓΦ lim−→ : Shv(X)I → Shv(X)→ Ab,

它们都是左正合的, 故诱导了两个导出函子 R(lim−→ΓΦ) 和 R(ΓΦ lim−→) : D+(Shv(X)I) −→ D+(Ab).

对于 {Fk} ∈ Shv(X)I , 有如下等式成立:

Rq(lim−→ΓΦ)(Fk)
(∗)
= lim−→RqΓΦ(Fk) = lim−→Hq

Φ(X,Fk),

Rq(ΓΦ lim−→)(Fk)
(∗∗)
= RqΓΦ(lim−→Fk) = Hq

Φ(X, lim−→Fk),

其中 (∗) 和 (∗∗) 归结到 lim−→ 的正合性和 Grothendieck 谱序列定理, 见下述引理 3.2. 根据引理 3.1,

得到

lim−→ΓΦ(Fk) = R0(lim−→ΓΦ)(Fk) ≃ R0(ΓΦ lim−→)(Fk) = ΓΦ lim−→(Fk),
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因此由导出函子的唯一性, 得到

lim−→Hq
Φ(X,Fk) = Rq(lim−→ΓΦ)(Fk) ≃ Rq(ΓΦ lim−→)(Fk) = Hq

Φ(X, lim−→Fk), ∀ q > 0.

引理 3.2 (Grothendieck 谱序列定理) 命 A ,B,C 为 Abel 范畴 (Abelian category), 其中

A ,B 有足够多的内射对象 (injective object). 命 F : A → B, G : B → C 是两个左正合函子. 假

定对于每个内射对象 I ∈ A , 有 F (I) 是 G- 零调的. 则对于任意 X ∈ A , 由 Ep,q
2 = RpG(RqF (X))

生成的谱序列 (spectral sequence) E•,•
• 有界且收敛到 Rp+q(GF )(X).

同调代数中称对象 B ∈ B 是 G- 零调的 (G-acyclic), 如果对任意 q > 1 有 RqG(B) = 0. 特别

地, Φ- 柔滑层是 ΓΦ- 零调的且包括了 Abel 范畴 Shv(X) 中的内射对象, 从而引理 3.1 告诉我们 lim−→
将 Shv(X) 的一族内射对象映成 ΓΦ- 零调对象.

根据引理 3.2, 可给推论 3.1 一个直接证明如下:

推论 3.1 的证明 命 IC 是由 I 编序的范畴 C 中余滤子系全体构成的范畴. 考虑左正合函子的

复合
N Shv(X,OX)

Γ−→ NAb
lim←−−→ Ab,

其中Γ : {Fk}k∈N 7→ {Γ (X,Fk)}k∈N. 由引理 3.2可知Rp lim←−(R
qΓ ({Fk}))收敛到Rp+q(lim←−Γ )({Fk}).

取 Fk = ιk∗ι
−1
k F , 其中 ιk : Xk ↪→ X 为开嵌入, 则有

Ep,q
2 = Rp lim←−(R

qΓ ({Fk})) = Rp lim←−H
q(X, ιk∗ι

−1
k F) = Rp lim←−H

q(Xk,F);

Rp+q(lim←−Γ )({Fk}) = Rp+q
(
lim←−Γ ◦

(∏
k∈N

ιk∗ι
−1
k

))
(F) (∗)

= Hp+q(X,F),

其中 (∗) 归结到等式 lim←−Γ (X, ιk∗ι
−1
k F) = lim←−Γ (Xk,F) = Γ (X,F). 通过计算导出函子 R lim←− :

D+(
NAb) → D+(Ab) 可知当 p > 2 时 Rp lim←− = 0 (见下述引理 3.3). 因此 Ep,q

2 诱导的谱序列 E•,•
•

集中在第二页序, 亦即 Ep,q
∞ = Ep,q

2 , 且当 p ̸= 0, 1 时 Ep,q
∞ = 0. 因此与 Ep,q

∞ 关联的 Hq(X,F) 的滤过
(filtration) 为

Hq(X,F) = F 0Hq(X,F) ⊇ F 1Hq(X,F) ⊇ F 2Hq(X,F) = 0,

F 0Hq(X,F)
F 1Hq(X,F)

= lim←−H
q(Xk,F),

F 1Hq(X,F)
F 2Hq(X,F)

= R1 lim←−H
q−1(Xk,F).

进而对任意 q > 0, 可得如下正合列:

0 −→ R1 lim←−H
q(Xk,F) −→ Hq+1(X,F) −→ lim←−H

q+1(Xk,F) −→ 0.

引理 3.3 命 · · · φk+1→ Gk
φk→ Gk−1 → · · · → G2

φ2→ G1 为 Abel 群同态链, 定义如下 Abel 群

同态: ∏
k∈N

Gk
Ψ−→

∏
k∈N

Gk,

(ak)k∈N 7−→ (ak − φk+1(ak+1))k∈N,
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则有

Rq lim←−
k∈N

Gk =


Ker(Ψ), q = 0;

Coker(Ψ), q = 1;

0, q > 2.

证明 给定 n ∈ N, 易见如下 Abel 群的短正合列:

0 −→ Gn
fn−→ G1 ⊕ · · · ⊕Gn

gn−→ G1 ⊕ · · · ⊕Gn−1 → 0,

其中

fn : a 7→ (φ2 ◦ · · · ◦ φn(a), φ3 ◦ · · · ◦ φn(a), . . . , φn(a), a),

gn : (a1, a2, . . . , an−1, an) 7→ (a1 − φ2(a2), a2 − φ3(a3), . . . , an−1 − φn(an), an).

视 {G1 ⊕ · · · ⊕Gn}n∈N ∈ NAb, 其连接态射为嵌入

G1 ⊕ · · · ⊕Gn ↪→ G1 ⊕ · · · ⊕Gn+1,

(a1, . . . , an) 7→ (a1, . . . , an, 0),

则显有 lim←−(G1 ⊕ · · · ⊕Gn) =
∏
n∈NGn. 于是 lim←− 诱导了如下长正合列:

0→ lim←−
n∈N

Gn →
∏
n∈N

Gn
Ψ→

∏
n∈N

Gn → R1 lim←−
n∈N

Gn → R1 lim←−G1 ⊕ · · · ⊕Gn →

· · · → Rq−1 lim←−G1 ⊕ · · · ⊕Gn → Rq lim←−
n∈N

Gn → Rq lim←−G1 ⊕ · · · ⊕Gn, q > 2.

对于每个 n ∈ N, 取 Gn 的一个内射分解 (injective resolution) 0→ Gn → I0n → I1n → · · · . 注意到对
于每个 k > 0, {Ik1 ⊕ · · · ⊕ Ikn}n∈N 在嵌入连接态射下构成了余滤子系且为 Abel 范畴 NAb 中的内射

对象, 因此有:

Rq lim←−G1 ⊕ · · · ⊕Gn =
Ker(lim←− I

q
1 ⊕ · · · ⊕ Iqn → lim←− I

q+1
1 ⊕ · · · ⊕ Iq+1

n )

Im(lim←− I
q−1
1 ⊕ · · · ⊕ Iq−1

n → lim←− I
q
1 ⊕ · · · ⊕ I

q
n)

=
Ker(

∏
n∈N I

q
n →

∏
n∈N I

q+1
n )

Im(
∏
n∈N I

q−1
n →

∏
n∈N I

q
n)

=

∏
n∈N Ker(Iqn → Iq+1

n )∏
n∈N Im(Iq−1

n → Iqn)

= 0, q > 1.

特别地, {G1 ⊕ · · · ⊕Gn}n∈N ∈ NAb 是 lim←−- 零调的.

定理 3.2 的证明 记 J1
φ1→ J2

φ2→ · · · → Jk
φk→ · · · 为滤子系 {Jk}k∈N 所对应的 OX- 模层态射

链, 记 J = lim−→Jk, 记 ψnJn → lim−→Jk, n ∈ N 为正则态射. 易见如下正合列:

0 −→
⊕
k∈N

Jk
Φ−→

⊕
k∈N

Jk
Ψ−→ J −→ 0,
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其中态射 Φ,Ψ 分别由层态射芽 Φx : (fk,x)k∈N 7→ (idJk,x−φk−1,x(fk−1,x))k∈N, Ψx : (gk,x)k∈N 7→∑
k∈N ψk,x(gk,x), x ∈ X 给出. 注意到 (gk,x)k∈N ∈

⊕
Jk,x 仅有限多项非 0, 故和式

∑
k∈N ψk,x(gk,x)

有意义. 于是 ExtqOX (−,F) 诱导了如下长正合列:

ExtqOX

(⊕
k∈N

Jk,F
)

α−→ ExtqOX

(⊕
k∈N

Jk,F
)

β−→ ExtqOX (J ,F)

δ−→ Extq+1
OX

(⊕
k∈N

Jk,F
)

γ−→ Extq+1
OX

(⊕
k∈N

Jk,F
)
.

下面计算 α, γ 的具体形式. 对于每个 k ∈ N, 取内射分解: 0 → Jk → I0k → I1k → · · · . 态射
φk : Jk → Jk+1 诱导了如下正合梯:

.

进而有

.

特别地, 我们有

ExtqOX

(⊕
k∈N

Jk,F
)

=
Ker(HomOX (

⊕
k∈N I

q
k ,F)→ HomOX (

⊕
k∈N I

q+1
k ,F))

Im(HomOX (
⊕

k∈N I
q
k ,F)→ HomOX (

⊕
k∈N I

q+1
k ,F))

=
Ker(

∏
k∈N HomOX (I

q
k ,F)→

∏
k∈N HomOX (I

q+1
k ,F))

Im(
∏
k∈N HomOX (I

q
k ,F)→

∏
k∈N HomOX (I

q+1
k ,F))

=
∏
k∈N

Ker(HomOX (I
q
k ,F)→ HomOX (I

q+1
k ,F))

Im(HomOX (I
q
k ,F)→ HomOX (I

q+1
k ,F))

=
∏
k∈N

ExtqOX (Jk,F).

于是 φqk, id−
∑

k φ
q
k 分别诱导了商映射

[φqk] : Ext
q
OX (Jk,F) −→ ExtqOX (Jk+1,F),[

id−
∑
k

φqk

]
:
∏
k∈N

ExtqOX (Jk,F) −→
∏
k∈N

ExtqOX (Jk,F),

且满足

α =

[
id−

∑
k

φqk

]
= id−

∑
k

[φqk], γ =

[
id−

∑
k

φq+1
k

]
= id−

∑
k

[φq+1
k ].
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因此, 我们得到

Im δ = Ker γ = Ker

(∏
k∈N

Extq+1
OX (Jk,F)→

∏
k∈N

Extq+1
OX (Jk,F)

)
(∗)
= lim←−Extq+1

OX (Jk,F),

Ker δ = Cokerα = Coker

(∏
k∈N

ExtqOX (Jk,F)→
∏
k∈N

ExtqOX (Jk,F)
)

(∗∗)
= R1 lim←−ExtqOX (Jk,F),

其中 (∗), (∗∗) 归结到引理 3.3.
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3 Berndtsson B, Păun M. Bergman kernels and the pseudoeffectivity of relative canonical bundles. Duke Math J, 2008,

145: 341–378

4 Bogomolov F A. Unstable vector bundles and curves on surfaces. In: Proceedings of the International Congress of

Mathematicians (Helsinki, 1978). Helsinki: Academia Scientiarum Fennica, 1980, 517–524

5 Boucksom S. Cones positifs des variétés complexes compactes. PhD Thesis. Grenoble: Université Joseph Fourier,
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