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摘要 金融领域中的突发事件是变点问题的一种体现,往往由于其随机性和发生前信息量不足等因素

造成突发事件难以识别和预测. 金融市场常常表现出非线性和异质性等特征, 门限分位数自回归模型

作为金融领域变点问题研究的重要模型, 逐渐在经济和统计学界获得更多的关注. 本文结合不同的分

位数对门限分位数自回归模型中的变点估计问题提出两种新的估计方法: 门限自回归分位数复合估

计和分位数平均估计. 在一些实际数据分析中, 研究发现在不同分位数水平下门限分位数自回归模型

中的变点非常接近. 基于变点的这种共同性, 首先通过最小化不同分位数下的联合损失函数得到更有

效的复合变点估计, 并进一步推导复合变点估计量的渐近性质, 以及基于似然比和自助法构建所提出

估计量的置信区间. 其次,通过对不同分位数下的变点估计量求平均提出另一种复合分位数估计方法,

即门限分位数平均估计, 并给出相应的大样本性质. 数值模拟研究发现, 相比传统的门限最小二乘估

计和分位数估计, 所提出的两种方法在有限样本条件下更加有效. 最后, 分析 2005–2014 年上证 A 股

指数展示所提出方法的实际应用表现.
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1 引言

变点问题一直以来是统计学的热门课题之一, 其不仅在早期的工业自动控制中有大量应用, 而且

在经济、金融、医学和计算机等诸多领域有着广泛的应用. 近年来, 很多学者对其研究过, 可参见文

献 [1–3]. 门限模型作为变点模型因协变量引起结构变化的一种特殊情况,自文献 [4]提出以来,越来越

引起经济和统计学家的兴趣和重视. 早期大量文献研究集中于对条件均值建模. 例如, 文献 [5] 提出门

限自回归 (threshold autoregressive, TAR) 模型, 其经过一系列的完善, 已经在参数估计和假设检验等
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方面发展出一套成熟的建模方法. 该模型广泛应用于各个领域,包括经济学 [6]、金融学 [7]、水文学 [8]、

精算学 [9] 及其他领域.现有文献大多侧重于均值回归模型,它只能揭示响应变量条件均值的变动规律,

无法反映系统的异质效应. 为了更加全面描述解释变量对响应变量在不同分位点的异质影响, 本文考

虑门限分位数自回归中的变点问题.

文献 [10] 中分位数回归 (quantile regression, QR) 的提出, 为进一步揭示系统规律提供了有力工

具. 相对于最小二乘回归, 分位数回归不仅可以更加全面地描述被解释变量条件分布的全貌, 而且不

需要对误差项要求很强的假设. 此外, 分位数回归估计的结果对离群值表现更加稳健. 近年来, 许多

学者对分位数回归模型中的变点检测和估计进行了研究 [11–13]. 但对门限分位数自回归模型中的变点

问题研究不多. 例如, 文献 [14, 15] 对自激励门限分位数自回归模型提出估计参数的方法, 并给出对应

的渐近性质. 文献 [16] 结合分位数自回归和自激励门限自回归模型的思想, 提出了门限分位数自回归

(threshold quantile autoregressive, TQAR)模型,推导了相关回归系数的渐近性质并提出了变点存在性

的检验过程. 文献 [17] 也在文献 [16] 的基础上考虑了异方差下门限分位数自回归模型的参数估计及

其渐近性质, 并基于 Bayes Markov 链 Monte Carlo 模拟方法去估计参数.

在金融领域中, 人们特别关心的突发事件如金融风暴就是变点的一种, 特别是在金融全球化、信

息高速的时代, 金融风险防范对从国家到企业的每一个单位都显得极其重要. 这对变点的估计和推断

的精度提出了更高的要求. 在一些实际数据分析中, 我们发现在不同分位数水平下模型具有共同的变

点. 因此, 我们可以结合多个分位数水平的信息提高变点的估计精度. 现有文献复合不同分位数信息

提高估计效率有两种可行方法, 第一种是由文献 [18] 首次提出的复合分位数回归 (composite quantile

regression, CQR) 估计量, 其主要通过最小化不同分位数水平下的联合损失函数得到; 第二种是由文

献 [10] 首次提出的分位数平均估计量 (quantile average estimator, QAE), 其主要通过对不同分位数水

平下回归模型的系数求平均得到. 近几年复合分位数回归研究多集中于前者,具体可参见文献 [18–21].

文献 [22]结合多个分位点水平上的信息,研究了线性和非线性分位数回归模型中的 CQR估计和 QAE,

并给出了相应的渐近性质. 为了提高分位数回归尾部参数的估计效率, 文献 [23] 在此基础上利用极值

理论考虑了尾部分位数回归模型中的 CQR 估计和 QAE. 但据我们所知, 复合分位数回归和变点问题

的研究文献非常有限. 例如, 文献 [24] 首次基于复合分位数的思想研究了回归函数是连续时折线分位

数回归中的变点问题, 并通过模拟和实证得到所提出估计的效率. 文献 [25] 结合在不同分位数水平下

的信息, 研究了分位数回归中存在同一门限的检验和估计问题. 然而这些文献均是在独立数据条件下

进行变点研究, 本文关心的是回归函数带有跳跃的时间序列模型, 即门限分位数自回归模型中复合变

点的估计.

本文对门限分位数自回归模型中的变点估计问题提出两种新的估计方法: 门限自回归分位数复合

估计 (composite threshold quantile autoregression estimator, CTQAE)和门限分位数平均估计 (thresh-

old quantile average estimator, TQAE). 这两种方法在不同分位数水平下门限相同的假设下, 结合多分

位数水平信息提高门限参数估计精度和效率. 在一些实际数据分析中, 我们发现在不同分位数水平下

门限分位数自回归模型中的变点非常接近. 基于变点的这种共同性, 首先通过最小化不同分位数下的

联合损失函数得到更有效的复合变点估计, 并进一步推导了复合变点估计量的渐近性质, 以及基于似

然比和自助法构建了所提出估计的置信区间. 此外, 我们通过对不同分位数下的回归模型系数求平均

提出另一种复合分位数估计方法,即门限分位数平均估计 (TQAE),并给出了相应的大样本性质. 数值

模拟研究发现,相比传统的门限自回归估计和门限分位数自回归估计,所提出的 CTQAE和 TQAE在

有限样本条件下具有更高的估计效率.实证研究中, 我们将本文所提的方法应用于分析 2005年 1月 4

日到 2014 年 12 月 31 日的上证综合指数. 研究结果发现不同分位数区间上门限自回归模型中的变点
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具有共同性, 提出的方法相较于传统方法有更高的估计精度.

本文余下的内容安排如下: 第 2 节给出门限自回归分位数复合估计的方法和相应变点估计量的

渐近性质, 并基于似然比法和自助法分别构建复合变点估计量的置信区间. 第 3 节给出门限自回归分

位数平均估计方法及相应估计量的大样本性质. 第 4 节通过数值模拟研究验证所提出方法的有限样

本表现. 第 5 节将该方法用于上证 A 股指数验证所提出方法的实用价值. 第 6 节给出一个简单的总

结. 所有的证明见附录.

2 复合分位数回归下的门限估计和推断

2.1 模型介绍

假定 yt 是本文感兴趣的响应变量, xt = (1, yt−1, . . . , yt−p)
⊤ 为 p + 1 维解释变量, ut 为一维门限

变量. 对于任意给定的分位数水平 τ ∈ (0, 1), 定义已知 x 和 u 条件下 y 的 τ 条件分位数为

Qy(τ | x, u) = F−1(τ | x, u) = inf{t : F (t | x, u) > τ},

其中 F (· | x, u) 是给定 x 和 u 条件下 y 的条件分布函数. 对于任意给定分位数水平区间

τ ∈ Γ = [ω1, ω2],

其中 0 < ω1 < ω2 < 1, 考虑下面的门限分位数自回归模型:

Qyt
(τ | Ft−1) =

β0
10,τ + β0

11,τyt−1 + · · ·+ β0
1p,τyt−p, ut 6 u0,

β0
20,τ + β0

21,τyt−1 + · · ·+ β0
2p,τyt−p, ut > u0,

(2.1)

其中 Ft 是 {ys, s 6 t − 1} 上产生的 σ 域, 本文中的门限变量 ut 选择 yt 的滞后变量 yt−d, d 为延

迟参数. 定义参数 η0
1,τ = (β0

10,τ , β
0
11,τ , . . . , β

0
1p,τ )

⊤ 和 η0
2,τ = (β0

20,τ , β
0
21,τ , . . . , β

0
2p,τ )

⊤ 分别是在 τ 分位

数水平下门限变量 ut 前后的回归系数向量, 参数 u0 表示门限值. 此外, 定义参数 η0
τ = (η0⊤

1,τ ,η
0⊤
2,τ )

⊤,

θ0 = (η0⊤, u0)⊤, 其中上标 0 表示参数的真值. 此外, 可从模型 (2.1) 发现回归函数在不同分位数水平

下协变量的效应是变化的, 但在所有考虑的分位数下具有相同的门限值.

令 τ1 6 τ2 6 · · · 6 τK 为感兴趣的分位数水平的集合. 再令参数 η1,τ = (β10,τ , β11,τ , . . . , β1p,τ )
⊤,

η2,τ = (β20,τ , β21,τ , . . . , β2p,τ )
⊤, ητ = (η⊤

1,τ ,η
⊤
2,τ )

⊤, η = (η⊤
1 ,η

⊤
2 , . . . ,η

⊤
K)⊤ 和 θ = (η⊤, u)⊤. 为方便表

述, 模型 (2.1) 可以被重写为

Qyt
(τk | Ft−1) = x⊤

t (u)ητk , (2.2)

其中 k = 1, . . . ,K, xt(u) = xt ⊗ (I(ut 6 u), I(ut > u))⊤, ⊗ 表示 Kronecker 积, I(·) 为示性函数.

2.2 复合分位数回归模型下门限的估计问题

先定义 θ = (η⊤, u)⊤, 再令

Qn(η, u) =

K∑
k=1

n∑
t=p+1

ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk}, (2.3)
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其中 ρτ (u) = u{τ − I(u < 0)} 代表文献 [10] 中的损失函数, 参数 θ 可以通过下列参数来估计:

θ̂ = (η̂⊤, û)⊤ = argmin
η∈B,u∈(M1,M2)

Qn(η, u), (2.4)

其中 B 是 R2(p+1)K 中的紧集合, M1 和 M2 是两个常数.

本文的目的是更有效地估计复合不同分位数水平的信息.不同于文献 [11]提出的基于门限分位数

自回归模型下单个分位数的变点估计, 我们提出的变点估计是通过结合不同分位数下的信息得到的,

许多学者对复合分位数在没有变点的模型下的估计研究过, 如文献 [18–21]. 很少有学者在传统的分位

数回归模型假设下结合不同分位数水平对复合变点进行研究 [24,25],我们主要关心时间序列的数据,即

门限自回归模型中的复合变点的估计和推断问题.

类似于文献 [16, 25], 用两步截面方法解决 (2.4) 中的最小化问题. 首先, 定义给定 u 下参数 η 的

截面估计为

η̂(u) = argmin
η∈B

Qn(η, u).

其次, 门限参数 u 可以通过如下最小化损失的方式进行估计:

ûCTQAE = argmin
u∈(M1+ϵ,M2−ϵ)

Qn{η̂(u), u},

其中 ϵ 是很小的正常数, 目的是为了防止搜索 u 时涉及门限的边界效应问题. 从而可以得到最终的参

数估计量为 θ̂ = (η̂(û⊤CTQAE), ûCTQAE)
⊤.

在实际数据分析中, 我们需要选择 Γ 和 τk (k = 1, . . . ,K). 一般来说, 区间 Γ 会由我们感兴趣的

问题得到. 本文需要通过检验来保证变点在 Γ上存在常数门限效应.这里可以参考文献 [24]中提出的

参数估计量得到. 只要 Γ确定下来, 分位数水平 τk 则可以简单均匀取于 Γ中. 然而,参数维度取决于

K 的选择, K 越大, 参数维度越高, 问题越复杂. 从模拟研究中发现复合变点估计在 K 取 19 附近时

趋于稳定, 关于 K 选取的敏感性分析详见第 4 节.

注 1 我们在前面考虑的是固定的 K 个分位数水平下复合变点估计, 但当考虑的分位数区间 Γ

是连续的时, 参数估计如下:

θ̂ = θ̂(Π) = argmin
u∈(M1,M2)

Qn,Π(η, u),

其中

Qn,Π(η, u) =

∫
Γ

n∑
t=p+1

ρτ{yt − x⊤
t (u)ητ}dΠ(τ),

且 Π 是定义在 Γ 上的概率密度函数. 类似于 (2.4), 可以通过两步截面法得到回归系数和门限参数的

估计.

2.3 渐近性质

本小节给出门限估计量的渐近分布. 为方便清晰表述, 首先引入一些记号. 定义

Ω0(u1, u2) = E{xt(u1)x
⊤
t (u2)} 和 Ω1(u) =

K∑
k=1

E[f{x⊤
t (u)η

0
τk
}xt(u)x

⊤
t (u)].
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特别地, 当 u1 = u2 = u 时, 有 Ω0(u) = E{xt(u)x
⊤
t (u)}. 再定义

Ω̂0(u1, u2) =
1

n− p

n∑
t=p+1

xt(u1)x
⊤
t (u2),

以及

Ω̂1(u) =
1

n− p

K∑
k=1

n∑
t=p+1

f̂{x⊤
t (u)η̂τk}xt(u)x

⊤
t (u).

假定 g(·) 为门限变量 ut 的连续密度函数. 为了得到所提出估计量的渐近性质, 本文需要给出以

下假设条件.

(A1) {yt, ut} 为严平稳、遍历、ρ- 混合过程, 并且 ρ- 混合系数满足
∑∞

m=1 ρ
1/2
m <∞.

(A2)记 Ft(·) = Ft(· | Ft−1)表示给定事件域 Ft−1 条件下 yt 的条件分布函数, ft(·)为对应的条件
密度函数, 0 < ft(·) <∞ 且在定义域内一致可积.

(A3) E∥xt∥2+ϵ <∞, 其中 ∥ · ∥ 表示常用 Euclid 范式, ϵ 表示一个很小的正常数.

(A4) 对所有 τ ∈ Γ 和 u ∈ [M1,M2], η(u) = argminθE[ρτ{yt − x⊤
t (u)η}] 存在且唯一.

(A5) 对任意 u, Ω1(u) 是正定矩阵.

这里条件 (A1)–(A5)为分位数回归模型理论及门限回归中的常见假设 [10, 16]. 条件 (A1)保证了序

列的平稳性. 条件 (A2) 和 (A3) 给出了门限分位数回归模型的基本假设. 条件 (A4) 保证了门限分位

数自回归解的存在唯一性. 条件 (A5) 保证了估计量协方差的可逆性. 下面的定理给出了回归系数和

门限估计量的渐近性质.

定理 1 假设条件 (A1)–(A5) 成立, 则有

θ̂
p−→ θ0.

定理 1 表明提出方法的回归系数和门限的估计 θ̂ 具有相合性. 为了建立门限估计量的渐近性质,

我们增加如下额外假设.

(A6) 令 δ0τk = η0
1,τk

− η0
2,τk

= ντkn
−a (k = 1, . . . ,K) 表示分位数 τk 下的门限效应, 其中 ντk ̸= 0,

a ∈ (0, 12 ).

假设条件 (A6)是为了建立门限估计量的渐近分布,其给出了回归系数的变化幅度.当样本量趋于

正无穷时, δ0τk 趋于 0, 具体内容可参见文献 [25, 26]. 因此可以得到下面的理论.

定理 2 假设条件 (A1)–(A6) 成立, 则有

(i) n1/2(η̂ − η0)
d−→ N(0, Σ(u0));

(ii) n1−2a(ûCTQAE − u0)
d−→ λ

µ2 argmax−∞<r<∞{B(r)− 1
2 |r|},

其中 Σ(u0) = Ω−1
1 (u0)Ω̃0(u

0)Ω−1
1 (u0), Ω̃0(u

0) =
∑K

k=1

∑K
k′=1{min(τk, τk′) − τkτk′}Ω0(u

0), “
d−→” 表示

依分布收敛,

λ =

K∑
k=1

K∑
k′=1

{min(τk, τk′)− τkτk′}ν⊤
τk
E(xtx

⊤
t | ut = u0)ντk′ g(u

0),

µ =

K∑
k=1

ν⊤
τk
E[f{x⊤

t (u
0)η0

τk
}xtx

⊤
t | ut = u0]ντkg(u

0),

B(r)是由 B(r) = B1(−r)I(r 6 0)+B2(r)I(r > 0)定义的双边 Brown运动, B1(r)和 B2(r)是在 [0,∞)

上的两个独立的标准 Brown 运动.

67



张立文等: 复合分位数下门限自回归模型的变点估计

定理 2 给出了复合变点估计的渐近分布. 由上述定理可以发现复合变点估计 û 的收敛速度受 a

控制, a 越大, 门限效应越弱, 收敛速度越快. 相比较于文献 [16] 研究的单个分位数回归模型下的变点

估计性质, 本文提出的复合变点估计具有更有效的估计, 这与文献 [24] 提出的折线分位数回归模型中

的复合变点性质类似.

推论 1 在注 1 的条件下, 即当考虑的分位数区间 Γ 是连续时, 回归系数和门限估计量有类似

于定理 1和 2的结论.特别地,我们有类似定理 2(ii)的门限估计量的渐近分布,其中 λ和 µ的连续形

式分别为

λ =

{∫∫
S

√
(min(τ, τ ′)− ττ ′)ν⊤

τ E(xtx⊤
t | ut = u0)ντ ′dΠ(τ)dΠ(τ ′)

}2

g(u0)

和

µ =

∫
Γ

ν⊤
τ E[f{x⊤

t (u
0)η0

τ}xtx
⊤
t | ut = u0]ντdΠ(τ)g(u0),

其中 S = {(τ, τ ′) | (τ, τ ′) ∈ Γ× Γ}.

2.4 复合分位数自回归模型下门限的推断问题

为了构造门限参数 u0的置信区间,若采用定理 2中的统计量来反演,则有限样本表现会很差 [5, 26].

本小节提出两种不同的方法来构造门限变点 u0 的置信区间, 包括基于似然比检验型和自助法型, 其

中自助法型方法计算量大.

2.4.1 似然比检验型

类似于文献 [6, 25], 我们基于似然比检验提出一个更加稳定的方法. 考虑下面的假设检验问题:

H0 : u = u0, vs. H1 : u ̸= u0,

原假设表明在所有考虑的分位数区间中变点相同且都等于 u0. 基于原假设构造如下似然比 (likelihood

ratio, LR) 检验统计量:

LRn(u
0) = Qn(η̂, u

0)−Qn(η̂, û).

由于似然比统计量是由原假设下损失函数和备择假设的损失函数相减所得, 其中 Qn(η̂, u
0)中的

η 是由 u 取真值 u0 时估计而得, 即 η̂ = η̂(u0); Qn(η̂, û) 是在备择假设下估计得到, 即假设 u 未知时

利用截面方法估计得到 η̂ = η̂(û). 但为了表达方便, 此处我们在似然比统计量中用了相同的记号 η̂,

这也类似于文献 [25, 第 2.3 小节] 给出的记号. 若 LRn(u
0) 取很大的值, 我们有理由拒绝原假设, 由此

可以得到如下理论.

定理 3 假设条件 (A1)–(A6) 成立, 在原假设下有

LRn(u
0)

d−→ λ

2µ
ξ,

其中

ξ = sup
r∈(−∞,+∞)

{2B(r)− |r|}.
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注意到 ξ 的累积分布函数为 P(ξ 6 x) = (1 − e−x/2)2 (参见文献 [26]). 此外, 实证中参数 λ/(2µ)

需要通过样本进行估计, 即

λ̂

2µ̂
=

∑K
k=1

∑K
k′=1{min(τk, τk′)− τkτk′}δ̂⊤τkN̂τk δ̂τ ′

k

2
∑K

k=1 δ̂
⊤
τk
D̂τk δ̂τk

,

其中 δ̂τk = η̂1,τk − η̂2,τk , N̂τk = Ê(xtx
⊤
t | ut = u0τk)可以基于可观测的 xtx

⊤
t 和 ut 使用窗宽 h1 和核函

数 K(·)的局部线性方法进行估计,这里 u0τk 是分位数水平 τk 下的真实门限位置.同样,可以使用局部

线性方法估计 D̂τk , 即 D̂τk = Ê[f̂h2{x⊤
t (u

0
τk
)η̂τk}xtx

⊤
t | ut = u0τk ], h2 是核密度估计中的窗宽参数

[25].

另外, 核函数 K(·) 可以选择为标准正态分布函数 Φ(·). 窗宽选择可以依照文献 [27] 中的拇指原则, 即

选取 h = 1.06n−1/5sy, 其中 sy 是 {yi} 的标准差.

此外, 为了处理实际数据方便, 可以定义正则化统计量 NLRn(u
0) = 2µ̂LRn(u

0)/λ̂. 由于我们有

λ̂/µ̂
p−→ λ/µ, 其中 “

p−→” 表示依概率收敛, 则其渐近分布为

NLRn(u
0)

d−→ ξ,

其中 ξ 在不同显著性水平下的临界值在很多研究中已给出, 如文献 [6, 26]. 同样, 类似于推论 1, 可以

得到当分位数区间 Γ 是连续时更一般的似然比统计量及其渐近分布, 为了节约空间具体内容省略.

推论 2 定理 3 给出检验统计量在原假设下的渐近分布. 类似于文献 [12, 推论 2.1], 考虑如下局

部备择假设, 即

H1n : Qyt(τk | Ft−1) = x⊤
t (u

0)η0
1,τk

I(ut 6 u0) + n−1/2anx
⊤
t (u

0)η0
2,τk

I(ut > u0),

其中 an −→ ∞. 对所有的 t > 0, 有

lim
n−→∞

P(∥NLRn(u0)∥ > t) = 1.

2.4.2 自助法型

考虑到门限估计量 u 的极限过程是非 Gauss 过程且不能简化为均值和方差核的形式, 我们可以

采用自助法方法构建更精准的参数的置信区间,其构建的区间收敛于真实区间的速度在某些条件下会

比通常的正态近似要快很多. 对于极限分布难以获得的情况, 自助法依然可以利用样本分位数进行非

参数的统计推断.

考虑文献 [28] 中的自助法. 首先从观测 {yt,xt, ut}⊤t=1 中抽取新的样本, 并且基于计算参数 {η̂∗
b ,

b = 1, . . . , B}和 {û∗b , b = 1, . . . , B}估计,其中 B 为自助法重复的次数. 参数置信区间通过自助法样本

分位数进行构造.

2.5 模型定阶

在实际数据中,我们需要确定门限分位数自回归模型中复合变点估计涉及的门限变量 ut (即 yt−d)、

延迟参数 d和滞后阶数 p. 文献 [29]中的 3.4部分 (model identification)基于 GAIC (generalized Akaike

information criterion) 方法给出双门限自回归模型的门限变量确定方法. 由于复合分位数回归是加权

复合分位数回归 [30] 的一个特例, 因此, 类似于文献 [29], 我们基于 GAIC 方法给出门限变量 ut、延迟

参数 d 和滞后阶数 p 的确定准则. 为简单起见, 假定 d 6 dmax = p.
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为了选择参数 d 和 p, 我们提出如下两步迭代算法. 第一步, 对每个 d ∈ {1, 2, . . . , dmax}, 通过最
小化 CTQAE 的目标函数 (参见 (2.4)), 最终选择目标函数最小值时对应的 d. 第二步, 通过 GAIC 准

则选择滞后阶数 p, 这里 GAIC 定义为

GAIC(p) = (n− p)Klog(σ̂2) + 4(p+ 1),

其中 σ̂2 = Qn(η, u)/[(n− p)K], 且 GAIC 中的第一部分反映模型的拟合程度, 第二部分反映模型的复

杂程度.

3 门限分位数自回归平均估计

第 2 节中考虑了一种复合分位数门限自回归模型的变点估计和推断问题, 其主要是通过最小化

复合分位数自回归模型中的损失函数得到. 本节提出另一种复合分位数思想, 通过求单个门限分位数

自回归系数下的平均估计得到, 这最早由文献 [10] 提出. 有些学者研究过分位数平均估计的问题. 文

献 [22] 考虑了金融数据尖峰厚尾的分布特征, 并结合多分位点信息, 在分位数回归框架下提出了回归

系数平均估计并给出所提出估计量的渐近性质. 文献 [23]将分位数平均估计思想推广用于研究金融领

域的极端分位数情况. 据我们所知, 分位数平均估计的思想在门限分位数变点估计中很少被讨论. 本

文将首次将分位数平均思想应用到门限变点估计中去.

类似于文献 [10], 我们结合不同分位数 τ 下的门限估计提出门限分位数平均估计量. 令 ûτ 和 u0τ

为单个分位数 τ 水平下的变点估计量和真实变点, ûTQAE 为分位数变点平均估计量. 于是对模型 (2.1)

提出如下门限分位数自回归平均估计量:

ûTQAE =
1

K

K∑
k=1

ûτk . (3.1)

为给出变点的 TQAE 的渐近性质, 我们提出下面的假设条件.

(A7) 当 n −→ +∞ 时,

n∑
t=p+1

∫ −∆x⊤
t (ω2τ )δ

0
τ

0

[F{x⊤
t (u

0
τ )η

0
τ − s∆x⊤

t (ω2τ )δ
0
τ} − F{x⊤

t (u
0
τ )η

0
τ}]ds =

1

2
µτ |ω2τ |+ op(1)

在 τ ∈ Γ ⊂ (0, 1) 上一致成立, 其中

∆xt(ω2τ ) = xt{I(ut 6 u0τ + n−1+2aω2τ )− I(ut 6 u0τ )},

µτ = ν⊤τ E[f{x⊤
t (u

0
τ )η

0
τ}xtx

⊤
t | ut = u0τ ]ντg(u

0
τ ),

δ0τ = η0
1,τ − η0

2,τ ,

ω2τ 为某个常数.

定理 4 假设条件 (A1)–(A5) 和 (A7) 成立, 则有

n1−2a(ûTQAE − u0)
d−→ ζ argmax

−∞<r<∞

{
B(r)− 1

2
|r|

}
,

其中

ζ =
K∑

k=1

(
λτk
µ2
τk

)
, λτk = (τk − τ2k )ν

⊤
τk
E(xtx

⊤
t | ut = u0τk)ντkg(u

0
τk
).
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定理 4 表明 ûTQAE 的极限过程是非 Gauss 的. 第 4 和 5 节中的模拟数据和实证结果可以发现,

相比较于单个分位数下的变点估计, 门限分位数自回归平均估计更加准确.

4 模拟研究

本节在不同误差形式下通过 Monte Carlo 模拟研究验证所提出模型的有限样本表现. 考虑两类

不同的数据产生过程: 条件同方差和条件异方差类型. 模型 1–3 的数据来自如下条件同方差数据产生

过程:

yt =

2 + 0.3yt−1 + ϕ(yt−1)εt, yt−1 6 0,

−2 + 0.7yt−1 − ϕ(yt−1)εt, yt−1 > 0,

其中门限变量为 yt−1; 门限值为 0; εt 为随机扰动部分, 影响 yt 与总体趋势之间的偏离. 模型 1–3 中

εt 分别服从正态分布、标准逻辑分布和对数正态分布, 即 εt ∼ N(0, 1), εt ∼ L(0, 1), εt ∼ LN(0, 1). 令

ϕ(yt−1) = 1 表示条件同方差模型.

对于模型 4 和 5, 考虑如下条件异方差数据产生过程:

yt =

0.5yt−1 + {1− ϕ(yt−1)}εt, yt−1 6 0,

0.5yt−1 + {1 + ϕ(yt−1)}εt, yt−1 > 0,

在模型中 ϕ(yt−1) = cyt−1 对应于条件异方差情形. 模型 4 和 5 中 c 分别取值为 1.65 和 2.65, εt 分别

服从分布 εt ∼ N(0, 1) 和 εt ∼ U(−1, 1).

在模拟研究中,我们对比以下 4种估计门限的方法: 文献 [26]提出的门限最小二乘估计量 (TAR)、

文献 [16] 提出的 τ = 0.5 下门限分位数自回归估计量 (TQAR)、门限自回归分位数复合估计量

(CTQAE) 和门限分位数平均估计量 (TQAE). 4 种估计方法对变点及回归系数估计的对比结果具

体见表 1 和 2. 对 CTQAE 和 TQAE, 设定 K = 19 并且等间隔划分分位数水平 τk = k/(K + 1)

(k = 1, . . . , 19), 这主要是由后面表 3 和 4 中对 K 的敏感度分析而得的. 为了避免格子点在边界上搜

索变点, 对所有的方法, 我们用 u 的上、下 10% 分位数作为搜索门限值的上、下界. 样本量 n 设置为

200 和 500, 在所有的模拟过程中, 模拟重复次数设定为 500 次.

表 1 总结了 4 种变点估计的平均偏差和均方误差. 我们发现所有估计都有一个可以忽略的偏差.

对条件同方差模型 1–3, 与 TAR 和 TQAR 相比, CTQAE 和 TQAE 具有更高的效率. 对具有条件异

方差正态分布的模型 4 和条件异方差均匀分布模型 5, 与 TAR 门限估计相比, CTQAE 和 TQAE 更

有效率. 同时, 复合估计在误差是条件异方差正态分布时 (模型 4) 体现地更加明显. 模型 4 和 5 由于

存在较小的门限效应,导致变点估计存在较大的波动,最终引起估计偏差和均方误差偏大.对所有的不

同模型, CTQAE 都比 TAR 和 TQAR 更有效. 总体来说, 相比较于 TAR 和 TQAR, 提出的 CTQAE

和 TQAE 方法更加有效.

进一步, 考虑 4 种变点估计方法对回归系数估计的影响. 表 2 报告了回归系数估计的均方误差,

其中 TQAR、CTQAE 和 TQAE 估计结果均为 0.5 分位数处对应的系数估计结果. 参数 β11 和 β21 的

真值为 0.5. 我们可以发现所有回归系数估计的均方误差都较小. 对于条件同方差正态模型 1, TAR估

计效果更有效率. 但对于具有条件同方差逻辑分布和对数正态分布的模型 2 和 3, 这 4 种方法表现相

当, TQAR、CTQAE 和 TQAE 稍优于 TAR. 但对条件异方差模型 4 和 5, 相比 TAR 和 TQAR, 复合
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表 1 不同方法下变点估计的偏差 (Bias) 和均方误差 (MSE), 所有的值都乘以因子 100

模型 TAR TQAR CTQAE TQAE

Bias MSE Bias MSE Bias MSE Bias MSE

n = 200 1: Normal-HO 2.76 1.89 0.62 0.89 0.45 0.46 0.91 0.31

2: Logit-HO 8.61 11.70 5.23 6.52 4.69 5.81 7.28 3.61

3: LNormal-HO 7.04 3.68 8.14 3.50 6.86 2.99 9.82 2.69

4: Normal-HE 28.26 135.58 29.45 119.49 16.46 51.77 21.49 54.09

5: Uniform-HE 27.08 271.32 18.74 231.98 16.42 57.88 20.97 60.21

n = 500 1: Normal-HO −0.14 0.09 −0.44 0.13 −0.45 0.07 −0.30 0.04

2: Logit-HO 1.60 1.39 0.79 1.63 0.32 0.36 3.10 0.78

3: LNormal-HO 5.57 1.99 6.78 2.15 5.48 1.78 6.51 1.05

4: Normal-HE 2.14 98.78 22.77 73.56 4.80 28.59 4.22 28.69

5: Uniform-HE 6.58 100.21 3.79 88.23 3.67 29.69 1.18 31.06

Normal-HO:模型 1具有正态的条件同方差; Logit-HO:模型 2具有标准逻辑分布的条件同方差; LNormal-HO:模型 3

具有对数正态的条件同方差; Normal-HE: 模型 4 具有正态条件异方差; Uniform-HE: 模型 5 具有均匀分布条件异

方差.

表 2 不同方法下回归系数估计的均方误差 (MSE), 所有的值都乘以因子 100

模型 TAR TQAR CTQAE TQAE

β11 β21 β11 β21 β11 β21 β11 β21

n = 200 1: Normal-HO 5.68 1.32 2.67 1.65 2.45 1.68 2.38 1.62

2: Logit-HO 6.80 1.96 5.34 2.02 5.35 2.10 5.77 2.12

3: LNormal-HO 2.04 1.56 0.58 0.55 0.57 0.54 0.58 0.52

4: Normal-HE 65.84 63.41 51.59 52.50 48.93 45.83 51.57 52.51

5: Uniform-HE 48.77 51.80 51.29 53.80 50.96 53.27 51.04 53.25

n = 500 1: Normal-HO 0.89 0.51 1.00 0.71 0.88 0.71 0.86 0.70

2: Logit-HO 1.99 0.63 1.49 0.82 1.30 0.76 1.86 0.76

3: LNormal-HO 0.74 0.42 0.19 0.16 0.18 0.16 0.19 0.16

4: Normal-HE 50.31 55.00 51.59 52.47 47.03 46.36 40.38 44.90

5: Uniform-HE 40.96 48.51 40.61 46.35 50.02 39.11 40.57 46.33

CTQAE和 TQAE估计效率有很大程度的提高. 总体看, 对所有的不同的模型, CTQAE和 TQAE下

的回归系数估计比 TQAR的估计更加有效,尤其是当误差项满足条件异方差条件时,这就更加确认了

结合不同分位数水平信息的变点估计比单个分位数下的估计更有效率.

我们提出的变点估计方法需要选择合适的 K,为了研究其对估计 K 的敏感性,我们在表 3和 4中

分别给出 CTQAE和 TQAE在不同分位数下的均方误差,分位数个数 K 设定为 1、3、6、9、19和 29,

其中 K = 1 对应于 τ = 0.5, 等价于表 1 中 TQAR. 由表 3 和 4 可知, 对于所有考虑的模型, CTQAE

和 TQAE 的精度起初随着 K 增加而提高, 但当 K 取 19 附近时估计的精度趋向稳定. 为了在计算时

间和估计精度上寻求平衡, 在进行数值模拟时将取 K = 19.

为了评估第 2.4小节所提出的门限推断方法的有限样本表现, 表 5 给出不同方法下门限估计名义

水平为 95% 下的覆盖率和平均区间长度, 其中 TQAR 方法下展示的是 τ = 0.5 下的模拟结果. 我们
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表 3 不同 K 取值下回归系数 CTQAE 的均方误差 (MSE), 所有的值都乘以因子 100

模型 K = 1 K = 3 K = 6 K = 9 K = 19 K = 29

n = 200 1: Normal-HO 0.89 0.38 0.48 0.46 0.46 0.46

2: Logit-HO 6.52 6.84 5.45 5.81 5.71 5.77

3: LNormal-HO 3.50 3.02 2.94 2.99 3.05 3.02

4: Normal-HE 116.95 52.65 52.85 51.59 51.77 51.90

5: Uniform-HE 231.98 57.05 54.88 57.62 57.88 57.95

n = 500 1: Normal-HO 0.13 0.09 0.07 0.07 0.08 0.08

2: Logit-HO 1.63 0.25 0.32 0.36 0.45 0.47

3: LNormal-HO 2.15 1.80 1.85 1.78 1.78 1.80

4: Normal-HE 72.88 28.66 28.83 28.82 28.59 28.66

5: Uniform-HE 88.23 28.87 29.11 29.06 29.69 29.83

表 4 不同 K 取值下回归系数 TQAE 的均方误差 (MSE), 所有的值都乘以因子 100

模型 K = 1 K = 3 K = 6 K = 9 K = 19 K = 29

n = 200 1: Normal-HO 0.89 0.64 0.29 0.31 0.26 0.23

2: Logit-HO 6.52 7.15 4.28 3.61 3.63 3.48

3: LNormal-HO 3.50 4.90 2.95 2.70 2.26 2.51

4: Normal-HE 116.95 61.95 55.08 54.32 54.09 54.20

5: Uniform-HE 231.98 68.32 68.32 60.41 60.21 51.04

n = 500 1: Normal-HO 0.13 0.16 0.06 0.04 0.03 0.03

2: Logit-HO 1.63 2.90 1.16 0.78 0.62 0.59

3: LNormal-HO 2.15 2.96 1.25 1.05 0.81 0.77

4: Normal-HE 72.88 42.29 30.67 27.96 28.69 28.38

5: Uniform-HE 88.24 47.87 32.90 31.60 31.06 30.77

表 5 不同方法下门限估计名义水平为 95% 下的覆盖率和平均区间长度

模型 TAR TQAR CTQAE TQAE

CP Len CP Len CP Len CP Len

n = 200 1: Normal-HO 0.942 0.289 0.945 0.259 0.930 0.217 0.960 0.220

2: Logit-HO 0.942 0.667 0.985 0.458 0.940 0.285 0.958 0.348

3: LNormal-HO 0.954 0.442 0.960 0.550 0.880 0.317 0.930 0.348

4: Normal-HE 0.150 420.701 1.000 381.594 0.840 1.600 0.815 1.800

5: Uniform-HE 0.360 318.130 1.000 282.556 0.865 1.630 0.865 1.887

n = 500 1: Normal-HO 0.945 0.184 0.982 0.112 0.955 0.107 0.975 0.112

2: Logit-HO 0.954 0.318 0.976 0.172 0.975 0.169 0.950 0.168

3: LNormal-HO 0.982 0.306 0.942 0.195 0.960 0.196 0.960 0.180

4: Normal-HE 0.200 192.545 1.000 157.361 0.950 1.215 0.940 1.070

5: Uniform-HE 0.505 164.417 1.000 144.373 0.965 1.320 0.945 1.069

CP (coverage probability): 覆盖率, Len (Length): 平均区间长度.
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发现对条件同方差模型 1–3, 与 TAR 和 TQAR 相比, CTQAE 和 TQAE 下的覆盖率在不同的样本量

下更接近于名义水平 95%, 且具有更短的置信区间长度. 而由于在条件异方差模型 4 和 5 中 TAR 和

TQAR 方法下不存在门限, 这导致模型在这两种方法下估计完全失效. 与此同时, 我们可以发现本文

提出的 CTQAE 和 TQAE 仍然有效, 尤其在样本量 n = 500 时, 覆盖率接近于名义水平 95%, 这表明

了我们提出的方法在门限推断下的有效性.

从表 1–5 可以得出, 总体上 CTQAE 和 TQAE 具有相似的有限样本表现. 如从表 1, 我们发现条

件同方差模型 1–3 中, 有限样本下 CTQAE 具有更小的 Bias, TQAE 具有更小的 MSE (mean squared

error),但模型 2在 n = 500时 CTQAE具有更小的MSE.在条件异方差模型 4和 5中,样本量 n = 200

时, 可以看出 CTQAE 具有更小的 Bias 和 MSE, 而当样本量增大至 n = 500 时, CTQAE 和 TQAE

的 MSE 逐渐接近. 同时我们发现, 随着样本量的增大, 两种方法的 Bias 和 MSE 的差距逐渐变小, 尤

其当 n > 1,000 时 (为节约空间没有附上模拟结果). 此外, 从表 2 和 5 中可以得到两种方法下系数

的均方误差和门限变点估计的覆盖率和平均长度. 所提出的 CTQAE 和 TQAE 方法随着样本量的增

大, 估计和推断的差距逐渐变小. 由此可看出, 我们提出的两种估计方法的效率在不同的情形下是可

比的.

5 实证分析

股市收益率的自相关性是金融市场研究的热点问题,其对于股票价格预测和股市风险度量具有极

其重要的意义. 传统金融观点认为股票收益率之间不存在相关性, 故而金融市场不可预测. 文献 [31]

提出的有效市场假说被诸多学者批评. 因为这些学者通过实证研究发现了收益率的自相关性和可预测

性. 这可以使投资者系统获得超额收益. 随着统计学的发展, 很多研究方法被引入到金融系统中, 以期

更好地逼近和揭示真实金融系统的运行规律, 更深入描述股市收益率自相关性特征. 由于金融市场的

复杂性,尤其是非线性和异质性特征,在揭示金融系统运行规律时,应用最广泛的是门限模型. 文献 [5]

在均值回归框架下提出了 TAR 模型, 但该模型无法反应系统的异质性. 为了更加全面描述解释变量

在不同分位点处的异质影响,文献 [16]结合分位数自回归和自激励门限自回归模型 [14],提出了门限分

位数自回归模型, 推导了相关回归系数的渐近性质并提出了变点存在性检验的程序. 此后有较多学者

研究 TQAR模型并将其用于金融研究,提高了对金融数据的挖掘深度.例如,文献 [32]通过上证 A股

指数、不同市场特点以及投资者情绪探究收益率自相关性和可预测性; 文献 [33] 考虑两种类型的非线

性 (变点和分位数), 应用 TQAR 模型解释 Tobin 税对汇率波动的作用; 文献 [34] 提出一种基于资产

定价模型的门限分位数自回归模型, 该模型在广义自回归条件异方差的假设下, 检验超额股票收益与

“异常交易量”之间的关系.中国股市是世界上最大的新兴市场,本节使用所提出的 CTQAE和 TQAE

模型重新研究上证 A 股指数的自相关性.

图 1 给出上证综合指数日收益序列图. 由图 1 可以看出, 收益率序列具有非对称的异质性特征,

并且在一些时期波动较大, 如 2008–2009 年金融危机时期, 股市出现明显的大起大落.

5.1 数据选取与数据描述

本文选取 2005 年 1 月 4 日至 2014 年 12 月 31 日上证综合指数收盘价 2,427 个数据来研究中

国股市收益率的自相关性. 本文样本选取的逻辑在于: 第一, 上证综合指数覆盖面广、市场影响力

大, 能够充分刻画中国股票市场的动态变化; 第二, 时间跨度较长, 由于 2015 年是中国股市极为特殊
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图 1 上证综合指数 2005–2014 年收益率时间序列图

的一年, 国家调控金融市场, 为了减少该外生因素对股市的影响, 从而选取 2015 年前的 10 年数据;

第三, 相比月度和年度数据, 日度数据更能揭示中国股市波动的细节. 定义收益率为对数收益率, 即

yt = ln(Pt/Pt−1), 其中 Pt 为日收盘价. 数据来源于 Wind 数据库.

表 6 给出上证综合指数日收益率的描述统计. 通过表 6 相关统计量可以看出中国股市收益率序

列不服从正态分布, 且具有平稳、非对称及厚尾分布特征. 故而有理由相信文中所提出的模型可以很

好地拟合该数据.

5.2 模型的估计与检验

首先需要确定模型中的门限变量 yt−d、延迟参数 d 和滞后参数 p. 利用第 2.5 小节提出的方法,

我们可以得到 d = 1 且 p = 3 时 GAIC 统计量达到最小值. 因此, 考虑下面的模型:

yt =

β10 + β11yt−1 + β12yt−2 + β13yt−3, yt−1 6 u,

β20 + β21yt−1 + β22yt−2 + β23yt−3, yt−1 > u,
(5.1)

其中 t = 1, . . . , T , yt 表示在 t时刻的收益率, yt−2 和 yt−3 表示控制变量. 由于两个门限值的分位数回

归不显著, 所以仅考虑一个变点的门限分位数自回归模型. 在利用复合分位数门限自回归模型分析实

际数据时, 我们将遵循以下次序. 首先, 检测感兴趣的单个分位点上是否存在门限效应; 其次, 在单个

分位数变点存在的条件下, 检验变点在不同的分位数下是否相同; 最后, 结合多分位数信息, 利用提出

的 CTQAE 和 TQAE 方法进行估计.

首先, 根据文献 [16] 构建的 Ave-W 和 K-S AveW 统计量分别检验在单个分位点和整个分位区间

表 6 上证综合指数日收益率的描述统计

均值 中位数 标准差 偏度系数 J-B 检验 峰度 ADF PP

0.000 0.001 0.017 −0.328 3.631 1380.000*** −11.571*** −2492.800***

*** 表示检验结果在 1% 水平下显著, ADF: Augmented Dickey-Fuller, PP: Phillips-Perron.
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上变点的存在性. 考虑在 9个单独分位点 (τ = 0.1, 0.2, . . . , 0.9)、0.1–0.9整个分位数区间上是否存在门

限效应.变点搜索上下界为上证综合指数收益率第 10%和 90%分位数. 表 7报告了 TQAR模型参数

估计结果及门限效应检验统计量的 p 值. p 值结果表明, 上证综合指数收益率在单分位点都存在明显

的门限效应.利用 K-S AveW在 0.1–0.9整个分位数区间上检验的 p值为 0,表明上证综合指数收益率

在整个分位数区间上同样存在明显的门限效应. 我们可以发现, 变点估计值在区间 [0.1, 0.3]、[0.4, 0.6]

和 [0.7, 0.9] 上非常接近. 其次, 我们利用文献 [25] 中对不同分位数下是否存在常数门限效应提出基于

似然比检验, 可以得到 3 个分位区间, 即 Γ 分别为 [0.1, 0.3]、[0.4, 0.6] 和 [0.7, 0.9] 时都存在常数门限

效应.这表明在统计意义上, 在区间 Γ分别为 [0.1, 0.3]、[0.4, 0.6]和 [0.7, 0.9]时存在共同的变点. 最后,

在此条件下考虑变点的共同性, 利用复合分位数回归方法提高变点的估计精度.

上述选取的 [0.1, 0.3]、[0.4, 0.6] 和 [0.7, 0.9] 不同分位区间代表股市不同的状态, 其分别对应低迷

市场 (lower quantile, LQ)、温和市场 (middle quantile, MQ)和繁荣市场 (higher quantile, HQ).表 8报

告所提出的 TAR 模型和 TQAR 模型在 0.1、LAD (least absolute deviation) 和 0.9 分位数水平, 以及

CTQAE和 TQAE在 LQ、MQ和 HQ下的参数估计和区间估计.考虑到样本较小,我们通过自助法型

方法,给出回归系数和门限值的置信区间. 由表 8可知,考虑变点的共同性,本文所提出方法与 TQAR

模型相比, 参数估计的置信区间更短, 说明 CTQAE 和 TQAE 具有更高的估计精度.

模型设定为两阶段, 其中阶段 1: yt−1 6 u 表示前期收益 (低收益) 小于门限值, 阶段 2: yt−1 > u

表示前期收益 (高收益) 大于门限值. 表 8 报告了参数估计的结果. 表中仅报告了截距、一阶自回归系

数和门限估计量. 通过表 8 中 CTQAE 模型估计的系数可知, 中国股市存在明显的非线性和异质性特

征. 非线性特征具体表现在不同阶段收益率序列的自相关性差异较大. 对于阶段 1, 股票收益率存在

自相关性并随分位点的增加, 收益率序列由正相关转为负相关. 阶段 2 所得结论与阶段 1 相反. 异质

性特征具体表现在, 不同阶段不同分位点自相关性强度有所差异.对于阶段 1, 自相关程度随着分位点

增加而逐渐提高. 对阶段 2, 自相关性在 0.1 和 0.9 分位点处强于 0.5 分位点处. 可见在极端市场条

件下, 收益率具有更强的可预测性. 正自相关性表明价格对信息反应不足; 相反, 则表示反应过度. 市

场反应过度意味着投资者对信息过分关注, 产生过激反应. 反应不足意味着投资者对新信息持保守态

度, 这种心理偏差导致收益沿着原来的方向运动, 称为 “动量效应”. 反应过度表示对新信息所持态度

太过分乐观,容易产生非理性投资,使得收益发生反转,这种现象称为 “反转效应”.由表 8中模型回归

系数的估计结果可以看出, 门限值控制着 “反转效应” 与 “动量效应” 之间的转换. 在 2005–2014 年间,

中国股市两种效应具体表现在: 当市场处于低迷状态时, 投资者对新信息反应不足, 造成 “动量效应”

到 “反转效应” 的现象转变. 随着股市向繁荣过度, 投资者对市场普遍看好, 这种心理偏差造成 “反转

效应” 到 “惯性效应” 的转变. 中国股市表现出复杂的自相关特征, 投资者可以结合市场环境和门限效

表 7 单个分位数和整个分位数区间下门限分位数自回归模型 (TQAR) 参数估计及显著性检验

τ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

β̂10 −0.018 −0.010 −0.006 −0.003 0.000 0.001 0.006 0.008 0.016

β̂11 0.087 0.049 −0.083 −0.098 −0.094 −0.171 −0.144 −0.230 −0.244

β̂20 −0.005 −0.003 −0.006 −0.001 0.001 0.002 0.005 0.010 0.016

β̂21 −0.470 −0.215 −0.127 0.127 0.150 0.122 0.171 0.206 0.333

û 0.011 0.011 0.010 −0.004 −0.003 −0.004 0.003 0.003 0.003

Ave-W 检验 0.025 0.005 0.005 0.010 0.005 0.005 0.000 0.000 0.000

K-S AveW 检验 0.000
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应, 准确地把握市场自相关性特征、预测股市动向和理性投资.

6 结论

本文复合不同的分位数对门限分位数自回归模型中的变点估计问题提出两种新的估计方法: 门

限自回归分位数复合估计和门限分位数平均估计,并给出相应的渐近性质. 数值模拟和实证数据显示,

相比较于传统的 TAR 和 TQAR 方法, 本文所提出的 CTQAE 和 TQAE 具有更高的计算精度. 然而,

本文尚存在一些值得改进的地方. 例如, 可以研究门限分位数回归下面板分位数模型中的变点估计问

题. 另外, 本文是基于传统的先检验变点存在性、再估计变点的位置的方式去识别变点, 需要搜索所有

的变点可能存在的区间, 也可以尝试基于 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) 方

法同时检验变点存在性以及估计变点的位置 (参见文献 [35]). 这超出了本文的研究范围, 我们将在未

来开展相应研究.

致谢 作者非常感谢审稿人以及副主编提出的宝贵修改意见和建议, 这让文章的质量有了很大的提升.
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附录 A

首先引入一些记号. 令

Qn(η, u) =
1

n

n∑
t=p+1

qt(η, u), Q̄n(η, u) =
1

n

n∑
t=p+1

E{qt(η, u)},

其中

qt(η, u) =

K∑
k=1

[ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk} − ρτk{yt − x⊤

t (u
0)η0

τk
}].

另记

∆(η, u) =

K∑
k=1

{x⊤
t (u)ητk − x⊤

t (u
0)η0

τk
}.

推论 2 的证明类似于定理 3, 我们在文中省略.

定理 1 的证明 通过一些简单直接计算可以得到

E|qt(η, u)| 6 2E|∆(η, u)| 6 2E∥xt∥
K∑

k=1

(∥η1,τk∥+ ∥η2,τk∥) < +∞.

对任意固定 η 应用大样本定理有

Qn(η, u) = Q̄n(η, u) + op(1).
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为了建立参数估计量 θ̂ 的强一致性, 我们需要证明 F = {qt(η, u) : θ ∈ Θ} 满足 Glivenko 定理. 这里

记 ε0tτk = yt − x⊤
t (u

0)η0
τk
. 我们可以将 qt(η, u) 改写为

lt(η, u) = −
K∑

k=1

[ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk} − ρτk(ε

0
tτk

)]I(ut 6 u ∧ u0)

−
K∑

k=1

[ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk} − ρτk(ε

0
tτk

)]I(u < ut 6 u0)

−
K∑

k=1

[ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk} − ρτk(ε

0
tτk

)]I(u0 < ut 6 u)

−
K∑

k=1

[ρτk{yt − x⊤
t (u)ητk} − ρτk(ε

0
tτk

)]I(ut > u ∨ u0).

根据文献 [16] 的证明可得 F = {qt(η, u) : θ ∈ Θ} 满足 Glivenko 定理. 因此, 通过应用最大值理论和

文献 [36, 引理 B1] 可以得到

θ̂
p−→ θ0.

从而完成了定理 1 的证明.

定理 2 的证明 类似于文献 [25, 定理 2.3] 可以得到

n1/2(η̂ − η0) = Op(1)

和

n1−2a(ûCTQAE − u0) = Op(1),

则在参数的紧致集 Θ = {(η, u) : n1/2∥η − η0∥ 6 C, n1−2a|u− u0| 6 C} 上, 其中 C 是一个很大且固定

的正数, 我们可以得到

Dn(η
0 + n−1/2ω1, u

0 + n−1+2aω2) = D1n(ω1) + D̄2n(ω1, ω2), (A.1)

其中 ω1 = n1/2(η̂ − η0), ω2 = n1−2a(ûCTQAE − u0), D̄2n(ω1, ω2) = D2n(η
0 + n−1/2ω1, u

0 + n−1+2aω2).

类似于文献 [25], 对 D1n(ω1) 有

sup
∥ω1∥6C

∣∣∣∣D1n(ω1) + n−1/2ω⊤
1

K∑
k=1

n∑
t=p+1

xt(u
0)ψτk(ε

0
tτk

)− 1

2
ω⊤

1 Ω1(u
0)ω1

∣∣∣∣ = op(1), (A.2)

其中 C 是任意一个正常数,

Ω1(u
0) =

K∑
k=1

E[f{x⊤
t (u

0)η0
τk
}xt(u

0)x⊤
t (u

0)].

定义

Dn(η, u) = Qn(η, u)−Qn(η
0, u0),
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D1n(ω1) = Dn(η
0 + n−1/2ω1, u

0)−Qn(η
0, u0),

D2n(η, u) = Qn(η, u)−Qn(η, u
0).

类似于文献 [25], 对 D̄2T (ω1, ω2) 有

sup
∥ω1∥6C

|D̄2n(ω1, ω2)− D̄2n(0, ω2)| = op(1). (A.3)

结合 (A.1)–(A.3) 可得

Dn(η0 + n−1/2ω1, u0 + n−1+2aω2) = D̄1n(ω1) + D̄2n(0, ω2) + op(1)

在 ∥ω1∥ 6 C 和 ∥ω2∥ 6 C 时成立, 其中

D̄1n(ω1) = −n−1/2ω⊤
1

K∑
k=1

n∑
t=p+1

xt(u
0)ψτk(ε

0
tτk

) +
1

2
ω⊤

1 Ω1(u
0)ω1.

下面分别证明 (i) 和 (ii).

(i) 由于 D̄1n(ω1) 在 ω1 上是凸的, 由假设 (A5) 有

ω1 =
1√
n
Ω−1

1 (u0)
K∑

k=1

n∑
t=p+1

xt(u
0)ψτk(ε

0
tτk

) + op(1)
d−→ N(0,Σ(u0)), (A.4)

其中

Σ(u0) = Var

(
1√
n
Ω−1

1 (u0)

K∑
k=1

n∑
t=p+1

xt(u
0)ψτk(ε

0
tτk

)

)

= Ω−1
1 (u0)Var

(
1√
n

K∑
k=1

n∑
t=p+1

xt(u
0)ψτk(ε

0
tτk

)

)
Ω−1

1 (u0)

= Ω−1
1 (u0)Ω̃0(u

0)Ω−1
1 (u0),

其中

Ω̃0(u
0) =

K∑
k=1

K∑
k′=1

{min(τk, τk′)− τkτk′}E{xt(u
0)x⊤

t (u
0)},

Ω1(u
0) =

K∑
k=1

E[f{x⊤
t (u

0)η0
τk
}xt(u

0)x⊤
t (u

0)].

(ii) 通过一些简单直接的计算, 可得

D̄2n(0, ω2) =
K∑

k=1

n∑
t=p+1

[ρτk{ε0tτk + x⊤
t (u

0)η0
τk

− x⊤
t (u

0 + n−1+2aω2)η
0
τk
} − ρτk(ε

0
tτk

)]

=

K∑
k=1

n∑
t=p+1

[ρτk{ε0tτk +∆x⊤
t (ω2)η

0
τk
} − ρτk(ε

0
tτk

)].
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根据 Knight 等式 ρτ (u− v)− ρτ (u) = −vψτ (u) +
∫ v

0
{I(u 6 s)− I(u 6 0)}ds 有

D̄2n(0, ω2) =
K∑

k=1

n∑
t=p+1

ψτk(ε
0
tτk

)∆x⊤
t (ω2)δ

0
τk

+

K∑
k=1

n∑
t=p+1

∫ −∆x⊤
t (ω2)δ

0
τk

0

∆xt(ω2)[I(ε
0
tτk

6 s)− I(ε0tτk 6 0)]ds

=: D̄2n,1(ω2) + D̄2n,2(ω2), (A.5)

其中 δ0τk 定义为门限效应, 见假设 (A6).

对 D̄2n,1(ω2), 参照文献 [26, 引理 A.11], 有

D̄2n,1(ω2) ⇒ B(ω2), (A.6)

其中 B(ω2) 为 Brown 运动, 其方差为

E[B(1)2]

=

n∑
t=p+1

n−2a
K∑

k=1

K∑
k′=1

{min(τk, τk′)− τkτk′}ν⊤τkE[xtx
⊤
t {I(ut 6 u0 + n−1+2aω2)− I(ut 6 u0)}]ντk′

=
n∑

t=p+1

n−1
K∑

k=1

K∑
k′=1

{min(τk, τk′)− τkτk′}ν⊤τkg(u
0)E(xtx

⊤
t | ut = u0)ντk′

−→
K∑

k=1

K∑
k′=1

{min(τk, τk′)− τkτk′}ν⊤τkg(u
0)E(xtx

⊤
t | ut = u0)ντk′ ,

其中 g(·) 是门限变量 ut 的概率密度函数.

对 D̄2n,2(ω2), 参见文献 [26, 引理 A.10] 中证明过程及条件 (A6) 有

D̄2n,2(ω2) =

K∑
k=1

n∑
t=p+1

∫ −∆x⊤
t (ω2)δ

0
τk

0

[F{x⊤
t (u

0)η0
τk

− s∆x⊤
t (ω2)δ

0
τk
} − F{x⊤

t (u
0)η0

τk
}]ds+ op(1)

=
1

2

K∑
k=1

n∑
t=p+1

f{x⊤
t (u

0)η0
τk
}δ0⊤τk ∆xt(ω2)∆x⊤

t (ω2)δ
0
τk

+ op(1)

=
1

2

K∑
k=1

n∑
t=p+1

f{x⊤
t (u

0)η0
τk
}δ0⊤τk xtx

⊤
t δ

0
τk
{I(ut 6 u0 + n−1+2aω2)− I(ut 6 u0)}2 + op(1)

=
1

2

K∑
k=1

n∑
t=p+1

n−1f{x⊤
t (u

0)η0
τk
}ν⊤τkxtx

⊤
t ντkg(u

0)|ω2|+ op(1)

−→ 1

2
µ|ω2|, (A.7)

其中

µ =
K∑

k=1

ν⊤τkE{f(x
⊤
t (u

0)η0
τk
)xtx

⊤
t }ντkg(u0).

结合 (A.5)–(A.7), 有

D̄2n(0, ω2) ⇒
1

2
µ|ω2| −

√
λB(ω2).
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通过连续映射定理, 对变量 ω2 = (λ/µ2)r 进行映射, 有

ω2 −→ argmax
−∞<ω2<∞

{
− 1

2
µ|ω2|+

√
λB(ω2)

}
=

λ

µ2
argmax
−∞<r<∞

{
− 1

2
µ

∣∣∣∣ λµ2
r

∣∣∣∣+√
λB

(
λ

µ2
r

)}
=

λ

µ2
argmax
−∞<r<∞

{
B(r)− 1

2
|r|

}
. (A.8)

至此完成了定理 2 的证明.

定理 3 的证明 由定义 ω1 = n1/2(η̂ − η0) 和 ω2 = n1−2a(ûCTQAE − u0), 有

LRn(u
0) = D̄2n(ω1, 0)− D̄2n(ω1, ω2). (A.9)

根据定理 2 和文献 [25], 通过映射变量 R = (λ/µ2)r 有

LRn(u
0) = −D̄2n(0, ω2) + op(1)

−→ sup
R

{
− 1

2
µ|R|+

√
λB(R)

}
= sup

r

{
− 1

2
µ

∣∣∣∣ λµ2
r

∣∣∣∣+√
λB

(
λ

µ2
r

)}
=

λ

2µ
sup
r
{2B(r)− |r|}.

至此完成了定理 3 的证明.

定理 4 的证明 先令 ω1nτk = n1/2(η̂τk −η0
τk
)和 ω2nτk = n1−2a(ûτk − u0τk), 类似于定理 2的证明

中的 (A.7), 在固定分位数水平 τk 下有

D̄2nτk,2(ω2τk) =
n∑

t=p+1

∫ −∆x⊤
t (ω2)δ

0
τk

0

[F{x⊤
t (u

0
τk
)η0

τk
− s∆x⊤

t (ω2)δ
0
τk
} − F{x⊤

t (u
0
τk
)η0

τk
}]ds+ op(1)

=
1

2

n∑
t=p+1

n−1f{x⊤
t (u

0
τk
)η0

τk
}ν⊤τkxtx

⊤
t ντkg(u

0
τk
)|ω2τk |+ op(1)

−→ 1

2
µτk |ω2τk |,

其中

µτk =
K∑

k=1

ν⊤τkE{f(x
⊤
t (u

0
τk
)η0

τk
)xtx

⊤
t }ντkg(u0τk).

由此可得

D̄2nτk(0, ω2τk) ⇒
1

2
µτk |ω2τk | −

√
λτkB(ω2τk).

因此, 通过连续映射定理和变量替换及假设 (A7), 有

n1−2a(ûTQAE − u0)
d−→ ζ argmax

−∞<r<∞

{
B(r)− 1

2
|r|

}
.

定理 4 证明完毕.
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Combined change point estimation in threshold quantile
autoregressive models

Liwen Zhang, Dongpo Cheng, Wenjun Xue & Tinggan Yang

Abstract The financial market is a typical complex system, and we can find its expressions in the complexity
of nonlinearity and heterogeneity of the market. In order to mine for more meaningful information, the threshold
quantile autoregressive model regarded as an effective method has become very popular in econometrics and
statistics. We propose two new methods for estimating the change point, which are the composite quantile
regression estimator and the quantile average estimator. By combining quantile regression over multiple quantiles,
these proposed methods improve estimation accuracy and efficiency of change points under the assumption of
constant thresholds. In some actual data analysis, we find that the change points in the threshold quantile
autoregressive model are very close on different quantile levels. Due to the commonality of the change points,
we first obtain a more efficient change point estimator by minimizing the combined quantile objective function
across different quantiles. We further derive the asymptotic properties and build the confidence interval based
on likelihood ratio and bootstrap methods of the composite change point estimator. Second, we propose an
alternative estimator that is the quantile average estimator by averaging the quantile-specific slope estimators
involved in the estimation procedure at different quantiles. In general, the results of numerical simulation show
that the proposed methods have higher estimation efficiency compared with the traditional ordinary least squares
estimator and the quantile threshold estimator under limited sample conditions. Finally, we analyze the empirical
application performance of the proposed method with the A-share index of Shanghai Stock Exchange from 2005
to 2014.

Keywords efficiency, change points, threshold quantile autoregression, composite quantile, quantile average
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