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摘要 希尔伯特 (Hilbert)第 15问题要求,为舒伯特 (Schubert)计数演算法建立严格基础. 其中,长期

悬而未解的部分是舒伯特特征数问题.在构建代数几何学的工作中,范 ·德 ·瓦尔登 (van der Waerden)

和韦伊 (Weil) 将经典的舒伯特演算归结于决定旗流形相交理论的问题. 本文介绍第 15 问题的背景、

内容以及解答历程. 本文的重点是计算特征数的统一公式 (定理 5.1) 以及解答韦伊问题的系统表述

(定理 5.2). 本文通过应用示例 5.1 和 5.2, 说明该公式和算法的有效性.

关键词 希尔伯特第 15 问题 舒伯特演算 相交 (同调) 理论 舒伯特簇 李群

MSC (2020) 主题分类 14M15, 55T10

1 引言

1900 年, 在巴黎召开的第二届国际数学家大会上, 希尔伯特 (Hilbert) 在题为《数学问题》的著名

讲演中, 提出了 23 个公开问题 [1]. 其中的第 15 问题专注于 19 世纪的计数几何与相交理论, 题目是

“为舒伯特计数演算法建立严格基础”.

第 15 问题是当代数学中一个影响深远的问题, 它推动了 19 世纪的计数几何与相交理论, 成长为

20世纪数学大师范 ·德 ·瓦尔登 (van der Waerden)和韦伊 (Weil) [2–5] 所建立的代数几何学,并使得舒

伯特 (Schubert) 演算深度融入微分几何学、代数拓扑学、李 (Lie) 群表示论等领域. 然而, 在第 15 问

题的早期研究中, 寻找舒伯特演算的有效演算法则这一部分, 长期悬而未解. 具体表现于舒伯特特征

数问题 [6–8] 以及旗流形相交理论的韦伊问题 (参见文献 [4, 公开问题, 第 331 页]). 这两个问题被同行

称为舒伯特演算的 “主要焦点” 和 “根本性问题” [9, 10].

我们在系列工作 [11–16] 中, 相继解决了特征数问题与韦伊问题. 据此, 我们已在文献 [17–20] 中

宣布, 希尔伯特第 15 问题已获解答 (参见文献 [9, 21]). 本文介绍第 15 问题的背景、解答历程及其在
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当代数学中的作用, 重点介绍作者对于舒伯特演算核心算法的系统表述 (定理 5.1 和 5.2) 以及应用示

例 5.1 和 5.2.

本文余下内容结构如下: 第 2 节简要介绍相交理论. 第 3 节介绍希尔伯特第 15 问题及背景. 第 4

节回顾早期研究工作, 包括舒伯特演算的基底定理与特征数问题. 第 5 节介绍特征数问题与韦伊问题

的解答. 最后第 6 节是本文的总结.

2 相交理论简介

公元前 2世纪,希腊几何学家阿波罗尼斯 (Apollonius,公元前 262–190年)在《相切》(Tangencies)

一文中证明了下述结果.

定理 2.1 对于平面中处于一般位置的 3 个圆, 恰有 8 个圆与它们相切.

这个定理的最初证明被遗失, 后人从帕普斯 (Pappus) 公元 4 世纪的一篇记述中得知这个结果.

到了文艺复兴时期, 许多几何学家致力于给出该定理的证明, 其中 Adriaan van Roomen、Joseph Diaz

Gergonne 和牛顿 (Newton) 取得了成功.

笛卡尔 (Descartes)空间坐标系的发现,使得几何学家们 (如 Maclaurin、Euler和 Bezout等)有可

能利用多项式方程组来记录空间中满足特定几何条件的几何对象. 于是, 许多计数几何问题有了如下

表述.

问题 2.1 (代数学基本问题) 给定复数域上的一个多项式方程组
f1(x1, . . . , xn) = 0,

...

fn(x1, . . . , xn) = 0,

其中自变量的个数等于方程的个数, 它有多少 (包括重数) 个解?

问题 2.1 是代数学的一个基本问题. 例如, 在 n = 1 这个特殊情形, 高斯 (Gauss) 在 1820 年证明

了, 对于复数域上的一个 n 次多项式 f(x), 方程 f(x) = 0 恰有 n 个解. 这个结论被后人命名为代数学

基本定理.

设 gi 是多项式 fi(x1, . . . , xn) 的齐次化, 我们获得 n 维复射影空间 M = CPn 中的一张超曲面

Ni := g−1
i (0). 一般而言,复射影空间上一个齐次多项式方程组零点的集合称为一个射影代数簇. 于是,

对问题 2.1 的研究刺激了相交理论的诞生. 图 1 给出了相交理论的示意图.

图 1 (网络版彩图) 相交理论图示
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问题 2.2 (相交理论的基本问题) 已知光滑复射影代数簇 M 中处于一般位置的 k 个子代数簇

Ni (1 6 i 6 k) 满足维数条件 (k − 1) · dimM = dimN1 + · · ·+ dimNk, 求它们在 M 中交点的个数.

在研究问题 2.2 的过程中, 莱夫舍茨 (Lefschetz) [22] 建立了胞腔复形的同调理论, 并为问题 2.2 的

解答提供了一个简洁公式. 沿用前面的记号, 用 [Ni] ∈ H∗(M) 表示子簇 Ni ⊂ M 的基本类, 并用符号

αi 表示它的庞加莱对偶 (Poincaré dual).

问题 2.3 (同调论的基本问题) 已知光滑复射影代数簇 M 中处于一般位置的 k 个子代数簇 Ni

(1 6 i 6 k) 满足维数条件 (k − 1) · dimM = dimN1 + · · ·+ dimNk, 求 Kronecker 赋值:

⟨α1 ∪ · · · ∪ αk, [M ]⟩ =?

其中 ∪ 表示上同调中的乘积运算.

通过问题 2.1–2.3, 本节概要回顾了历史上解答计数几何问题的三个不同方案以及它们之间一脉

相承的关系. 一个自然的问题是, 哪种方案更具有有效可算性? 其中的 “有效可算性”, 不仅是计数几

何学的核心要求, 也是驱使相交理论在 20 世纪蓬勃发展的原始动力.

3 希尔伯特第 15 问题及背景

舒伯特于 1870 年在德国哈勒大学 (The University of Halle) 获得博士学位. 他的博士学位论文

《特征数理论》[6] 的主题是计数几何学. 此前, 他已发表过相关文章, 证明了空间中与 4 个处于一般位

置的球面相切的球面有 16 个, 是阿波罗尼斯定理在空间情形的直接推广.

1879 年, 舒伯特出版了 19 世纪相交理论的巅峰之作《计数几何演算》[8]. 在该书中, 他发展了

Chasles 关于圆锥曲线的工作 [23], 并通过一系列示例, 展示了计数几何学的魅力. 例如:

例 3.1 给定空间中 8 张一般位置的二次曲面, 恰有 4,407,296 条圆锥曲线与它们相切.

例 3.2 给定空间中 9 张一般位置的二次曲面, 恰有 666,841,088 张二次曲面与它们相切.

例 3.3 给定空间中 12 张一般位置的二次曲面, 恰有 5,819,539,783,680 条三次立体曲线与它们

相切.

其中, 例 3.3 解答了 Zeuthen 关于立体空间曲线的特征数问题, 让他荣获丹麦皇家科学院金奖.

另一方面, 舒伯特在他的工作中, 广泛使用了庞斯列 (Poncelet) 的 “连续性原理” 1). 由于该原理

曾经受到柯西 (Cauchy) 的反对 2), 舒伯特在 1874 年将该原理更名为 “特殊位置原理 (the principle of

special position)”, 两年后又更名为 “数的守恒原理 (the principle of conservation of numbers)”, 但仍然

受到 Study 和 Kohn 的非议 [24]. 尤其是, 根据范 ·德 ·瓦尔登 [25] 的记述, 舒伯特的论证如此概略, 以

至于 “没有给出相交数的定义, 没有办法找到它, 也没有办法计算它”.

希尔伯特在第 15问题 [1] 中要求为舒伯特计数演算法建立严格基础. 他同时肯定了舒伯特的方法

在实施代数消元法之前就能预测到多项式方程组解的数目的优势, 参见本文结尾所引述的中译文.

1) 庞斯列 (Jean-Victor Poncelet, 1788–1867, 法国力学家、数学家、工程师) 于 1811 年毕业于巴黎理工大学, 作为工程
兵上尉参加了拿破仑侵俄战争, 被认为阵亡而遗弃在克拉斯诺耶战场, 被俘后囚禁于西伯利亚 Saratow 战俘营. 庞斯列
通过研究几何学, 度过战俘营中的岁月. 他仅靠大学期间蒙日 (Monge) 所教授的画法几何学的基础, 在对 17 世纪平面
射影几何一无所知的情形下, 独立发现并建立了高维射影几何学的系统理论. 他提出并研究了图形经过中心射影的不
变性质; 引入了 “交比” 的概念和 “无穷远” 元素; 建立了二次曲线和曲面的配极理论, 由此得到对偶原理. 此外, 他还
研究了图形在一定范围内连续变动时所保持的性质, 提出了 “连续性原理 (the principle of continuity)”, 对于 19 世纪相
交理论的发展产生了深刻影响.

2) 庞斯列战俘营期间的工作被整理为《论图形的射影性质, 1816》一文, 是近代射影几何以及相交理论的奠基性工作.
柯西对于庞斯列参加法国大革命的经历十分不满, 以文章会导致 “严重错误” 为由, 拒绝发表该文.
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4 早期研究工作 (1900–1960) 回顾: 舒伯特演算的基底定理与特征数问题

澄清舒伯特演算是 20 世纪代数几何学的重要主题

—Springer 数学百科全书: 舒伯特演算 [26]

范 ·德 ·瓦尔登首度发现,舒伯特演算应是某类射影类流形中代数簇相交数的计算,因此可以通过

上同调环中的乘法运算来实施 (参见问题 2.2 和 2.3). 埃里斯曼 (Ehresmann)、切瓦利 (Chevalley) 和

盖尔芳德 (Gel’fand)等的工作进一步阐明,旗流形中的 “舒伯特簇”是舒伯特演算所实施的对象.与此

同时, 范 ·德 ·瓦尔登和韦伊相继完成了代数簇相交数的严格定义, 使得舒伯特 “特征数问题” 得以清

晰表述. 本节按照历史发展的脉络, 对于第 15 问题的这些先驱性研究工作, 进行概要回顾.

为阐释舒伯特演算的核心部分, 我们引用原著 [8, 第 95 页] 中关于空间圆锥截线的一个计数表格

(见表 1), 其中, 符号 ρ、µ 和 ν 依次表示空间中通过一个定点、相交于一条定直线、相切于一张定平

面的圆锥截线所构成的三个代数簇. 舒伯特将表 1中的等式称为 “特征数方程”,而早期的研究者也称

它们为 “舒伯特符号方程”. 舒伯特在他的工作 [6–8] 中多次强调, 特征数问题是计数几何学的主要理

论问题 [27]. 自然地, 澄清 “特征数问题” 的严格表述, 是历史上解答第 15 问题的首要任务.

4.1 意大利学派 (The Italian School)

以恩里克斯 (Enriques) 和塞韦里 (Severi) 为代表的意大利学派, 是首先研究第 15 问题的数学团

体, 其代表性著作是塞韦里的《(特征) 数的守恒原理》[28] 和《计数几何基础与特征数理论》[29]. 根据

范 ·德 ·瓦尔登 [2] 的评述, “他们建立了令人钦佩的结构, 但逻辑基础不稳定, 概念定义不明确, 证据也

欠充分”.

4.2 哥廷根学派 (The Gottingen School)

在诺特 (E. Noether) 的指导下, 范 ·德 ·瓦尔登于 1930 年发表了论文《计数几何演算的拓扑基

础》[3], 首度揭开了舒伯特演算的神秘面纱. 他利用莱夫舍茨在 1926 年刚刚建立的胞腔同调理论 [22],

将舒伯特演算归结于射影类流形中代数簇相交数的计算 (参见问题 2.2 和 2.3). 他在那篇论文中敏锐

地指出:

(a) 每个舒伯特符号方程应是某个射影类流形同调群中的一个关系式;

(b) 解答特征数问题的前提是确定该射影流形同调群的一个标准加法基底;

表 1 空间圆锥截线的特征数方程

µ3ν5 = 1 µ2ν6 = 8 µν7 = 34 ν8 = 92

µ3ν4ρ = 2 µ2ν5ρ = 14 µν6ρ = 52 ν7ρ = 116

µ3ν3ρ2 = 4 µ2ν4ρ2 = 24 µν5ρ2 = 76 ν6ρ2 = 128

µ3ν2ρ3 = 4 µ2ν3ρ3 = 24 µν4ρ3 = 72 ν5ρ3 = 104

µ3νρ4 = 2 µ2ν2ρ4 = 16 µν3ρ4 = 48 ν4ρ4 = 64

µ3ρ5 = 1 µ2νρ5 = 8 µν2ρ5 = 24 ν3ρ5 = 32

µ2ρ6 = 4 µνρ6 = 12 ν2ρ6 = 16

µρ7 = 6 νρ7 = 8

ρ8 = 4
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(c) 所有计数问题的共同目标是计算相关射影类流形中代数簇的相交数.

这些观点成功地引领了第 15问题的后续研究 [5, 24,30] 3). 尤其是,他在此文中多次提到,他期盼着应用

同调论的方法 (参见问题 2.3), 来解答舒伯特特征数问题 (参见文献 [3, 第 8 节]).

4.3 布尔巴基学派 (The Bourbaki School)

受到嘉当 (E. Cartan) 的影响, 布尔巴基学派的主要成员几乎都是李群的专家, 他们在《数学原

理》中用了很长的篇幅介绍李群. 设 G 是一个紧致连通李群, P ⊂ G 是一个抛物子群. 通过 G 到它

的李代数的伴随表示, 齐性空间 G/P 得以实现为一个光滑复射影代数簇, 称为李群 G 的一个旗流形.

接下来, 我们依从文献 [31], 用 W (G) 表示李群 G 的外尔群 (Weyl group), 并用 W (G;P ) 表示子群

W (P ) ⊂ W (G) 的左陪集 W (G)/W (P ).

埃里斯曼 (Ehresmann, 1934) [30] 发现, 舒伯特演算所涉及的射影类流形, 本质上是嘉当刚刚完成

分类工作的旗流形; 对于复格拉斯曼类流形 Gn,k(C) = U(n)/U(k) × U(n − k) 这个特殊情形, 经典的

舒伯特符号恰好是同调群 H∗(Gn,k(C)) 的一个加法基底, 其中的记号 U(n) 表示 n 阶酉群.

随着研究的深入, 早期文献中较为含糊的术语 “舒伯特符号”, 逐步被 “舒伯特胞腔” 或 “舒伯特

簇” 这类严谨的几何概念所替代. 特别地, 博雷尔 (Borel, 1953) [32]、切瓦利 (Chevalley, 1958) [33]、科斯

坦特 (Kostant, 1963) 和伯恩斯坦等 (Bernstein, Gel’fand, Gel’fand, 1973) [31] 相继证明了, 每个旗流形

G/P 具有一个经典的胞腔分解:

G/P =
∪

w∈W (P,G)

Xw, dimXw = 2l(w), (4.1)

其中 Xw 是元素 w ∈ W (P,G) 所决定的舒伯特胞腔 (簇), l : W (G;P ) → Z 是长度函数 [31]. 由于分解

式 (4.1) 中只涉及偶数维胞腔, 全体舒伯特胞腔 (簇) 的基本类 {[Xw] ∈ H∗(G/P ) | w ∈ W (P,G)} 构
成了整系数同调群 H∗(G/P ) 的一个加法基底. 下面用记号 sw ∈ H∗(G/P ) 表示舒伯特胞腔 Xw 在上

同调中的 Kronecker 对偶, 称为舒伯特胞腔 Xw 所决定的舒伯特类 (Schubert class). 则根据胞腔分解

(4.1), 即可得到 “舒伯特演算的基底定理 (the basis theorem of Schubert calculus)”.

定理 4.1 (舒伯特演算的基底定理 [31, 33]) 对于每个旗流形 G/P , 它的全部舒伯特类所构成的集

合 {sw | w ∈ W (G;P )} 是上同调群 H∗(G/P ) 的一个加法基底.

定理 4.1 的一个直接推论是, 旗流形 G/P 中的任意一个舒伯特类的单项式 sw1 · · · swk
可以唯一

地表示为舒伯特基底元素的整系数线性组合:

sw1 · · · swk
=

∑
l(w)=l(w1)+···+l(wk), w∈W (P,G)

aww1,...,wk
· sw, (4.2)

其中系数 aww1,...,wk
∈ Z正是舒伯特意义下的特征数,而 (4.2)则是舒伯特符号方程的一般形式. 至此,舒

伯特早年所关切的 “特征数问题 (the problem of characteristics)” [6–8], 得到了如下简洁且严格的表述:

问题 4.1 (特征数问题) 对于旗流形 G/P 的每个舒伯特类的单项式 sw1 · · · swk
, 求出所有特征

数 aww1,...,wk
的值.

在许多文献中, 特征数问题被称为几何、代数、拓扑学和表示论的基本问题, 原因在于特征数

aww1,...,wk
的多重意义. 它们是:

(a) 解答计数几何问题的基础数据 [8];

3) 在 1924–1932年间,范 ·德 ·瓦尔登与希尔伯特同在哥廷根大学,被称为希尔伯特的传承人 (参见文献 [5,第 265页]).
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(b) 第 15 问题中所指多项式方程组解的个数 [1];

(c) 刻画旗流形 G/P 中舒伯特胞腔构造的结构常数 [9];

(d) 李群表示论中的 Littlewood-Richardson 系数 [34].

韦伊是布尔巴基学派的灵魂, 他两度引领法国数学走出世界大战的阴影. 1946 年, 他完成了舒伯

特演算所亟需的 “代数簇相交数” 的准确定义, 出版了里程碑式的数学名著《代数几何基础》[4]. 随后,

韦伊又根据切瓦利在 1958 年所发现的基底定理 (定理 4.1), 再版了他的著作, 在其中将经典的舒伯特

演算等价于 “决定所有旗流形 G/P 的上同调环” 的问题 (参见文献 [4, 公开问题, 第 331 页]). 我们在

文献 [18, 定理 3.5] 中证明了如下定理:

定理 4.2 对于所有旗流形 G/P , 韦依问题等价于特征数问题.

4.4 华人数学家的贡献

伴随着舒伯特演算研究工作的深入, 华人数学家们取得了杰出成就. 1946 年, 陈省身 [35] 从复格

拉斯曼流形 Gn,k(C) 上典型丛的曲率形式 Ω 出发, 获得了特殊舒伯特类 (special Schubert class) ci 在

德 ·拉姆 (De Rham) 上同调中的显性表达式:

det

(
I +

√
−1

2π
Ω

)
= 1 + c1 + · · ·+ ck. (4.3)

这个表达式被誉为陈形式 (Chern forms) 和陈示性类 (Chern classes), 是当代微分几何学的一个基本

工具.

1950年,吴文俊 [36] 确定了斯滕罗德 (Steenrod)平方运算 Sqk 在实格拉斯曼流形 Gn,k(R)中的特
殊舒伯特类 wm 上的作用, 获得了著名的吴公式 (Wu-formula):

Sqk(wm) = wmwk +

(
k −m

1

)
wk−1wm+1 + · · ·+

(
k −m

k

)
w0wm+k, (4.4)

是流形拓扑学的一个基本关系式.

周炜良师从于范 ·德 ·瓦尔登,参与了代数几何学的奠基工作.他在 1958年,对于射影代数簇建立

了以他的姓氏命名的周环 (Chow ring) [37], 是当代相交理论的一个基础性平台.

5 特征数问题与韦伊问题的解答

特征数问题是计数几何学的主要理论问题

—舒伯特 1870 年 [6–8,27]

经典的舒伯特演算, 等价于决定旗流形的相交同调环

—韦伊 1962 年 [4, 第 331 页]

贝克 (Baker, 1936) [38] 和马宁 (Manin, 1968) [39] 指出, 圆满解决第 15 问题, 需要完成两项工作:

(1) 决定舒伯特演算的对象;

(2) 决定舒伯特演算的法则.

我们在前一节中回顾到: 舒伯特演算的对象是 “舒伯特符号”或 “舒伯特簇”,早在 20世纪 50年代,它

们的几何构造已由埃里斯曼、博雷尔和切瓦利等所确定. 本节通过特征数问题和韦伊问题的解答, 为

舒伯特演算建立有效演算法则.
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5.1 困难与希望

我们考察解答特征数问题所遇到的主要困难. 嘉当的李群分类定理告诉我们:

(a) 所有单李群由三组典型群 SU(n)、Sp(n) 和 Spin(n) 以及 5 个例外群 G2、F4、E6、E7 和 E8

构成;

(b) 每个秩为 n 的单李群 G 恰有 2n − 1 个抛物子群 P ;

(c) 每个旗流形 G/P 的舒伯特簇个数等于欧拉示性数 χ(G/P ).

从而, 对于李群 G 及其抛物子群 P 的各种不同取法, 会产生许许多多的旗流形 G/P , 它们的几何与

拓扑性质截然不同. 进一步, 作为舒伯特簇的个数, 欧拉示性数 χ(G/P ) 十分庞大. 作为例子, 我们在

表 2 的第二行中, 对于 G 是例外李群而 P 是 G 中极大环面群 T 的情形, 给出欧拉示性数 χ(G/T ) 的

值. 总之, 对于旗流形, 分情形解答特征数问题的设想, 根本无法实施 4).

另一方面, 根据嘉当的李群分类定理可知, 所有单连通李群被它们的嘉当矩阵 (Cartan matrix)所

唯一决定. 作为例子, 下面列出所有例外李群的嘉当矩阵:

G2 :

 2 −1

−3 2

 , F4 :


2 −1 0 0

−1 2 −2 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 2

 , E6 :



2 0 −1 0 0 0

0 2 0 −1 0 0

−1 0 2 −1 0 0

0 −1 −1 2 −1 0

0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 −1 2


,

E7 :



2 0 −1 0 0 0 0

0 2 0 −1 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0

0 −1 −1 2 −1 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 0 −1 2


, E8 :



2 0 −1 0 0 0 0 0

0 2 0 −1 0 0 0 0

−1 0 2 −1 0 0 0 0

0 −1 −1 2 −1 0 0 0

0 0 0 −1 2 −1 0 0

0 0 0 0 −1 2 −1 0

0 0 0 0 0 −1 2 −1

0 0 0 0 0 0 −1 2



.

换言之,嘉当矩阵应该是决定李群以及旗流形的全部拓扑和几何特征的 “宇宙常数”. 一个自然的期望

是,能否仅从李群 G的嘉当矩阵出发,对于每个旗流形 G/P ,得到特征数问题与韦伊问题的统一解答?

我们在系列工作 [11–16] 中, 实现了这个设想, 其中的算法流程如下:

表 2 例外李群 G 的完全旗流形 G/T 中舒伯特胞腔的个数

G G2 F4 E6 E7 E8

χ(G/T ) 12 1,152 27 · 34 · 5 210 · 34 · 5 · 7 214 · 35 · 52 · 7

4) 历史上, 仅对于复格拉斯曼流形 Gn,k(C) 这类特殊的旗流形而言, 特征数由著名的 Littlewood-Richardson 组合法则
给出, 它远非一个能够实施有效计算的公式 [34].
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李群 G 的嘉当矩阵 ⇒ 旗流形 G/P 的特征数 ⇒ 旗流形 G/P 的上同调环.

5.2 从嘉当矩阵到特征数

设 G 是一个单李群, P ⊂ G 是一个抛物子群. 本小节从李群 G 的嘉当矩阵 C = (cij)n×n 出发,

构造计算旗流形 G/P 的所有特征数的统一公式.

设 Rn 是以 {ω1, . . . , ωn} 为基底的 n 维实向量空间. 依据李群 G 的嘉当矩阵 C, 定义 Rn 的 n 个

自同构 σi ∈ Aut(Rn) (1 6 i 6 n) 如下:

σi(ωk) =

ωk, 当 i ̸= k 时,

ωk − (ck,1ω1 + ck,2ω2 + · · ·+ ck,nωn), 当 i = k 时.

我们在文献 [17] 中证明了下述结论.

引理 5.1 元素 σi 所生成的自同构群 Aut(Rn) 的子群恰好是李群 G 的外尔群 W (G).

根据此引理可知, 外尔群 W (G) 中的任意一个元素 w 具有最短分解

w = σi1 ◦ σi2 ◦ · · · ◦ σim , 1 6 i1, i2, . . . , im 6 n, (5.1)

其中整数 m 称为 w 的长度, 记为 l(w).

定义 5.1 设元素 w ∈ W (G) 具有最短分解 (5.1). 如下规定的上三角矩阵 Aw = (as,t)m×m 称为

w 的一个结构矩阵:

as,t =

0, 当 s > t 时,

−cis,it , 当 s < t 时,

其中 cis,it 是嘉当矩阵 C 中 (is, it) 位置的元素.

例 5.1 第一个例外李群 G2 的嘉当矩阵是

C =

 2 −1

−3 2

 .

依照引理 5.1, 可得它的外尔群 W (G2) 的两个生成元 σ1, σ2 ∈ Aut(R2).

对于 W (G2) 中长度为 4 的两个元素 u = σ1 ◦ σ2 ◦ σ1 ◦ σ2 和 v = σ2 ◦ σ1 ◦ σ2 ◦ σ1, 根据定义 5.1 可

知, 它们的结构矩阵依次是

Au =


0 1 −2 1

0 0 3 −2

0 0 0 1

0 0 0 0

 , Av =


0 3 −2 3

0 0 1 −2

0 0 0 3

0 0 0 0

 .

在由自变量 x1, . . . , xm 所生成的整系数多项式环 Z[x1, . . . , xm] 中, 所有 m 次齐次多项式组成一

个自由交换群 Z[x1, . . . , xm](m). 它有一个天然的加法基底 {xr1
1 · · ·xrm

m | r1 + · · ·+ rm = m}.
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定义 5.2 已知一个 m×m 阶上三角矩阵 A = (ai,j), 定义整值线性映射

TA : Z[x1, . . . , xm](m) → Z

如下: 它在基底元素 xr1
1 · · ·xrm

m 上的取值是

TA(x
r1
1 · · ·xrm

m ) = 0, 如果 rm = 0,

TA(x
r1
1 · · ·xrm

m ) = TA′(xr1
1 · · ·xrm−1

m−1 (a1,mx1 + · · ·+ am−1,mxm−1)
rm−1), 如果 rm > 0,

其中 A′ 是从 A中删除第 m行和第 m列所得的 m− 1阶上三角矩阵. 映射 TA 称为上三角矩阵 A所

决定的三角算子 (the triangular operator associated to A).

至此, 从李群 G 的嘉当矩阵 C 出发, 我们依次构造了:

(i) 李群 G 的外尔群 W (G);

(ii) 一组与 G 的外尔群中元素相伴的上三角矩阵 {Aw | w ∈ W (G)};
(iii) 一组整值线性映射 {TAw : Z[x1, . . . , xm](m) → Z}, 其中 w ∈ W (G), m = l(w).

它们将成为下述特征数公式 (5.2) 的三个要素.

接下来, 设 P 是 G 的一个抛物子群, 它的外尔群是 W (P ). 根据伯恩斯坦等 [31] 的工作, 利用长

度函数 l : W (G) → Z, 可将陪集 W (P,G) 实现为 W (G) 的如下子集:

W (P,G) = {w ∈ W (G) | l(w) 6 l(ww′), w′ ∈ W (P )}.

对于元素 w ∈ W (P,G) 的一个最短分解 (5.1) 以及一个子列 I = {j1, . . . , jt} ⊆ {1, . . . ,m}, 令

σI := σij1
◦ · · · ◦ σijt

∈ W, xI := xj1 · · ·xjt ∈ Z[x1, . . . , xm],

并令 |I| := t. 我们在文章 “论舒伯特特征数问题” [17] 中, 推广了 “舒伯特簇的乘法法则” [12, 13] 中的主

要结果, 得到了下述公式:

定理 5.1 对于旗流形 G/P 的任意一个舒伯特类的单项式 sw1 · · · swk
, 特征数 aww1,...,wk

的计算

公式是

aww1,...,wk
= TAw

( k∏
i=1

( ∑
σI=wi,I⊆{1,...,m},|I|=l(wi)

xI

))
, (5.2)

其中 Aw 是 w 的最短分解 (5.1) 的结构矩阵, l(w) = l(w1) + · · ·+ l(wk).

公式 (5.2) 具有如下特点: 它将特征数 aww1,...,wk
表示为李群 G 的嘉当数的多项式, 因此适用于任

意一个旗流形 G/P , 以及该旗流形中的任意一组舒伯特类 {sw; sw1 · · · swk
}. 基于这个特点, 我们在文

献 [14, 15] 的基础上, 编写了名为 “CHARACTERISTIC” 的软件包 [17], 它的功能表述如下:

算法 CHARACTERISTIC

• 输入: 李群 G 的嘉当矩阵 C = (cij)n×n 以及一个确定抛物子群 P 的子列 I ⊆ {1, . . . , n};
• 输出: 旗流形 G/P 的全部特征数.

应用示例 5.1 (舒伯特特征数) 我们通过实例, 展示算法 CHARACTERISTIC 的有效性, 并与

舒伯特早年的计算相对比.

设 G/P 是一个旗流形, 它的维数是 dimC G/P = m. 根据基底定理可知, 存在唯一一个元素

w0 ∈ W (P ;G), l(w0) = m, 使得舒伯特类 sw0 是顶维上同调群 H2m(G/P ) = Z 的生成元. 于是, 对
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于每个 m 维舒伯特类的单项式 su1 · · · suk
, 特征数 aw0

u1,...,uk
满足关系式 ⟨su1 · · · suk

, [G/P ]⟩ = aw0
u1,...,uk

(参见问题 2.3), 从而可简记为 su1 · · · suk
= aw0

u1,...,uk
. 此外, 对于外尔群中的一个元素 w ∈ W (P ;G) 及

其最短分解 w = σI , 引入记号 sI 来表示舒伯特类 sw.

格拉斯曼类流形 Gn,k 是相交理论最经典和原始的例子 [7, 40]. 历史上, 它的特征数 awu1,u2
由组合

学中的 Littlewood-Richardson 法则 [34] 刻画. 与之相比较, (5.2) 可以直接应用于特征数的计算. 采用

上面的约定, 令 cr := s{k−r+1,k−r+2,...,k} ∈ H2r(Gn,k), r = 1, . . . , k,则 cr 恰好是格拉斯曼流形 Gn,k 上

典则 k- 维复向量丛的第 r 个陈类. 将算法 CHARACTERISTIC 应用于情形 G9,4,dimC G9,4 = 20, 得

到格拉斯曼流形 G9,4 的所有最高维舒伯特特征数, 结果参见表 3.

表 3 中的计算与舒伯特的工作 [7, 40] 相关. 这里引述 1940 年柯立芝 (Coolidge) [41] 的记述: “舒

伯特专注的根本性问题是将这些符号的乘积用其他符号线性表出. 他只完成了一部分.” 5)

表 3 格拉斯曼流形 G9,4 的最高维舒伯特特征数

c54 = 1 c43c
2
4 = 1 c2c23c

3
4 = 1 c2c63 = 9

c22c
4
4 = 1 c22c

4
3c4 = 6 c32c

2
3c

2
4 = 4 c42c

3
4 = 3

c42c
4
3 = 45 c52c

2
3c4 = 26 c62c

2
4 = 16 c72c

2
3 = 231

c82c4 = 126 c102 = 1,296 c1c3c44 = 1 c1c53c4 = 4

c1c2c33c
2
4 = 3 c1c22c3c

3
4 = 2 c1c22c

5
3 = 29 c1c32c

3
3c4 = 17

c1c42c3c
2
4 = 10 c1c52c

3
3 = 141 c1c62c3c4 = 76 c1c82c3 = 756

c21c
2
3c

3
4 = 2 c21c

6
3 = 19 c21c2c

4
4 = 1 c21c2c

4
3c4 = 12

c21c
2
2c

2
3c

2
4 = 7 c21c

3
2c

3
4 = 4 c21c

3
2c

4
3 = 89 c21c

4
2c

2
3c4 = 48

c21c
5
2c

2
4 = 26 c21c

6
2c

2
3 = 451 c21c

7
2c4 = 231 c21c

9
2 = 2,556

c31c
3
3c

2
4 = 6 c31c2c3c

3
4 = 3 c31c2c

5
3 = 59 c31c

2
2c

3
3c4 = 32

c31c
3
2c3c

2
4 = 17 c31c

4
2c

3
3 = 276 c31c

5
2c3c4 = 141 c31c

7
2c3 = 1,491

c41c
4
4 = 1 c41c

4
3c4 = 24 c41c2c

2
3c

2
4 = 12 c41c

2
2c

3
4 = 6

c41c
2
2c

4
3 = 175 c41c

3
2c

2
3c4 = 89 c41c

4
2c

2
4 = 45 c41c

5
2c

2
3 = 886

c41c
6
2c4 = 436 c41c

8
2 = 5,112 c51c3c

3
4 = 4 c51c

5
3 = 119

c51c2c
3
3c4 = 59 c51c

2
2c3c

2
4 = 29 c51c

3
2c

3
3 = 539 c51c

4
2c3c4 = 264

c51c
6
2c3 = 2,962 c61c

2
3c

2
4 = 19 c61c2c

3
4 = 9 c61c2c

4
3 = 339

c61c
2
2c

2
3c4 = 164 c61c

3
2c

2
4 = 79 c61c

4
2c

2
3 = 1,744 c61c

5
2c4 = 832

c61c
7
2 = 10,302 c71c

3
3c4 = 104 c71c2c3c

2
4 = 49 c71c

2
2c

3
3 = 1,047

c71c
3
2c3c4 = 496 c71c

5
2c3 = 5,912 c81c

3
4 = 14 c81c

4
3 = 641

c81c2c
2
3c4 = 300 c81c

2
2c

2
4 = 140 c81c

3
2c

2
3 = 3,437 c81c

4
2c4 = 1,600

c81c
6
2 = 20,887 c91c3c

2
4 = 84 c91c2c

3
3 = 2,025 c91c

2
2c3c4 = 936

c91c
4
2c3 = 11,853 c101 c23c4 = 552 c101 c2c24 = 252 c101 c22c

2
3 = 6,792

c101 c32c4 = 3,102 c101 c52 = 42,597 c111 c33 = 3,927 c111 c2c3c4 = 1,782

c111 c32c3 = 23,892 c121 c24 = 462 c121 c2c23 = 13,497 c121 c22c4 = 6,072

c121 c42 = 87,417 c131 c3c4 = 3,432 c131 c22c3 = 48,477 c141 c23 = 27,027

c141 c2c4 = 12,012 c141 c32 = 180,609 c151 c2c3 = 99,099 c161 c4 = 24,024

c161 c22 = 375,804 c171 c3 = 204,204 c181 c2 = 787,644 c201 = 1,662,804

5) “The fundamental problem which occupies Schubert is to express the product of two of these symbols in terms of others
linearly. He succeeds in part.”

874



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 8 期

对于所有类型的旗流形 G/P ,算法 CHARACTERISTIC同样有效. 作为另一个例子,考察例外群

E6 的旗流形 E6/P{2},其中 P{2} = S1 ·SU(6), dimC E6/P{2} = 21. 根据布尔巴基 [42] 对于单根的排序,

用 y1、y3、y4 和 y6 依次表示舒伯特类 sI , 其中

I = {2}, {5, 4, 2}, {6, 5, 4, 2}, {1, 3, 6, 5, 4, 2},

则上同调环 H∗(E6/P{2}) 由元素 y1、y3、y4 和 y6 所生成 (参见文献 [15, 定理 3]). 接下来应用算

法 CHARACTERISTIC, 得到旗流形 E6/P{2} 关于这些特殊舒伯特类 yi 的最高维特征数, 结果列于

表 4.

表 3 和 4 的内容可视为舒伯特早年计算结果的直接推广. 设 M 是空间中完备圆锥截线所构成的

代数簇. 则 dimC M = 8, 且上同调 H∗(M) 由表 1 中的舒伯特符号 µ, ρ, ν ∈ H2(M) 所生成. 用今天代

数几何的语言来表述, 表 1 中所引述的舒伯特原著中的数据是代数簇 M 的最高维特征数.

5.3 韦伊问题的解答

对于一个李群 G 以及它的闭子群 H, 左陪集空间 G/H 具有一个光滑流形结构, 称为 G 的一个

齐性空间. 代数拓扑学的一个经典课题是,将上同调环 H∗(G/H)用最少的生成元和关系显性表出.在

此课题的研究过程中, H. Cartan、Borel [32]、Baum [43] 和 Toda [44] 等发展了各种谱序列 [45], 用于解析

纤维丛序列

H → G → G/H → BH → BG

的同调性质, 此处 BG 表示李群 G 的分类空间. 然而, 每当李群 G 的整系数同调存在挠元时, 尤其是

当 G 是一个例外群时, 谱序列的计算会遇到实质性障碍, 无法实施.

如果 P ⊂ G 是一个抛物子群, 则舒伯特演算对于上同调环 H∗(G/P ) 的结构, 展示了一道新曙光.

对于 k 个分次元素 (graded elements) y1, . . . , yk, 用记号 Z[y1, . . . , yk] 表示它们所生成的整系数多项式
环. 对于一组齐次多项式 r1, . . . , rm ∈ Z[y1, . . . , yk], 用记号 ⟨r1, . . . , rm⟩ 表示它所生成的理想. 基于舒

伯特演算的基底定理 (定理 4.1), 我们证明下面的结果.

定理 5.2 对于每个旗流形 G/P ,存在一组舒伯特类 {y1, . . . , yk}以及一组多项式 {r1, . . . , rm} ⊂
Z[y1, . . . , yk], 使得含入映射 {y1, . . . , yk} ⊂ H∗(G/P ) 诱导环同构

H∗(G/P ) = Z[y1, . . . , yk]/⟨r1, . . . , rm⟩, (5.3)

表 4 旗流形 E6/S
1 · SU(6) 的最高维舒伯特特征数

y3y36 = 3 y3y34y6 = 3 y33y
2
6 = 21 y33y

3
4 = 21 y53y6 = 156

y73 = 1,158 y1y24y
2
6 = 2 y1y54 = 2 y1y23y

2
4y6 = 14 y1y43y

2
4 = 100

y21y3y4y
2
6 = 9 y21y3y

4
4 = 9 y21y

3
3y4y6 = 66 y21y

5
3y4 = 483 y31y

3
6 = 6

y31y
3
4y6 = 6 y31y

2
3y

2
6 = 42 y31y

2
3y

3
4 = 42 y31y

4
3y6 = 312 y31y

6
3 =2,328

y41y3y
2
4y6 = 28 y41y

3
3y

2
4 = 201 y51y4y

2
6 = 18 y51y

4
4 = 18 y51y

2
3y4y6 = 132

y51y
4
3y4 = 972 y61y3y

2
6 = 84 y61y3y

3
4 = 84 y61y

3
3y6 = 624 y61y

5
3 = 4,677

y71y
2
4y6 = 56 y71y

2
3y

2
4 = 404 y81y3y4y6 = 264 y81y

3
3y4 = 1,956 y91y

2
6 = 168

y91y
3
4 = 168 y91y

2
3y6 =1,248 y91y

4
3 = 9,390 y101 y3y24 = 813 y111 y4y6 = 528

y111 y23y4 = 3,936 y121 y3y6 = 2,496 y121 y33 =18,837 y131 y24 = 1,638 y141 y3y4 = 7,917

y151 y6 = 4,992 y151 y23 = 37,752 y171 y4 = 15,912 y181 y3 = 75,582 y211 =151,164
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其中整数 k 和 m 取最小值.

证明 用 D(H∗(G/P )) ⊂ H∗(G/P ) 表示上同调环 H∗(G/P ) 中可分解元素所生成的理想. 由

于 H∗(G/P ) 无挠且以全体舒伯特类为其加法基底, 存在一组舒伯特类 {y1, . . . , yk}, 它们对应了商群
H∗(G/P )/D(H∗(G/P )) 的一个加法基底. 尤其是包含关系 {y1, . . . , yk} ⊂ H∗(G/P ) 诱导了环的满

同态:

f : Z[y1, . . . , yk] → H∗(G/P ),

它的核 ker f 是一个理想. 根据希尔伯特基底定理可知, 存在一组多项式 {r1, . . . , rm} ⊂ Z[y1, . . . , yk]
使得 ker f = ⟨r1, . . . , rm⟩. 我们自然可以假设此处的 m 取最小值.

作为商群 H∗(G/P )/D(H∗(G/P )) 的基底的基数, 整数 k 显然是旗流形 G/P 的一个不变量. 此

外,如果 y′1, . . . , y
′
k 是该群的另一个基底,则原先的每个生成元 yi 可以表示为新生成元 y′1, . . . , y

′
k 的某

个多项式 gi. 至此, 整数 m 的不变性可以从新的环表示

H∗(G/P ) = Z[y′1, . . . , y′k]/⟨r′1, . . . , r′m⟩

得到, 其中 r′j 是在 rj 中用 gi 替代 yi (1 6 j 6 m) 所得到的多项式.

将 (5.3) 称为上同调环 H∗(G/P ) 的一个舒伯特表示 (Schubert presentation), 而其中的生成元

{y1, . . . , yk}称为旗流形 G/P 的一组特殊舒伯特类 (special Schubert classes). 根据定理 5.2的证明,以

表达式 (5.3) 为目标, 韦伊问题的解答可以分解为如下两个步骤来完成: 对于每个旗流形 G/P ,

(1) 求它的一组特殊舒伯特类 y1, . . . , yk;

(2) 求理想 ker f 的一个希尔伯特基底 {r1, . . . , rm}.
此外, 为了保证 (5.3) 能够便捷地应用于旗流形 G/P 的几何与拓扑性质的研究, 我们需要附加一个技

术性的要求: 特殊舒伯特类 y1, . . . , yk 的选取, 应使得希尔伯特基底 {r1, . . . , rm} 具有最简表达式.

由于上同调环 H∗(G/P ) 中的乘法运算由舒伯特特征数唯一决定 (参见定理 4.2), 上述两个步

骤可以通过算法 CHARACTERISTIC 实现. 我们在文献 [14–16] 中, 对于李群的闭子群, 建立了不

变量理论; 解析了 Serre 谱序列的核心部分; 编写了以下与算法 CHARACTERISTIC 相衔接的程序:

Decomposition、Null-space 和 Giambelli polynomials. 最终实现了软件包 “CHOWRING”, 其功能表述

如下.

算法 CHOWRING

• 输入: 李群 G 的嘉当矩阵 C = (cij)n×n 以及一个确定抛物子群 P 的子列 I ⊆ {1, . . . , n};
• 输出: 上同调环 H∗(G/P ) 的舒伯特表示.

应用示例 5.2 为说明算法 CHOWRING 的有效性, 我们考虑旗流形 G/P , 其中李群 G 及其抛

物子群 P 由表 5 给出. 对于这些旗流形, 韦伊问题的答案如下 (参见文献 [15, 定理 1–6]):

(1)设 y1、y3、y4和 y6依次是旗流形 F4/C3 ·S1上的舒伯特类 sI ,其中 I = {1}, {3, 2, 1}, {4, 3, 2, 1},
{3, 2, 4, 3, 2, 1}, 则

H∗(F4/C3 · S1) = Z[y1, y3, y4, y6]/⟨r3, r6, r8, r12⟩,

表 5 本文所关心的李群 G 及其抛物子群 P

G F4 F4 E6 E6 E7 E7

P C3 · S1 B3 · S1 A6 · S1 D5 · S1 D6 · S1 E6 · S1

876



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 8 期

r3 = 2y3 − y31 ,

r6 = 2y6 + y23 − 3y21y4,

r8 = 3y24 − y21y6,

r12 = y26 − y34 .

(2) 设 y1 和 y4 依次是旗流形 F4/B3 · S1 上的舒伯特类 sI , 其中 I = {4}, {3, 2, 3, 4}, 则

H∗(F4/B3 · S1) = Z[y1, y4]/⟨r8, r12⟩,

r8 = 3y24 − y81 ,

r12 = 26y34 − 5y121 .

(3)设 y1、y3、y4和 y6依次是旗流形 E6/A6 ·S1上的舒伯特类 sI ,其中 I = {2}, {5, 4, 2}, {6, 5, 4, 2},
{1, 3, 6, 5, 4, 2}, 则

H∗(E6/A6 · S1) = Z[y1, y3, y4, y6]/⟨r6, r8, r9, r12⟩,

r6 = 2y6 + y23 − 3y21y4 + 2y31y3 − y61 ,

r8 = 3y24 − 6y1y3y4 + y21y6 + 5y21y
2
3 − 2y51y3,

r9 = 2y3y6 − y31y6,

r12 = y34 − y26 .

(4) 设 y1 和 y4 依次是旗流形 E6/D5 · S1 上的舒伯特类 sI , 其中 I = {6}, {2, 4, 5, 6}, 则

H∗(E6/D5 · S1) = Z[y1, y4]/⟨r9, r12⟩,

r9 = 2y91 + 3y1y
2
4 − 6y51y4,

r12 = y34 − 6y41y
2
4 + y121 .

(5) 设 y1、y5 和 y9 依次是旗流形 E7/E6 · S1 上的舒伯特类 sI , 其中 I = {7}, {2, 4, 5, 6, 7},
{1, 5, 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 则

H∗(E7/E6 · S1) = Z[y1, y5, y9]/⟨r10, r14, r18⟩,

r10 = y25 − 2y1y9,

r14 = 2y5y9 − 9y41y
2
5 + 6y91y5 − y141 ,

r18 = y29 + 10y31y
3
5 − 9y81y

2
5 + 2y131 y5.

(6) 设 y1、y4、y6 和 y9 依次是旗流形 E7/D6 · S1 上的舒伯特类 sI , 其中 I = {1}, {2, 4, 3, 1},
{2, 6, 5, 4, 3, 1}, {3, 4, 2, 7, 6, 5, 4, 3, 1}, 则

H∗(E7/D6 · S1) = Z[y1, y4, y6, y9]/⟨r9, r12, r14, r18⟩,

r9 = 2y9 + 3y1y
2
4 + 4y31y6 + 2y51y4 − 2y91 ,

r12 = 3y26 − y34 − 3y41y
2
4 − 2y61y6 + 2y81y4,

r14 = 3y24y6 + 3y21y
2
6 + 6y21y

3
4 + 6y41y4y6 + 2y51y9 − y141 ,
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r18 = 5y29 + 29y36 − 24y61y
2
6 + 45y21y4y

2
6 + 2y91y9.

关于软件包 CHOWRING 的更多应用, 可参见文献 [16, 17].

从代数的观点看, 舒伯特特征数和舒伯特表示 (5.3) 是同一旗流形 G/P 的上同调环 H∗(G/P ) 的

两种截然不同的表示法. 前者依赖于基底以及基底元素之间九九乘法表, 需要海量的数据来记录 (参

见表 3 和 4); 而后者则采用多项式环的商环的形式, 表述完整、简洁, 从而更加方便使用. 正是由于这

些原因, 较之特征数问题, 韦伊问题的要求不仅简洁, 而且更为深刻且本质.

6 总结

古往今来, 几何学家们的一个共同希望是, 在他们所关切的几何对象 (如代数簇、胞腔和向量丛)

之间,建立有效可算的代数机制.舒伯特演算的出现,或相交 (同调)理论的诞生和发展,迎合了这个需

求. 今天, 舒伯特演算已深度融入微分几何学、代数拓扑学和李群表示理论等核心数学领域 [46–50], 深

刻地影响着这些领域的发展轨迹, 成为 21 世纪物理学弦论的核心要素 [21,51]. 这一切, 不仅是希尔伯

特宽阔视野和前瞻性的有力见证, 也对探索舒伯特演算行之有效的演算法则提出了迫切要求.

本文回顾了第 15 问题的解答历程, 给出了特征数问题和韦依问题的解答. 尤其是, 基底定理

(定理 4.1) 明确了舒伯特演算的实施对象, 而定理 5.1 和 5.2 构成了舒伯特演算核心算法的系统表

述. 至于第 3 节中引述的舒伯特原著 [8] 中的几何算例的严格论证, 读者可参见 Kleiman 的综述报

告 [52], 或相交理论专著 [46, 49,53] 中相应章节.

余建明教授根据德文原文, 翻译了希尔伯特第 15 问题, 全文引述如下 [21].

希尔伯特第 15 问题: 为舒伯特计数演算法建立严格基础.

这个问题是: 对于计数几何中得到的几何数目, 在准确界定其适用范围的前提下, 严格地证明其

正确性. 特别需要研究的是, 舒伯特在他的书中, 基于所谓特殊位置原理 (或称个数守恒原理) 建立了

一套计数演算法, 并据此算出的那些几何数目.

虽然今天的代数学原则上保证了可以实施消元法, 但要证明计数几何中的定理, 对代数学的要求

却比这要高得多, 因为它要求在对于特定的具体方程 (组)进行消元时, 事先就能知道最后所得方程的

次数及其解的重数.
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Make Schubert calculus rigorous

Haibao Duan & Xuezhi Zhao

Abstract Hilbert’s 15th problem asks for a rigorous foundation of Schubert calculus, where the most challenging
and durable part is Schubert’s problem of characteristics. In the course of securing the foundation of algebraic
geometry, van der Waerden and Andre Weil attributed the problem to the determination of the intersection theory
of flag manifolds. This article surveys the background, content, and resolution of Hilbert’s 15th problem. Our
main results are a unified formula computing Schubert’s characteristics (Theorem 5.1) and a systematic description
for solving Weil’s problem (Theorem 5.2). Meanwhile, we illustrate the effectiveness of both the formula and the
algorithm in Examples 5.1 and 5.2, respectively.
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