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早期裂纹故障预示中的高精度小波 

有限元算法*

陈雪峰**  何正嘉  李  兵  向家伟 

(西安交通大学机械工程学院机械制造系统工程国家重点实验室, 西安 710049) 

摘要    提出了任意尺度 Daubechies 小波一维、二维单元构造方法以及小波有限

元自适应提升算法, 采用小波尺度函数作为插值函数, 利用小波多分辨分析了具

有变尺度逐层逼近函数的特性, 获得了嵌套递进的多尺度有限元逼近空间.  

关键词    裂纹  故障预示  小波有限元  奇异性 

典型的结构损伤表现为早期微弱裂纹的萌生与扩展, 裂纹故障是引起大型

复杂结构破坏的主要原因之一[1]. 由于早期初始微小裂纹不易被发现, 但裂纹扩

展的恶劣后果往往导致重大灾难事故的发生, 因此, 监测并预示早期裂纹发生的

位置与深度, 预防重大事故发生, 是故障诊断领域的一个重要研究方向. 早期故

障预示是在状态监测和故障诊断基础上发展起来的一门新的研究课题, 它是对

设备运行的状态完全掌握的一种技术, 通过对设备早期故障预示、分析和特征提

取, 实时预示故障发展的历程, 指导设备检修以及进一步的故障诊断. 何永勇、

褚福磊等人利用有限元模型结合遗传算法开展旋转机械转子裂纹辨识的研究, 
该方法具有好的精度与鲁棒性[2]; Sekhar多年致力于转子裂纹辨识, 最近提出了

基于有限元模型的裂纹辨识方法[3]; 由于只通过单个固有频率的改变来诊断裂纹

的参数较为困难, 因为裂纹在单个固有频率上的改变量往往很小, Lele与Maiti利
用解析法求解系统前三阶固有频率, 绘制了裂纹等效刚度与裂纹位置的频率响

应曲线, 3 条曲线的交点准确地预知出裂纹的位置与深度[4]. 
基于有限元方法建立裂纹转子的精确辨识模型, 分析裂纹转子的动态响应

及模态参数, 是裂纹故障诊断的重要理论基础和必备先验知识. 但是, 裂纹奇异
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性的出现给传统有限元方法求解造成困难, 这是因为裂纹尖端区域位移与应力

场都含有1 r 奇异性(其中r代表裂纹尖端场柱坐标矢径), 因此在准均匀的网格

上, 解不能用分片多项式函数在局部准确逼近[5]. 为了得到精确的解, 需要在裂

纹尖端区域采用十分精细的网格或更高阶的单元, 随着裂纹发生扩展, 相应的网

格需要重新剖分, 这样使得计算精度和求解效率大大降低[6]. Belytschko提出了无

网格Galerkin法求解裂纹扩展问题[7], Fan提出了应用非均匀有理B样条曲线作为

基函数, 应用Petrov-Galerkin方法, 构造了裂纹刚度矩阵, 求解裂纹梁固有频率[8], 
均取得很好的计算效果.  

小波分析是近十几年来迅速发展起来的全新数值分析方法, 最大的长处是

具有多尺度、多分辨特性, 小波函数的伸缩和平移可以表示平方可积实数空间

L2(R)中的所有函数; 而且小波具有优良的紧支性及消失矩, 在空间是局部化的, 
使得小波函数可以聚焦到研究对象的任意细节, 被数学家和工程师们誉为“数学

显微镜”. 利用小波函数可以构造出嵌套递进的多尺度广义有限元逼近空间, 使
得求解问题可以先用较粗的网格分析, 特定奇异区域通过自适应多分辨剖分获

得更好的逼近; 而且可以根据实际需要任意改变分析尺度, 使其在变化梯度小的

求解域用大的分析尺度, 而变化梯度大的求解域则采用小的分析尺度. 这是一种

优于传统单元网格加密和阶次升高的自适应有限元算法, 这种变尺度算法数值

稳定性好、适宜求解奇异性问题[9].  
近年来, 国外高度重视小波工程数值分析理论与技术的研究与应用. 欧盟开

展“数值仿真中的小波多尺度方法”的研究, 内容主要包括基于小波的多分辨方

法求解重要科学技术领域的微分方程与积分方程 [10]; 美国麻省理工学院学者

Amaratunga一直致力于小波有限元的研究, 最近提出了基于第 2 代小波的多分辨

有限单元[11]. 国内香港理工大学的Ho研究了小波Galerkin法[12]; 暨南大学应用力

学研究所张森文教授研究了小波随机有限元[13], 求解了非线性平稳随机振动方

程; 西安交通大学何正嘉等人构造了一类小波单元, 解决了一些工程实际问 题
[14~16]. 这里主要给出任意尺度一维、二维Daubechies小波单元构造方法, 随着尺

度的提高, 小波单元的逼近特性越好, 适宜剖分求解裂纹奇异问题.  

1  梁单元构造 

对于 Euler 弯曲问题, 其微分方程可表示为 

 ( )
4

4
d ,
d

wEI f ξ
ξ

=  (1) 

其中, EI 为抗弯刚度, w 为弯曲挠度, ξ 为单元局部坐标.  
设挠度 w 由 Daubechies 尺度函数构成, 即 
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w c c kφ φ= =∑ ∑ ,ξ −  (2) 

式中, cj,k 表示插值系数, φ j,k 表示尺度函数, j 表示分析尺度, k 表示插值函数个数. 

那么, [0, 1]区间单元刚度矩阵 可由下式计算, 其元素为 ek

 ( ) ( )1

0
2 2  j j

eklk EI k l d .φ ξ φ ξ′′ ′′= − −∫ ξ

).−

 (3) 

采用文献[14,15]提出的算法可以求出单元刚度矩阵  显然这个刚度矩阵

是小波空间的刚度矩阵, 与之对应的单元自由度为小波系数 cj,k. 为了实现复杂

结构分析中相邻单元间的连接, 并能方便地引入边界条件, 必须将刚度矩阵由小

波空间转换到物理空间, 对应的单元自由度由小波系数转化为节点挠度和转角.  

,ek

这里以 3 阶消失矩 Daubechies 小波在 V0 空间(即尺度 j = 0)的 D30 小波为例, 
讨论如何将刚度矩阵由小波空间转换到物理空间. 采用 D30 小波时, 标准[0, 1]区
间的挠度 w 用尺度函数表示为 

  (4) (
0

0
0,

4
2k

k
w c kφ ξ

=−
= ∑

可以看出, 小波空间中单元自由度为 5, 因此, 物理空间也须有 5 个自由度. 
为了保证相邻单元共同节点转角相同, 物理空间单元自由度中必须包含两端点

转角自由度. 为此, 如图 1 所示布置单元节点. 其中, 单元含有一个内部节点, 其
节点自由度为挠度, 两端节点自由度包含转角与挠度: 

 

 
图 1  单元节点布置 

 

  (5) [ T
1 1 2 3 3 ,a w w wθ= ]θ

式中, T 表示矩阵转置. 显然, 物理空间中单元自由度 a 与小波空间单元自由度

间关系为 C
 ,a RC=  (6) 
其中 
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式中, 尺度函数及其导函数在各点的值可用利用Daubechies小波性质求出. 记矩

阵R的逆阵为T, 并称T为转换矩阵, 则小波空间中的单元刚度矩阵 可借助下式

转换到物理空间

ek
[14]: 

  (8) T .e ek T k T=

利用类似的方法可以构造出其它尺度小波单元, 由此获得的小波有限元与

传统有限元具有相同的计算格式.  

2  小波薄板弯曲单元构造 

薄板弯曲的总势能泛函为 

 T T1 d d d d ,
2p D x y w q x yπ κ κ

Ω Ω
= −∫ ∫ ∫ ∫  (9) 

式中, κ 为广义应变, D 为弹性矩阵, w 为薄板挠度, q 为载荷列阵. 基于经典薄板

理论的板单元, 即基于(9)式所表达的位能泛函、以 w 为场函数的板单元. 基于

Kirchhoff 假设将平板弯曲问题简化为二维问题, 且全部应力和应变可用板中面

的挠度 w 表示. 下边给出小波矩形单元的构造方法.  
 

 
 

图 2  八节点矩形单元 
 
如图 2 所示, 局部坐标系取值范围是[−1, 1], 当采用 N 阶 Daubechies 小波在

Vj 空间的尺度函数插值, 可得 

  (10) ( ) ( )
2 2 2 1

, ,
, 2 2 2 2

2 2 2  
j j

j j j
j k j l k l

k l N l N
w c k c lφ ξ φ η Φ Φ

− −

= − = −
= − − =∑ ∑ ,C⊗

式中, 是Kronecker符号. 把(10)式代入(9)式中, 可以获得小波空间的单元刚度

矩阵. 采用 3 阶 Daubechies 小波 V0 空间的尺度函数插值, 列向量 C 中含有 16 个

⊗
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尺度函数空间展开系数. 首先取图 2 中 4 个角节点各有 3 个自由度: 
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    (i=1,2,3,4). (11) 

4 个中节点各有一个挠度自由度, 则单元自由度为 

  (12) T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8[a a a a a w w w w= ] .

由(11)式可以获得单元自由度 a 与尺度函数空间展开系数 C 的关系式 
 ,a RC=  (13) 

其中,  

  (14) [ T
1 8 ,R R R= ]
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⎪ ⎪
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    (i=1,2,3,4), (15) 

 ( ) (2 2j j
i i iR kφ ξ φ η )k= − ⊗ −     (i=5,6,7,8), (16) 

式中, i 表示单元节点号, ( ),    i iξ η 为其对应局部坐标. 这样就可以求得类似(8)式

中的转换矩阵 T, 从而获得物理空间的单元刚度矩阵.  

3  小波有限元自适应提升计算 

小波函数由于具有多分辨的性质, 随着尺度的增加, 对原函数逼近的误差也

就越小, 考虑这种由粗到精的逼近特性, 可以推导出小波有限元计算中的自适应

提升算法, 在求解变化平缓区域采用较小的分析尺度, 而在求解存在大的变化梯

度区域采用较大的分析尺度. 这种性质为开展基于小波分析的自适应数值算法

提供了基础.  
当选定小波单元插值函数的尺度j时, 即在低阶空间Vj中分析求解, 利用小波

两尺度[17]可得 

 ( ) ( )12 2j j
s

s
2 ,x k p x k sφ φ +− = − −∑  (17) 

 ( ) ( )12 2j j
s

s
2 ,x k q x k sψ φ +− = −∑ −  (18) 

式中, ps表示低通小波滤波器系数, qs表示高通小波滤波器系数[17]. 表示成矩阵形式 
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 T T
1 ,0 ,j j jZΦ Φ +=  (19) 

 T T
1 ,1,j j jZΨ Φ +=  (20) 

式中, T
jΦ  是由 ( ){ },j k xφ 组成的向量, T

1jΦ + 是由 ( ){ }1,2j k s xφ + + 组成的向量; 矩阵

Zj,0 与 Zj,1 分别由序列{ }sp 与{ }sq 构成. 利用(17)和(18)式可得 

 ( )T T T
1 ,0 ,1 .j j j j j j j j jc d Z c Z dΦ Ψ Φ ++ = +  (21) 

从而可以获得由低阶空间(设为 V0)提升到高阶空间(设为 VJ)的提升过程如图 3 所

示. 
 

 
 

图 3  小波自适应提升算法 
 
令 

 ( ),0 ,1:    ,j j jZ Z Z=  (22) 

 ( )TT T T
0 0 1: , ,   , ,      0,  1,  ,  ,J

jd c d d j J−= =  (23) 

则提升变换 :     J
J JL d c→ 可表示为 

  (24) , 1 , ,0 ,J J J J j JL L L L−=

式中,  

 ,
0

.
0

j
J j

Z
L

I
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟  (25) 

Daubechies小波的紧支性保证了自适应提升算法的变换矩阵Zj的带状稀疏; 
正交特性保证了自适应提升算法的变换LJ正交, 并且具有良好的条件数[9]; 且利

用小波分解与重构快速塔形算法[17], 可以很好地实现上述提升计算过程1). 
小波变尺度多分辨的特性, 提供了除传统有限元中 h 网格法与 p 多项式法之

外的另一种提高精度的细化算法, 即在不改变网格的剖分下提高分辨率. 文献

                       
    1) 陈雪峰. 小波有限元理论与裂纹故障诊断研究. 西安：西安交通大学博士学位论文, 2004 
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[15]利用经典有限元考题验证了基于多分辨原理的自适应小波有限元数值稳定性

好、收敛性可靠; 文献[16]利用小波有限元开展了裂纹故障诊断与预示的仿真研

究, 取得了理想的诊断效果. 这里在验证小波有限元适宜求解裂纹梁固有频率的

基础上, 开展了基于小波有限元模型的悬臂梁早期裂纹故障诊断与预示的实验

研究与工程应用.  

4  早期裂纹故障诊断与预示 

4.1  裂纹梁固有频率计算 

文献[18]给出了两端自由裂纹梁的固有频率实验测试结果, 如表 1 所示. 其
中β 表示裂纹相对位置, 即裂纹位置与裂纹梁总长度的比值; r 表示裂纹相对深度, 
即裂纹深度与裂纹梁总高度的比值. 文献[19]利用这些实验值开展了裂纹辨识研

究. 其试件参数为: 梁长 720 mm, 矩形截面宽 32 mm, 高 16 mm, 弹性模量 E = 
206 GPa, Possion 比υ = 0.29, 密度ρ = 7650 kg/m3. 
 

表 1  两端自由裂纹梁固有频率测试 
裂纹工况 相对位置β 相对深度 r f1 /Hz f2 /Hz f3 /Hz 

1 0.125 0.125 316.0 859.4 1649.0 
2 0.125 0.250 316.1 857.8 1632.5 
3 0.125 0.375 316.6 851.4 1593.5 
4 0.125 0.500 313.0 826.6 1515.0 
5 0.250 0.125 315.9 855.2 1647.5 
6 0.250 0.250 314.1 840.6 1626.5 
7 0.250 0.375 308.8 805.2 1580.5 
8 0.250 0.500 305.4 870.4 1534.0 

 

表 2 是采用 10 个小波单元与 40 个传统的梁单元计算结果比较, 从比较结果

可以看出, 小波有限元求解固有频率具有较高的计算精度.   
 

表 2  小波有限元与传统有限元计算对比 
小波有限元 (误差%) 传统有限元 (误差%) 

裂纹工况 
f1 /Hz f2 /Hz f3 /Hz f1 /Hz f2 /Hz f3 /Hz 

1 315.9(0.03) 859.0(0.05) 1648.9(0.01) 315.8(0.06) 860.6(0.14) 1657.3(0.50) 
2 316.0(0.03) 857.9(0.01) 1635.7(0.20) 316.0(0.03) 859.4(0.19) 1644.5(0.74) 
3 316.7(0.03) 852.6(0.14) 1605.8(0.77) 316.8(0.06) 854.2(0.33) 1614.5(1.32) 
4 313.0(0.00) 831.2(0.56) 1535.3(1.34) 313.1(0.03) 834.3(0.93) 1544.0(1.91) 
5 316.0(0.03) 855.7(0.06) 1648.0(0.03) 316.0(0.03) 857.4(0.26) 1656.5(0.55) 
6 314.3(0.06) 841.4(0.10) 1627.1(0.04) 314.5(0.13) 843.4(0.32) 1635.1(0.53) 
7 309.7(0.29) 810.7(0.68) 1587.1(0.42) 310.2(0.45) 814.5(1.15) 1595.6(0.96) 
8 306.8(0.46) 867.5(0.33) 1559.7(1.68) 307.7(0.75) 782.0(10.16) 1570.0(2.35) 

 

4.2  早期裂纹预示实验研究 

为了研究基于小波有限元的早期裂纹故障诊断预示, 我们搭建了裂纹实验
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台(如图 4所示), 其中底座上加工有两个平行的 T型槽, 用于固定支架座, 支架座

可以左右各安装一个, 其上可以安装固支架或简支架, 从而可以完成梁的固支与简

支等组合边界条件实验, 固支边界采用 4 个 M5 的螺钉紧固垫片, 从而夹紧试件. 
 

 
 

图 4  裂纹辨识实验台 
 

试件有效长度为 515 mm, 高 20 mm, 宽 12 mm, 弹性模量E = 206 GPa, Possion
比υ = 0.3, 密度ρ = 7917 kg/m3. 试件裂纹的制作: 在数控线切割机用直径 0.02 
mm的超细钨丝预先加工一定深度的槽, 切槽宽度取 0.1 mm. 考虑钨丝直径和电

火花放电间隙, 这样加工后的槽宽介于 0.1~0.12 mm之间. 然后用胶单边固定 0.1 
mm的金属片, 用以模拟裂纹宽度约为 0.02 mm的真实裂纹, 这样可以很好地控

制裂纹的位置和深度1). 对于图示悬臂梁试件, 分别加工了 2 个完好梁, 28 个裂纹

梁, 用于模拟 4 种裂纹工况, 即分别在距梁的一端 100 和 200 mm处加工了两条深

4 和 8 mm的裂纹. 表 3 给出了 4 种裂纹工况下的前三阶测试固有频率.  
利用这些固有频率, 代入裂纹梁的小波有限元模型中, 并定义裂纹等效刚度 k: 

 ,Lk
EIc

=  (26) 

 

表 3  悬臂裂纹梁的测试固有频率 
固有频率 f1 /Hz f2 /Hz f3 /Hz 
无裂纹 59.09 369.84 1025.14 

Ⅰ β = 0.0777, r = 0.2 57.85 363.24 1020.23 
Ⅱ β = 0.0777, r = 0.4 54.32 354.14 1011.24 
Ⅲ β = 0.272, r = 0.2 58.15 364.12 1013.23 

裂
纹
工
况 

Ⅳ β = 0.272, r = 0.4 57.04 363.23 992.26 

                       
    1) 曾复. 裂纹转子非线性振动机理及实验研究. 杭州: 浙江大学博士学位论文, 2001 
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式中, L为裂纹梁长度, c为裂纹柔度系数[16]. 建立悬臂梁的小波有限元模型, 代入

系统测试前三阶固有频率, 利用三线相交诊断原理[4,16], 计算裂纹等效刚度k与裂

纹位置β 曲线. 图 5给出了裂纹工况Ⅰ的图例. 利用文献[4]的知识, 我们取 3条曲

线形成的小三角形的形心来诊断裂纹参数, 表 4 给出了相应诊断结果.  
 

 
图 5  裂纹工况Ⅰ的三线诊断 

 

表 4  裂纹深度位置诊断结果 
裂纹工况 裂纹位置β 误差/% 裂纹深度 r 误差/% 

Ⅰ 0.091 1.33 0.310 10.0 
Ⅱ 0.084 0.63 0.492 9.2 
Ⅲ 0.310 3.80 0.302 10.2 
Ⅳ 0.293 2.10 0.460 6.0 

 
表 4 中裂纹位置与深度误差均表示相对于悬臂梁总长度或总高度的计算误

差, 可以看出, 裂纹位置预测相对误差不超过 4%, 裂纹深度的相对误差不超过

11%, 这表明基于小波有限元的裂纹故障诊断预示算法可靠易行. 

4.3  烫金模切机裂纹诊断预示 

包装印刷行业使用的烫金模切机主要是由送纸、模切、烫金、排屑、收纸等

工序组成, 其机械精度通常要求很高, 在香烟盒的烫金中, 对送纸机构的横向窜

动精度通常要求在 0.01 mm 左右, 因为过大的横向窜动将会导致烫金重影模糊. 
因此, 影响烫金模切精度的关键在于要保证送纸机构的运动平稳, 而该运动主要

是由凸轮分度机构驱动实现的. 某型号烫金模切机使用的凸轮分度机构已经使

用多年, 出现分度定位不准确, 直接影响了模切的精度以及烫金的质量, 需要检

修并诊断其原因, 我们对其开展了动态测试分析, 如图 6 所示.  



1154 中国科学 E 辑 工程科学 材料科学 第 35 卷 

 

 

SCIENCE IN CHINA Ser. E Engineering & Materials Science 

 
 

图 6  凸轮分度机构动态测试 
 

考虑主要是凸轮分度机构输出轴影响烫金模切精度, 敲击凸轮分度机构输

出轴测试其振动信号, 求得输出轴前三阶固有频率分别为 740.2 Hz、1470 Hz 以

及 2025 Hz. 凸轮分度机构输出轴是一典型的阶梯梁结构, 取两端轴承支撑处为

简支边界条件, 建立其小波梁单元数值模型, 利用实际测试分析所得的前三阶固

有频率, 代入输出轴小波有限元模型中, 获得其裂纹等效刚度 k 与裂纹位置β相

对图如图 7 所示. 
 

 
 

图 7  凸轮分度机构三线诊断 
利用图 7诊断出在距输出轴相对位置 0.724处存在相对深度为 0.2的裂纹. 打

开分度机构上箱体查看检修, 裂纹的位置与诊断相吻合; 裂纹深度利用塞片测试

其为 5 mm, 输出轴在此处的轴直径为 40 mm, 裂纹相对深度为 0.125, 其裂纹深

度预测误差为 7.5%.  
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5  结论 
小波具有紧支、多分辨等优良特性, 由此构造的小波有限元可以很好地实现

自适应提升计算, 提升过程中运算速度快、数值稳定性好. 本文给出了任意尺度

的小波单元构造方法, 利用该单元多分辨特性可以更好地求解裂纹奇异性问题, 
从而建立裂纹结构的精确数值模型. 从悬臂裂纹梁固有频率测试结果表 3 中可以

看出, 单个固有频率, 如第一阶固有频率 f1在无裂纹与有裂纹的情况下相差很小, 
且变化没有明确的规律可寻, 因而通常只利用单个固有频率来诊断裂纹较为困

难, 而利用三个固有频率的变化, 并结合裂纹梁小波有限元数值模型, 来综合诊

断预示裂纹参数可以取得很好效果.  
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