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摘要 生成函数刻画了正交多项式的很多重要性质. 本文的主要目的是根据生成函数的特点研究正交

多项式类之间的渐近关系. 本文拓展了 Lee 及其合作者的工作, 构造一类双正交多项式系统, 并由此

构造出分别渐近于 Hermite 多项式和广义 Laguerre 多项的函数列; 给出渐近于 Hermite 多项式和广

义 Laguerre多项的函数列的判定定理. 作为这些性质的应用,可以直接获得若干正交多项式和组合多

项式的渐近表示, 从而验证了揭示超几何多项式渐近关系的 Askey 格式成立.

关键词 Hermite 多项式 Laguerre 多项式 Appell 序列 Askey 格式 B 样条 Bernoulli 多项式 Euler 多

项式
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1 引言

概率型的 Hermite 多项式定义为

exz−
z2

2 =
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
zm, z ∈ C, x ∈ R. (1.1)

由此得到 Hermite 多项式的 Cauchy 型积分表示

Hm(x) =
m!

2iπ

∮
exz−

z2

2 z−(m+1)dz. (1.2)

Hermite 多项式也可以由 Gauss 函数 G(x) = 1√
2π

e−x2/2 的导函数通过 (−1)mG(m)(x) = Hm(x)G(x)

(m = 0, 1, . . .) 关系得到. 因此, Hermite 多项式的正则关系

1

m!

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)G(x)dx = δm,n
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可以看成是 Gauss 函数导函数 {(−1)nG(n) : n = 0, 1, . . .} 与 Hermite 多项式 {Hm

m! : m = 0, 1, . . .} 之间
的双正交关系.

自从 1864年 Hermite的开创性论文 [1]提出 Hermite多项式以来,对 Hermite多项式的研究已经

深入到物理学、数学和工程学的很多重要的领域.在过去的十几年中,对一类分别由 Hermite多项式和

广义 Laguerre多项式所表示的重要多项式的渐近性质的研究,逐渐引起了人们的关注. 著名的超几何

多项式的 Askey格式揭示了多组正交多项式之间的渐近关系 [2–4]. 其中 Askey格式的底层揭示了一大

类正交多项式: Gegenbauer、Laguerre、Charlier、Jacobi、Meixner-Pollaczek、Meixner、Krawtchouk 和

Hahn型 (参见文献 [5–9])之间的渐近关系,并且这些渐近形式皆由 Hermite多项式或者 Laguerre多项

式所表示. 因而研究渐近于 Hermite多项式和 Laguerre多项式的函数列的判定性质显得尤为重要.文

献 [3,10] 给出了超几何正交多项式及其 q- 模拟之间的渐近关系. 文献 [11–13] 进一步考虑了一类诸如

广义 Bernoulli 多项式、Euler 多项式和 Buchholz 多项式等组合多项式的渐近表示. 类似于 Gauss 函

数与 Hermite 多项式之间的正交关系, Lee [14] 和 Gao 等 [15] 基于具有紧支撑的尺度函数和 Appell 序

列, 构造了一类新型双正交系统. 特别地, 由均匀 B 样条所生成的 Appell 多项式为 Bernoulli 多项式,

从而标准化的 Bernoulli 多项式渐近于 Hermite 多项式. Goh 等 [16] 将上述结果推广至 Sobolev 空间

并且基于 Appell 多项式的实函数级数展开, 构造了新的尺度空间和小波变换.

然而, 由于小波变换与超几何多项式的渐近分析这两个学科相距甚远, 这些问题之间的相互关联

并没有引起学者们的足够重视. 因此, 本文的主要目的是将过去各自独立发展了 40 多年的学科建立

起相互关联. 我们将 Lee的结果推广到一类非尺度函数空间,利用正交多项式的生成函数的逼近性质,

构造新的双正交多项式系统,为 Askey格式和其他重要的组合多项式渐近性质的研究提供新的理论视

角; 给出若干以 Hermite 多项式和广义 Laguerre 多项式为渐近形式的多项式类的判定定理.

本文余下内容安排如下. 第 2 节给出与 Hermite 多项式相关联的双正交多项式系统的理论框架,

给出 Bernoulli 多项式、Euler 多项式和 B 样条函数之间的渐近关系, 也给出一类与 Hermite 多项式

相关联的超几何正交多项式的渐近关系. 第 3 节给出与广义 Laguerre 多项式相关联的双正交多项式

系统的理论框架, 从而验证了 Askey 格式中若干类超几何多项式的渐近关系. 虽然本文中的若干超

几何多项式渐近性质在文献 [9, 10] 中有所讨论, 但是本文利用生成函数的逼近性质, 构造渐近于广义

Laguerre 多项式的函数列, 从而得到渐近于 Laguerre 多项式并且给出具有双正交性质的多项式系统

的判定定理. 本文给出的理论框架是研究正交多项式渐近性质的全新视角, 利用生成函数的渐近性质,

系统地给出了几乎所有 Askey格式中底层多项式的渐近关系,因而有别于文献 [9,10]中针对个别多项

式渐近性质的逐一验证.

2 逼近于 Hermite 多项式的双正交多项式系统

令 C∞(R)表示无限可微函数空间. 如果 ϕ : C∞(R) → R是一个线性泛函,我们记作 ⟨ϕ, ν⟩ = ϕ(ν),

ν ∈ C∞(R). 线性泛函 ϕ 是连续的, 当且仅当存在 R 的紧子集 K、常数 C > 0 和整数 k > 0, 使得

|⟨ϕ, ν⟩| 6 Cmax
j6k

sup
x∈K

|ν(j)(x)|.

具有紧支集的广义函数空间记作 E ′(R), 因而, 紧支集的可积函数和可测函数属于 E ′(R). 如果 f 是一

个紧支集的可积函数, 则与其关联的特殊函数仍然记作 f , 定义为

⟨f, ν⟩ :=
∫
R
ν(x)f(x)dx, ν ∈ C∞(R).
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如果 m 是定义在 R 上的紧支集测度, 则与之相关的的广义函数, 仍然记作 m, 定义为

⟨m, ν⟩ :=
∫
R
ν(x)dm(x), ν ∈ C∞(R).

对于任意的 ϕ ∈ E ′(R), 存在任意 n 阶导数 ϕ(n), 定义为

⟨ϕ(n), ν⟩ = (−1)n⟨ϕ, ν(n)⟩, n = 0, 1, . . .

若紧支集的特殊函数 ϕ ∈ E ′(R), 则对于任意整数 n > 0, 有

⟨ϕ(n), e(·)z⟩ = (−1)n⟨ϕ, zne(·)z⟩ = (−1)nznϕ̂(iz).

当 ϕ̂(0) ̸= 0 时, 在 0 的邻域内有 ⟨
(−1)nϕ(n),

e(·)z

ϕ̂(iz)

⟩
= zn. (2.1)

由 ϕ 的紧支集性质可知, ϕ̂ 是解析函数. 因此有如下的生成函数所定义的多项式序列 Pm:

exz

ϕ̂(iz)
=

∞∑
m=0

Pm(x)

m!
zm. (2.2)

根据 (2.1) 和 (2.2), 对于任意的整数 n > 0, 有

zn =
∞∑

m=0

⟨
(−1)nϕ(n),

Pm(x)

m!

⟩
zm, (2.3)

并且由此定义了如下双正交关系: ⟨
(−1)nϕ(n),

Pm(x)

m!

⟩
= δm,n. (2.4)

令 ϕ̃N 为 ϕN 的标准化形式, 即

ϕ̃N (x) = σNϕN (σNx+ µN ),

其中 µN 和 σ2
N 分别为 ϕN 的均值和方差. 从而可以定义双正交多项式 PN,m 的标准化形式 P̃N,m

(m = 0, 1, . . .) 如下:

P̃N,m = σ−m
N PN,m(σNx+ µN ),

并且由此得到了标准化的双正交关系⟨
(−1)nϕ̃

(n)
N ,

P̃N,m(x)

m!

⟩
= δm,n, ∀m,n > 0. (2.5)

双正交系统 {(−1)nϕ(n)}∞n=0 和 {Pm(x)/m!}∞m=0 给出了 f ∈ C∞(R) 中的一种双正交展开形式

f(x) =

∞∑
m=0

⟨
(−1)mϕ(m), f

⟩Pm(x)

m!
=

∞∑
m=0

⟨
ϕ, f (m)

⟩Pm(x)

m!
. (2.6)

一大类的经典级数展开 (如 Taylor级数 Euler-Maclaurin展开和 Lidstone级数 [17])皆包含于这种展开

形式之中. 如果考虑将 ϕ取作 Gauss密度函数,即 G(x) = 1√
2π

e−x2/2,虽然它不具有紧支集的性质,但

是上述过程仍然适用. 在这种情况下, 相应的序列 Pm(x) 变为 Hermite 多项式. 双正交关系 (2.4) 为

以 Gauss 函数为权函数的正则关系. 因而, 展开 (2.6) 是经典的 Hermite 展开.
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定义 2.1 多项式序列 Pm(x) (m ∈ N) 是 Appell 序列, 如果对于 m 次多项式 Pm(x), 有

P ′
m(x) = mPm−1.

对 (2.2) 两边关于 x 求导数并且对比 zm 的系数, 则有

P ′
m(x) = mPm−1(x), m = 1, 2, . . . , (2.7)

从而得知 Pm(x) 是 Appell 多项式序列.

令 {ϕN} 为 E ′(R) 中存在一阶和二阶矩, 并且为积分非零的紧支集分布序列. 因为 ϕN 具有紧支

集的性质, 所以 ϕ̂N 为解析函数. 现在考虑一族由如下生成函数所生成的双正交多项式序列 {PN,m :

m = 0, 1, . . . , N = 1, 2, . . .}:

exz

ϕ̂N (iz)
=

∞∑
m=0

PN,m(x)

m!
zm. (2.8)

令 ϕ̃N 为 ϕN 的标准化形式, 即

ϕ̃N (x) = σNϕN (σNx+ µN ),

其中 µN 和 σ2
N 分别为 ϕN 的均值和方差. 从而可以定义双正交多项式 PN,m 的标准化形式 P̃N,m (m

= 0, 1, . . .) 如下:

P̃N,m = σ−m
N PN,m(σNx+ µN ),

并且由此得到了标准化的双正交关系⟨
(−1)nϕ̃

(n)
N ,

P̃N,m(x)

m!

⟩
= δm,n, ∀m,n > 0. (2.9)

因而, 由文献 [14, 引理 4.1] 可以得到 P̃N,m 的生成函数为

exẑ̃
ϕN (iz)

=
∞∑

m=0

P̃N,m(x)

m!
zm. (2.10)

从而得知 Pm(x) 是 Appell 多项式序列. 利用上述事实, 有如下定理.

定理 2.1 [18] 对于任意的正整数 N , ϕN ∈ E ′(R) 存在一阶和二阶矩, 并且 ϕ̂N (0) = 1. 对于充分

大的 N ,
̂̃
ϕN (iz) → e

z2

2 在 |z| < r 上局部一致收敛.

令 P̃N,m(x) (m = 0, 1, . . .) 为由函数 ϕ̃N 所生成的双正交多项式,

exẑ̃
ϕN (iz)

=

∞∑
m=0

P̃N,m(x)

m!
zm, (2.11)

则对于 m = 0, 1, . . . , 当 N → ∞ 时, P̃N,m(x) 局部一致收敛于 Hermite 多项式.

证明 由于 ϕ̂N (0) = 1, 因此可以取原点附近的邻域 U 使得对于所有的 z ∈ U , 有 |̂̃ϕ(iz)| > 1
2 且

|e z2

2 | > 1
2 . 取 U 中的一个以 0 为圆心、s 为半径的圆 C, 使得 s < r 且对于任意正数 A 和 M , 存在正

整数 N0, 使得对于任意 N > N0 有 δN > M 且有下式成立:

|̂̃ϕN (iz)− e
z2

2 | 6 A

σN
, |z| < r. (2.12)
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注意到

exẑ̃
ϕN (iz)

− exz

e
z2

2

=
∞∑

m=0

P̃N,m(x)−Hm(x)

m!
zm. (2.13)

对 (2.13) 中的 Taylor 级数应用 Cauchy 积分公式可知,

P̃N,m(x)−Hm(x) =
m!

2πi

∮
C

exz(e
z2

2 − ̂̃
ϕ(iz))

zm+1̂̃ϕ(iz)e z2

2

dz.

因此,

|P̃N,m(x)−Hm(x)| 6 m!

2π

∮
C

|exz||e z2

2 − ̂̃
ϕN (iz)|

rm+1|̂̃ϕN (iz)||e z2

2 |
|dz| 6 m!

2π

∮
C

exRe(z) A
σN

rm+1|̂̃ϕN (iz)||e z2

2 |
|dz| 6 4(m!)erxA

σNrm
.

当 N → ∞ 时, 有 σN → ∞, 则对于 m, 在紧支集上一致有 P̃N,m(x) → Hm(x).

将定理 2.1 推广到任意生成函数, 得到如下定理.

定理 2.2 [18] 令 {P̃N,m(x) : m = 0, 1, . . .} 是由如下规则定义的多项式序列:

f̃N (x, z)̂̃
ϕN (iz)

=

∞∑
m=0

P̃N,m(x)zm

m!
.

若存在正常数 r、A和 B, 使得对于 |z| < r 和充分大的 N , 有 |f̃N (x, z)− exz| 6 B
σN
和 |̂̃ϕN (iz)− e−

z2

2 |
6 A

σN
, 则当 N → ∞ 时, 对于 m = 0, 1, . . . , P̃N,m(x) 局部一致收敛到 Hermite 多项式 Hm(x).

注 2.1 当 f̃N (x, z) = exz 时, 定理 (2.2) 退化为定理 (2.1).

定理 2.1 表明了由渐近于 Gauss 分布的函数族可以构造一类逼近于 Hermite 多项式的 Appell 多

项式序列. 文献 [18] 讨论了由定理 2.1 所推导出的一大类重要的组合多项式和正交多项式的渐近性

质. 例如,广义 Bernoulli多项式、广义 Euler多项式、广义 Buchholz多项式、广义 Laguerre多项式和

广义 Ultraspherical (Gegenbauer) 多项式渐近于 Hermite 多项式的性质. 上述性质在很多文献中都有

逐一验证. 但是利用定理 2.1, 我们可以直接系统地推导出上述所有的渐近关系, 从而验证了超几何多

项式的 Askey 格式的底层, 详细论述可参见文献 [18].

作为上述理论的实例, 我们可以验证由 B 样条函数所生成 Appell 多项式序列恰为广义 Bernoulli

多项式, 从而, 广义 Bernoulli 多项式与 B 样条的导函数之间构成了一组双正交系统. 利用 B 样条函

数的渐近于 Gauss 函数的性质, 验证且标准化之后的 Bernoulli 多项式的渐近形式为 Hermite 多项式.

由二项分布生成的 Appell序列为 Euler多项式,从而 Euler多项式与二项分布的导函数之间构成一组

双正交系统, 且标准化之后的 Euler 多项式渐近于 Hermite 多项式. 我们给出了一类渐近于 Hermite

多项式的双正交系统的构造方法.

2.1 广义 Bernoulli 多项式、广义 Euler 多项式和 B 样条函数

N 阶 B 样条函数记作 BN (·), 由其递归关系定义为

B1(x) =

1, 若 x ∈ [0, 1),

0, 其他,
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并且对于 N > 1, 有

BN = B1 ∗BN−1,

其中 ∗ 为如下定义的卷积算子: 对于 L2(R) 中的任意函数 f 和 g,

(f ∗ g)(t) :=
∫ +∞

−∞
f(t− y)g(y)dy.

BN (x) 的 Fourier 变换定义为

B̂N (ω) =

(
1− e−iω

iω

)N

, ω ∈ R.

BN (x) 满足如下的尺度方程:

BN (x) = 2
N∑
j=0

1

2N

(
N

j

)
BN (2x− j), (2.14)

其中 ψN (k) := 1
2n

(
n
k

)
. 等价地, (2.14) 可以由频率域上的 Fourier 变换表示为

B̂N (ω) = ψ̂N

(
ω

2

)
B̂N

(
ω

2

)
,

其中 ψ̂N (ω) = ( 1+e−iω

2 )N .

B 样条的渐近性质的研究由来已久. 最早可以追溯到 1904 年物理学家 Sommerfeld 的研究工作.

Sommerfeld [19] 证明了 B 样条点态收敛于 Gauss 函数. 1992 年, Unser 等 [20] 证明了 Lp 空间中, 标准

化的 B 样条函数随着阶数的增大而收敛于 Gauss 函数的性质. 2004 年, Chen 等 [21] 考虑了渐近于正

态分布的尺度函数的收敛阶. 2008 年, Brinks [22] 将 Unser 的结果推广到了 B 样条的导函数, 得到了

Lp 空间中, B 样条函数点态收敛于 Gauss 函数的导函数的性质. 2011 年, Xu 和 Wang [23] 证明了 B

样条函数及其导函数在 Lp 空间中点态收敛的逼近阶,并且建立了 B样条函数、Euler数以及 Hermite

多项式之间的渐近关系. 2016 年, Goh 等 [16] 将文献 [23] 的结果推广至 Sobolev 空间, 从而给出了 LP

模下的局部一致收敛性. 由于 B 样条函数逼近于 Gauss 函数 [14, 20–23], 因而在尺度函数空间中它们也

经常被用来替代 Gauss 滤波 [24].

下面的定理给出了 B 样条函数及其导函数在 Lp 空间中的点态收敛性质.

定理 2.3 [23] 令 k ∈ N, 对于 N > k+2, B样条函数的 k 阶导数 B
(k)
N , 点态收敛于 Gauss函数的

k 阶导函数 (
N

12

) k+1
2

B
(k)
N

(√
N

12
x+

N

2

)
=

1√
2π
Dk exp

(
−x

2

2

)
+O

(
1

N

)
, (2.15)

并且

lim
N→∞

{(
N

12

) k+1
2

B
(k)
N

(√
N

12
x+

N

2

)}
=

(−1)k√
2π

Hk(x)G(x), (2.16)

其中极限为 Lp(R) (p ∈ [2,∞)) 中的点态收敛.
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广义 m 次 N 阶 Bernoulli 多项式和 Euler 多项式分别记作 BN
m(z) 和 EN

m(z), 定义为

ωNeωz

(eω − 1)N
=

∞∑
m=0

BN
m(z)

m!
ωm, |ω| < 2π, (2.17)

2Neωz

(eω + 1)N
=

∞∑
m=0

EN
m(z)

m!
ωm, |ω| < π, (2.18)

其中 z 为复数.

根据上述 Bernoulli 多项式的生成函数, 由标准化的 N 阶均匀 B 样条所生成的 Appell 多项式序

列恰好是广义 N 阶 Bernoulli 多项式. 从而根据定理 2.1, 当 N → ∞ 时, 广义 N 阶 Bernoulli 多项式

收敛到 Hermite 多项式.

例 2.1 标准化的 N 阶 Bernoulli 多项式 BN
m(z) 与 Hermite 多项式之间有如下的渐近关系:

lim
N→∞

(
12

N

)m
2

BN
m

(√
N

12
z +

N

2

)
= Hm(z).

证明 N 阶均匀 B 样条 BN 满足如下尺度方程:

BN (x) = 2
N∑
j=0

1

2N

(
N

j

)
BN (2x− j),

其中面具 ψN (k) := 1
2N

(
N
k

)
. BN 的 Fourier 变换为

B̂N (ω) =

(
1− e−iω

iω

)N

, ω ∈ R.

等价地, (2.14) 可以有如下 Fourier 变换:

B̂N (ω) = ψ̂N

(
ω

2

)
B̂N

(
ω

2

)
,

其中面具的 Fourier 变换为 ψ̂N (ω) = ( 1+e−iω

2 )N .

从 B 样条 BN 的 Fourier 变换可知,

B̂N (iω) =

(
eω − 1

ω

)N

. (2.19)

众所周知, 二项分布有如下渐近性质:

lim
N→∞

[xN ]∑
k=0

1

2N

(
N

k

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt, (2.20)

其中 xN =
√
Nx/2 +N/2. 令 σN =

√
Nx/2 且 µN = N/2, 则标准的二项分布 ψ̃N (x) := σNψN (σNx+

µN ) 一致收敛到 Gauss 函数 G(x) = 1√
2π

e−x2/2. 由标准化的二项分布所生成的 Appell 多项式序列

恰好是广义 N 阶 Euler 多项式. 从而根据定理 2.1, 当 N → ∞ 时, 广义 N 阶 Euler 多项式收敛到

Hermite 多项式且与二项分布构成一组双正交系统.

例 2.2 N 阶 Euler 多项式 EN
m(z) 与 Hermite 多项式之间有如下的渐近关系:

lim
N→∞

(
4

N

)m
2

EN
m

(√
N

2
z +

N

2

)
= Hm(z). (2.21)
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证明 由 ψN (x) Fourier 变换, 有

ψ̂N (iω) =

(
eω + 1

2

)N

. (2.22)

由二项分布 ψn(k) :=
1
2n

(
n
k

)
所生成的 Appell多项式恰好为 Euler多项式 EN

m(z), m = 0, 1, . . . ,从而与

ψN (z) 的导函数具有双正交的关系⟨
(−1)nψ

(n)
N (z),

EN
m(z)

m!

⟩
= δm,n. (2.23)

根据定理 2.1, 标准化的广义 Euler 多项式随着 N → ∞ 收敛到 Hermite 多项式,

lim
N→∞

(
4

N

)m
2

EN
m

(√
N

2
z +

N

2

)
= Hm(z). (2.24)

证毕.

3 逼近于广义 Laguerre 多项式的双正交多项式系统

Laguerre 多项式 Ln(x) 可看成是 Laguerre 微分方程的解,

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0, n > 0,

也可以看成是以 w(x) = e−x 为权函数的正交多项式. 因而, Laguerre 多项式具有如下的 Rodrigues

表示:

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(e−xxn). (3.1)

Laguerre 多项式的生成函数为

(1− z)−1e
−zx
1−z =

∞∑
m=0

Lm(x)zm, |z| 6 1. (3.2)

广义 Laguerre 多项式, 记作 L
(α)
m , 是一类以 w(x) = xαe−x 为权函数的正交多项式. 广义 Laguerre 多

项式生成函数为

(1− z)−α−1e
−zx
1−z =

∞∑
m=0

L(α)
m (x)zm, |z| 6 1. (3.3)

广义 Laguerre 多项式有如下的 Rodrigues 表示:

L(α)
n (x) =

x−αex

n!

dn

dxn
(e−xxn+α), (3.4)

其中, 当 α = 0 时, 有 L
(0)
n (x) = Ln(x).

L
(α)
n (x) 的显式公式 [25] 为

L(α)
n (x) =

(α+ 1)n
n!

n∑
j=0

(−n)j
(α+ 1)j

xj

j!
, (3.5)
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其中, 对于 n = 1, 2, 3, . . . ., 有 (α)n =
∏n

i=1(α + i − 1), (α)0 = 1. 当 α = 0 时, 广义 Laguerre 多项式

L
(α)
n (x) 的显式公式变为

Ln(x) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
xk

k!
. (3.6)

经过简单的计算, 我们可以得到下面的性质.

性质 3.1 Laguerre 多项式 Ln(x) 有如下的递归关系:

L′
n(x) = L′

n−1(x)− Ln−1(x). (3.7)

广义 Laguerre 多项式的双正交关系包含于∫ ∞

0

L(α)
m (x)L(α)

n (x)xαe−xdx =
Γ(α+ n+ 1)

n!
δmn, α > −1. (3.8)

上式可以看成是导函数 { dn

dxn
xα+ne−x

Γ(α+n+1)} 与 Laugerre 多项式 {L(α)
m : m = 0, 1, . . .} 的双正交关系⟨

L(α)
m ,

dn

dxn
xα+ne−x

Γ(α+ n+ 1)

⟩
= δm,n. (3.9)

推论 3.1 广义 Laguerre 多项式 LN
m(x) 与 Hermite 多项式有如下的渐近关系:

lim
N→∞

(−1)m(2N)−m/2L(N)
m (x

√
2N +N) =

1

m!
Hm(x).

证明 将广义 Laguerre 多项式的生成函数作适当变换, 可以得到标准化的广义 Laguerre 多项式

的生成函数

∞∑
m=0

(−1)m(2N)−m/2L(N)
m (x

√
2N +N)zm =

(
1 +

z√
2N

)−N−1

e

√
Nz√
2

1+z/
√

2N e
zx

1+z/
√

2N .

令 f̃N (x, z) = e
zx

1+z/
√

2N ,
̂̃
ϕN (iz) = (1 + z√

N
)N+1e

−
√

Nz√
2

1+z/
√

2N , 对于 N → ∞, 有

lim
N→∞

f̃N (x, z) = ezx,

lim
N→∞

̂̃
ϕN (iz) = e

z2

2 .

根据定理 2.2, 有

lim
N→∞

(−1)m(2N)−m/2L(N)
m (x

√
2N +N) =

1

m!
Hm(x).

证毕.

本节考虑一类由函数族 ϕ(x, α, ω)生成的渐近于广义 Laguerre多项式 L
(α)
m (x)的双正交多项式系

统 {Pm(x, α, ω) : m = 0, 1, . . .}.
考虑紧支集分布 ϕ ∈ E ′(R), 令 ϕ̂ 表示 ϕ 的 Laplace 变换. 对于任意正整数 n > 0, 有

⟨ϕ(n), (1− z)ne
−zx
1−z ⟩ = ⟨ϕ(x), zne

−zx
1−z ⟩ = znϕ̂

(
z

1− z

)
. (3.10)
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如果 ϕ̂(0) ̸= 0, 在 0 点附近有 ⟨
ϕ(n),

(1− z)ne
−zx
1−z

ϕ̂( z
1−z )

⟩
= zn. (3.11)

由于 ϕ 是紧支集, ϕ̂ 为解析函数. 因此可以由如下的生成函数定义一类多项式序列:

(1− z)ne
−zx
1−z

ϕ̂( z
1−z )

=
∞∑

m=0

Pm(x)zm. (3.12)

对于任意整数 n > 0, 由 (3.11) 和 (3.12) 得到

zn =
∞∑

m=0

⟨ϕ(n), Pm(x)⟩zm, (3.13)

从而能够给出如下的双正交关系:

⟨ϕ(n), Pm(x)⟩ = δm,n. (3.14)

对 (3.12) 两边关于 x 微分, 然后比较等式两边关于 zm 的系数, 能够得到

P ′
m(x) = P ′

m−1(x)− Pm−1(x), m = 1, 2, . . . (3.15)

(3.15) 中所蕴含的关系类似于 Laguerre 多项式的性质 3.1,

L′
m(x) = L′

m−1(x)− Lm−1(x).

引理 3.1 如果 ϕ(x, α) = xα+ne−x

Γ(α+n+1) , 则 ϕ(x, α) 的 Laplace 变换为 ϕ̂(z, α) = 1
(z+1)α+n+1 . 因而, 由

ϕ(x, α) 生成的双正交多项式为广义 Laguerre 多项式.

证明 由于 ϕ(x, α) 的 Laplace 变换为 ϕ̂(z, α) = 1
(z+1)α+n+1 , 因而有 ϕ̂( z

1−z , α) = (1− z)α+n+1. 由

(3.11) 可知, 在零点附近的如下关系成立:⟨
ϕ(n)(x, α),

(1− z)ne−
zx
1−z

ϕ̂( z
1−z , α)

⟩
= zn. (3.16)

对于任意的 |z| 6 1, 有

(1− z)ne−
zx
1−z

ϕ̂( z
1−z , α)

= (1− z)−α−1e−
zx
1−z =

∞∑
m=0

L(α)
m (x)zm.

因此,

zn =

⟨
ϕ(n)(x, α),

(1− z)ne−
zx
1−z

ϕ̂( z
1−z , α)

⟩
=

⟨
ϕ(n)(x, α),

∞∑
m=0

L(α)
m (x)zm

⟩
.

因而, 由函数 ϕ(x, α) = xα+ne−x

Γ(α+n+1) 生成的双正交多项式为广义 Laguerre 多项式.

定理 3.1 令 ϕ(x, α, ω) 满足 ϕ̂(0, α, ω) = 1, 并且对于 c ∈ [0,∞],

lim
ω→c

ϕ(x, α, ω) =
xn+αe−x

Γ(α+ n+ 1)
(3.17)
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在 R 中局部一致收敛.

令 {Pm(x, α, ω) : m = 0, 1, . . .} 为如下生成函数所生成的多项式序列:

(1− z)ne−
zx
1−z

ϕ̂( z
1−z , α, ω)

=
∞∑

m=0

Pm(x, α, ω)zm,

则对于任意 m = 0, 1, . . . , 当 ω → c 时, Pm(x, α, ω) 在 R 上局部一致收敛到 L
(α)
m (x).

证明 由于 ϕ̂(0, α, ω) = 1, 我们可以选择原点附近的一个小邻域 U , 使得对于所有的 z ∈ U , 有

|ϕ̂( z
1−z , α, ω)| >

1
2 和 |(1− z)α+1| > 1

2 成立. 在 U 中取一个以原点 0为圆心、半径为 r 的小圆盘 C,使

得 (3.17) 成立. 根据引理 3.1, (3.17) 等价于 ϕ̂( z
1−z , α, ω) 局部一致收敛于 (1− z)α+n+1.

因而, 存在常数 0 < r < 1 和 c, 对任意的 ε > 0, 存在 δ, 当 |ω − c| < δ 时, 有如下估计:∣∣∣∣ϕ̂( z

1− z
, α, ω

)
− (1− z)α+n+1

∣∣∣∣ 6 ε, |z| < r. (3.18)

Taylor 级数的系数

(1− z)ne
−zx
1−z

ϕ̂( z
1−z , α, ω)

− e
−zx
1−z

(1− z)α+1
=

∞∑
m=0

(Pm(x, α, ω)− L(α)
m (x))zm (3.19)

可以由 Cauchy 积分公式表示为

Pm(x, α, ω)− L(α)
m (x) =

1

2πi

∮
C

e
−zx
1−z

(1− z)α+n+1 − ϕ̂( z
1−z , α, ω)

zm+1ϕ̂( z
1−z , α, ω)(1− z)α+1

dz,

|Pm(x, α, ω)− L(α)
m (x)| 6 1

2π

∮
C

|e
−zx
1−z |

|(1− z)α+n+1 − ϕ̂( z
1−z , α, ω)|

rm+1|ϕ̂( z
1−z , α, ω)||(1− z)α+1|

dz

6 1

2π

∮
C

exRe( −z
1−z )ε

rm+1|ϕ̂( z
1−z , α, ω)||(1− z)α+1|

dz

6 4exRe( −z
1−z )ε.

因而,对于任意的 m,当 ω 趋近于 c时, Pm(x, α, ω)局部一致收敛于广义 Laguerre多项式 L
(α)
m (x).

类似于定理 2.2, 我们可以将定理 3.1 推广到如下定理.

定理 3.2 令 ϕ(x, α, ω) 满足 ϕ̂(0, α, ω) = 1, 并且对于 c ∈ [0,∞], 在 R 上 limω→c ϕ(x, α, ω) =
e−xxn+α

Γ(α+n+1) 和 limω→c f(x, z, ω) = e−
zx
1−z (1− z)n 局部一致收敛. 令 {Pm(x, α, ω) : m = 0, 1, . . .}为如下生

成函数所定义的多项式序列:

f(x, z, ω)

ϕ̂( z
1−z , α, ω)

=
∞∑

m=0

Pm(x, α, ω)zm,

则对于任意 m = 0, 1, . . . , 当 ω → c 时, Pm(x, α, ω) 在 R 上局部一致收敛于广义 Laguerre 多项式

L
(α)
m (x).

作为定理 3.2 的应用, 我们能够得到 Meixner-Pollaczek 多项式和 Meixner 多项式渐近于广义

Laguerre 多项式.

对于 Meixner-Pollaczek 多项式, 有生成函数

F (x, z) = (1− eiωz)−λ+ix(1− e−iωz)−λ−ix =
∞∑

n=0

P (λ)
m (x;ω)zm. (3.20)
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推论 3.2 令 Meixner-Pllaczek 多项式中的 λ = 1
2 (α+ 1), x→ − 1

2ω
−1x 并且 ω → 0, 则有如下渐

近关系:

lim
ω→0

P
α+1
2

n

(
−x
2ω

;ω

)
= L(α)

n (x).

证明 将 Meixner-Pllaczek 多项式的生成函数 (3.20) 作适当的变换, 令 λ = 1
2 (α + 1), 则有如下

形式的生成函数:

∞∑
m=0

P
(α+1

2 )
n

(
−x
2ω

;ω

)
zm = [(1− zeiω)(1− ze−iω)]−

α+1
2

(
1− zeiω

1− ze−iω

)− ix
2ω

.

令 ϕ̂( z
1−z , α, ω) = [(1− zeiω)(1− ze−iω)]

α+1
2 (1− z)n, 则有

lim
ω→0

ϕ̂

(
z

1− z
, α, ω

)
= lim

ω→0
[(1− zeiω)(1− ze−iω)]

α+1
2 (1− z)n

= lim
ω→0

[1− 2z cosω + z2]−
α+1
2 (1− z)n = (1− z)α+n+1.

另一方面, 我们有

lim
ω→0

(
1− zeiω

1− ze−iω

)− ix
2ω

= lim
ω→0

(
1 + z

e−iω − eiω

1− ze−iω

)− ix
2ω

= lim
ω→0

(
1 + z

e−iω − eiω

1− ze−iω

) 1−e−iω

−2iz sinω · zx sinω

(1−ze−iω)ω

= e
zx
1−z .

根据定理 3.1, 有

lim
ω→0

P
α+1
2

n

(
−x
2ω

;ω

)
= L(α)

n (x).

证毕.

Meixner 多项式 Mn(x;β, c) 的生成函数为(
1− z

c

)x

(1− z)−β−x =

∞∑
n=0

(β)n
n!

Mn(x;β, c)z
n.

推论 3.3 令 Meixner 多项式中 β = α+ 1, x→ cx
1−c 并且 c→ 1, 则有如下的渐近关系成立:

lim
c→1

Mn

(
cx

1− c
;α+ 1, c

)
=
L
(α)
n (x)

L
(α)
n (0)

.

证明 将 Meixner 多项式的生成函数的公式作适当的变换, 令 β = α + 1, 则有如下形式的生成

函数:

∞∑
n=0

(α+ 1)n
n!

Mn

(
cx

1− c
;α+ 1, c

)
zn =

(
1− z

c

) cx
1−c

(1− z)−α−1− cx
1−c

=

(
1− z

c

1− z

) cx
1−c

(1− z)−α−1

=

(
1 +

z(c− 1)

c(1− z)

) cx
1−c

(1− z)−α−1
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=

(
1 +

z(c− 1)

c(1− z)

) (1−z)c
z(c−1)

−zx
1−z

(1− z)−α−1.

由于 limc→1(1 +
z(c−1)
c(1−z) )

(1−z)c
z(c−1)

−zx
1−z = e−

z
1−z x, 则由定理 3.1, 有

lim
c→1

(α+ 1)nMn

(
cx

1− c
;α+ 1, c

)
= L(α)

n (x).

由于 L
(α)
n (x) = (α+1)n

n!

∑n
j=0

(−n)jx
j

(α+1)jj!
, 则 Lα

n(0) = (α+ 1)n. 因而, 有下式成立:

lim
c→1

Mn

(
cx

1− c
;α+ 1, c

)
=
L
(α)
n (x)

L
(α)
n (0)

.

证毕.
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Biorthogonal polynomial systems associate with Hermite
polynomials and generalized Laguerre polynomials
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Abstract Many important properties of orthogonal polynomials depend on the study of their generating func-
tions. Extending the work of Lee and his co-authors, a large class of biorthogonal polynomials are generated
by the sequences of functions approximating the generating functions of the Hermite polynomials and Laguerre
polynomials respectively. As the applications, the asymptotic relation between several hypergeometric orthogonal
polynomials in the Askey scheme and some important combinatorial polynomials can be derived from the systems
and the theorems directly.
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