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摘 要

本文解决了由 目ax K , 。 引入的一族周期卷积类 、 (梦 ) l( ( q蕊 + oo ) 在 L

尺度下以
n 一 1阶三

.

角多项式子空间 T一 最佳单边逼 近 E才(
`

袱丁 ) ): 的 精确估

计
.

特别求得了 E才( A才儿 l( < 宁镬 十 co )的精确值
,

其中 江亡为由 Ax , 3 eP 引入的周

期解析函数类
.

当核 梦 ( )t 满足进一步限制条件时
,

本文解决了单边宽度 d才( 、 (梦 )
,

L ) 及 d才( ; 乙 (梦 )
, 乙 ) 的精确估计

.

此外
,

我们还求得 了 K 宽度 d
。

(` (梦 )
,

L刀
,

d
.

( 。
。
(梦 )

,

乙 ) 及 ` 宽度 d
.

( ; :

(梦 )
,

L )
, `

”

( ` . (毋 )
,

L
。

) ( l 成 宁攫 + oo ) 的精

确值
.

一
、

引 言

设 L备l( ( q ( 十 aO
, r 一 1 , 2 ,

…
,

) 表示 l(
r一 1)
绝对连续

,

且 盯(’) U
。
< + co 的 2 ,

周期函数类
.

对给定的函数 仔 L ,

和函数类 叭 〔 L ,

及 乙 ;

中的
, 维子空间 M

, ,

令

E +
( f

,

M
。

)
,

~ i n f { }}f 一 g {!
; : g ( M

。 ,

g ( t ) ) f ( t )
, v ,

}
,

( 1
.

1)

E +
(叭

,

材
.

) ,
~

s u p { E +

( f
,

对
。

)
; : f 〔 叭 }

,

( 1 2 )

它们分别称为函数 f
,

函数类叭 以 M
,

在 L ;

尺度下的上方逼近
.

类似地定义下方逼近 石一

( f
,

M
。

)
。 ,

E 一

(甲 t
,

M
,

)
, ,

特别将 E 士

(叭
, T卜

.

)
,

简记为 E才(叭 )
; .

量

d吉(叭
,

L
穿

) ~
: n f王E 士

(叭
,

M
。

)
, :

M
,

〔 L 夕

} ( 1
.

3 )

称为 叭 在 L ,
尺度下的单边宽度

,

其中的下确界取遍 L ;

中一切
, 维子空间 M

, ,

如存在 M分

达到 ( 1
.

3 ) 式中的下确界
,

则 M奢称为 d耗叭
, 乙 ,

) 的 。 维极子空间
.

近来
,

有许多工作
1t 一

姗究由线性微分算子 ;
r

(
一

兽) 确定的函数类
` 。

(
尸

,

(李、、 上的
- 一 \ dt /

’

一 `

一 ” -

一 一
’

一
,

、
`

、 山 刀 一一
.

_ ~ 一 _
. 、

一
_

,

~
、 l, ,

_
、

、 / 了 、
徽值 l叫题

,

兀县坷图狱尖
` 科

一丁一 尹~ :
、

4 t /

介

牙二 的研究更为深人
,

这里

p
r

、` ) 一 n ( `
,

一 Za, ,
+

。梦+ 男 ) n ( , 一 、 , ) ( 1
.

4 )

19 8 7 年 10 月 2 0 日收到修改稿
.

国家自然科学基金资助项目
.
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为 `
次实系数代数多项式

a :, 、 , 。 R ,

从 > 0 ,

· ;

( p
·

(塌
一

))一
( p

,

, 一

{
“ L“ :

!{
p

·

(
一

二
一

)
`
{}

,

` ,

}
·

( 1
.

5 )

另一方面
,

还有许多工作研究由 A划 e 3 eP 121 引人的函数类 A才上的极固司题
,

特别 旦叩
。

-

。阳
,

月二y H t1) 解决了 E篇( A竺) : 的精确估计
,

此处 心 包括一切 2二 周期函数 f( )t
,

它可以在

带形区域 伽 一 t
+ 向

,

}引 < 科 上解析延拓
,

且对每一个固定的 , ,

满足条件 “R e f .( 十

: , ) }}
;

蕊 1
.

根据文献 [ 2 ]

心 ~ 毛f一 盯 h * u : l}
“
1}
。
毛 l }

,

石 > o
,

, * 。才卜大足扁
一 ` > O,

1 毛 q 毛 十 OO
,

,

一 了二丁
.

( 1
.

6 )

( 1
.

7 )

值得指出的是 以前对 牙二与 A拿上极值问题的研究是独立进行的
,

但是最近 啪 xK能尹
。 ,

利用下面的 R A ,

条件
,

沟通了 才与与 A亡的联系
.

定义 1
.

如果存在一列仅有实根的多项式 p
r

(t )
,

其相应的广义 eB
r n o

ull i 多项式 B
,

(t )
,

满足条件
:

{1少 (
·

) 一 B
,

(
·

) 1}
。

` o , / ` + co ( 1
.

8 )

则说 2 , 周期函数满足 R A
,

条件
,

记作 梦 〔 R A 。 ,

。
,

( , ) 一 生 歹
2才 几二

。

亡 i , `

户石万
’

其中

、 一丫二几
,

( 1
.

9 )

了 表示 rP ( 0) ~ 。 时
,

求和号中不包括
2,
~ 0 的项

.

特别如文献 〔10 1指出
, A才的卷积核满足 R A

`

条件
.

记

` ·`梦 ’ 一
{
、 , 一 梦 * 一 ,,· ,,

,

“
,

女口 : ·

(毋 ) 一

{:
’ 梦 ( ` )“ 若 泛 “ ,

,

{ f一 + 少 * u :
}l
。
{!

,

提 l , c 眨 R , “ 土 R ,

女口 亡
。

(梦 )

{ f 一 毋 * u : }!
“ 一

}!
,

簇 1 ,

女口 矛
。

( 梦 ) 尹 0 }
,

一 。 }
,

( 1
·

20 )

; ; ( , ) 一

{{ f ~ ` + 梦 * u : I}
u一

!1
。 《 l , c ` R

, “ 一 R ,

如 户.

(梦 ) ~ o }
,

尽 ~ 功 a x 凡
,

A 一 4
·

3女一`

口
` ) ,

( 1
.

1 1)

( 1
.

12 )
1̀ J ` 奄

其中

心 十

“ _

( )t ~ 。 a x
{ o

,

一 。 ( t ) }
,

几 由 ( 1
.

4 ) 式定义
.

二
、

单边型的 K川m og or vo 比较定理

定义 2
.

i夕*
, 又L ,

对给定的
! 阶实系数多项式 尸

,

( t) ( ( 1
.

4 ) 式 )的零点任意排定一次序
a :

+ 扭
: ,

…
,

、

, n 了 d 、 d , 。 d
. _

; . ` n / d 、
_

/ d
,

二
, 寿 一刁冷 , 工已 厂 2 龟一二一 孑~

一丁二 一
乙 a , 一丁

,

, ~

场 , . 尸”
’

二
, f 琦十 l 、 一万- ~

声~ 、 一石丫
一

一、
J t / 璐 t

`

4 t \
4 t / 、 4 t

`
1

)
p 」*

(会)
,

一
p

则称 p ,

(青)
为 , ,

·

(翻

(劲

.

如有一
, 一 1 次多项式 户s ( t ) 满足条件 户, (

t ) p , ( t ) ~ p
,

( ` )
,

关于 。
,

(
一

乡、的 余 子 算子
.

\
路t /

为 了 方 便起 见
,

以 下 总 假定

P
r

( i , ) 笋 0 , p ~ 士 l , 士 2 ,

…
设 丫石( p

r

) ( 1 〔 宁钱 + co )

~ 了
叫

丁1
.

表示 产
一 。
在 R 上局部绝对连续

,

f 〔 L , (一 co
,

十 OO )
,

l) 如 P (r 勺 仅有实根
,

则取 A 二 0
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且
1 :

p·

(会 )
`

!{
, _ _ , + . ) < +

co 的光滑函数类
.

记

叭
;

( p
,

) 一

叭“ ”
·

’ 一
{

{
“ ` “ ` p

r

, :

}{
p
·

(谧
一

)
, {!

, _ _
,
十 _ 、 、 ,

}
,

“ ` ; ( p
·

, :

}{(
p

!

(蓄)` )
_

{{
, _ .

,
+ _ , 、 l

}
,

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

于是
: 二

( P
,

)
,

` ( p
,

) 即为
二 ;

( B
,

)
, `示( p

,

) 一
` 矛( B

,

)
,

叭抓 p
,

)
,

叭万(尸
,

) 的 2二 周期子类
.

根据文献 3[ l
,

% ( rP ) ~

其中 B
,

( t
) 由

2 , B
,

( t )
,

尸式t) 按 l(
.

9 ) 式相应定义
.

令

如 p
,

( o ) 一 。 ,

2 二 B
,

( , ) 一 一二
_

_

P
,

( 0 )
如 P

,

( 0 ) 笋 0
, ( 2

.

3 )

l..r护、 ..we

ù
、 .护价份了̀

、ùB

( 2
.

4 )

引理 1
.

石
, .

` ( t )

( 1 ) 云
, , : 〔 c

r一 , ,

”
· ,

` ( 君卜凰蒜
)一 ` > 2“

·

v 毖 0

有以下性质 :

在
(0, 钓

上
· 次可微 ; ” ,

令
为其节点

,

`
, 一

(
:
+

令)
一 ”

, ,

: ( : ,
,

p
·

(釜
一

)
` 一 ( , ,

一
` ,

( 2
.

5 )

0 < , < 丝
几

( 4 ) 当 几> A
r ) 2 时 石

, , ` ( t ) 在 a 。 , a0 +

( 2
.

6 )

哟 上 恰有 两 个 单 调 区 间
,

这 里

孟 /

、 ,
矛
、 .产,山1ù了妞、矛厅、

场 ~ m a x云
, ,` ( t )

.

( 5 ) 当 几 > A 时
,

的单零点
.

云
, .

l(t ) 在 }
。 ,

黔 上恰有两个变号点
,

当
L 几 /

, ) 2 时
,

它们是 石
,

滋 t)

证
.

只需要证 ( 3 )一 ( 5 )
.

根据文献 [ 3 ]
,

对一切 0 < , < 2 , ,

如 P
,

( 0 ) ~ o ,

则 p
r `多

一

、
.

\ 详 t /

n , 、 ,

一 n , 。 、 ,
。 。

, , 。 / J \ n , _

、

_
。

二 二
, , , 、

小 、 ` 曰 。 了己 、 右 , 、

B
·

( ` )

一
“ 如 尸

·

(的 ` ” ,

则 尸
·

气蕊 )
” ·

( ` ) 二 0 ,

故 由 ( 2
·

3 ) 式 推 得 尸·

气金 )
刀

·

(` , -

一 l 对一切 O < , < 2二 成立
.

再由变换即可证得 ( 3)
.

为证 ( 4 )
,

首先考虑
r ~ 2 ,

且
.

已 ( )t

仅有实根的情况
,

经直接计算知
:

。
:

()t 气二下 (共笔二
一

一

嘿竺、
几笼一 几 z 、 吕且几孟万 s 且 几 i万 ,

一丽
’

( P
:

( r ) ~ (
, 一 几

1

) ( , 一 又:

)
,

免:

尹 几: , 又:

笋 0 ,
礼 尹 o )

, o 成 , < 2 , ,

( 2
.

7 )

石
J

( t ) ~
, e 孟, “ 一 ” ( , e h 又

, , 一 ( , 一 , ) s h 又
: , ) _ 生

s h
, 丸

: , 石

( P
:

( t ) ~ (
, 一 人)

; , 又:

护 o )
,

o 提 , < 2 , ,

( 2
.

8 )

石
刁

( t ) 一 生
几-
〔上 一
\ 几:

居心孟一(̀ 一月

Z s h 孟
:汀

一 ’
+

,

)
,

( p
:

( t ) 一 z
(

, 一 孟:

)
, 几: 笋 0 )

, 0 (
t < 2凡 ( 2

.

9 )



45 0 中 国 科 学 ( A 辑 ) 1, 8 8 年

由 (2
.

7) 一 (2 .9 ) 式推得 瓦 (t ) 在 (0
, 2司 上至多有一个零点

,

从而推得此时 瓦 ,l( )t 在

口 > 0 ,

上至多有一个零点
.

再看 尸a(t ) 有共扼复根的情况
,

设 已 (t ) ~ 尸一 Zat 十 “ ,

十 尸
,

则

石
J

(一) -

二 ( 滋 n 夕二 e h a , e “ “ 一 ” c o s
尽( ` 一

, ) 一 e o s
介

s h a , 。 a “ 一 ” s i n 夕(兰
_

一 , ) )

口is n Z
口叮 c h

Z a , 十 a e o s名
口, s h 名 a 二

一
二

一

1
、

,
o 成 t < 2`

a `

+ 尽
二

( 2
.

1 0 )

由 ( 2
.

10 ) 式不难明白当
。 < 口 < 粤时

,

瓦 (t ) 在 (0
,

2动 上至多有一个零点
,

注意到
Z

2月时有
0 < 二

几
以及

l一2
V

万
孟一 (` , 一
卷

亡 ` 1, t

习
, _ 一

言
一 。 。 , _ _

、 ,

了。 、
: .

了夕、
2

,

一
。 气多 v 少

-

一
` -丁 以 F , 甲 飞

一
丁 j 下 、 二一 尸

儿 、 儿 / \ 孔 /

一 -」 二 ,

(2
a `

十 声
`

几>

1 1)

从而推得 ”证 )t 在 (
“ ,

钓
上至多有一个零点

,

再由 ” J,1 ( o , 一 ` 书
(补

即知 `袱 ff)t
(
。 ,

洲 上恰有一个零点
,

此点把 `
0 ,

洲 分成 。 ,

,l( )t 的单调方向相反的两个单调区间
,

故
\ 几 / \ 几 /

知一
2 时

,

(4 ) 成立
.

当 · 妻 3 时
,

由广 义 oR lle 定 理
。 ,;] 并考 虑 到 尸卜一

(
一

二)反
,

l(t ) -

蓄
尸

f

一

(备)
反

.

办 ,
,

我们推得 ”袱 )t 在 【
“ ,

勃
上 恰 有 两个 零 点

, “ , 得证
·

再证

( 5 )
,

因 ! ~ 1 时
,

万
:

( t ) ~ 二 一 , ,

(尸
,

( t ) 一 , )
, o < ,

< 2 , s

` 吐

( : ,

一豁器
+

贵
·

` p !

(君 ,

一
` 1 , `

·

尹 0 ,
,

“ < r < ’ 一

( 2
.

1 2 )

( 2
.

13 )

考虑到

!:
“ “

· ,
1

( r , d宕 一 ” ,

故 ” 一 ( 君, 在 。
.

全 上至少有两个变号点
.

由 ( 2
.

12) 和 ( 2
.

1 3)

式即知
r ~ l 时 ( 5) 成立

.

下面我们在 叭武 p
,

)

边型的极值问题
.

记

当 , 〕 2 时
,

( 5) 由 ( 4 ) 推出
.

上建立单边型的 K o l m o g o r o v

引理 1 证毕
.

比较定理
,

并以它为基础来处理单

H广( 、 ) ~ m a x

云
r .

;

( t )
,

月二(、 ) 一 一 m i n 云
, , `

( t )
,

从 ( : )一工 (月广( : ) + 月; ( ; ) )
.

2

定理 1
.

设 犷 妻 2 ,

任 叭武尸
r

)
,

如果存在 又 > A ,

使得 :

( a ) 一 月二(又) 毛 f ( r ) 簇 H厂(又)
,

( b ) 存在 杏
, , ,

使得 f ( : ) 一 石
r ,

; ( : )
,

万:
.
;

( , ) 铸 。 ,

则

( 2
.

1 4 )

( 2
.

15 )

( l ) 如 万:
. : ( , ) > o ,

则 f
`

( g ) 《 万二
, `
(

( 2 ) 如 瓦
, ` ( , ) < o ,

则 j
’

( g ) ) 万止
, `
(

)
,

( 2
.

1 6 )

)
.

( 2
.

17 )



第 5期 房良孙 :某些周期卷积类的宽度及单边宽度的精确估计

证
.

首先考虑 叭式 P r) 内以

式
,

经直接计算得

N 肠 (N ~ 1, 2 ,

… ) 为周期的函数
,

根据 ( .2 7) 一 ( 2
.

1 3 )

尸 !

(
一

二)
”

l

一 (君卜
“ 2

(篇)
” 2 , 孟, 汤( :卜

t 石 E
( 2

.

1 8 )

t 〔 R \ E
,

一.1
肠一肋一!l

、 .皿..we
、

其中 若
: , ` ,

几 ( t ) 为 石八 ; ( t ) 的 CT
e K o o B 函数

u , E ~

。 , 土 1 , 士 2
,

…
,

由 ( 2
.

1 8 ) 式
,

我们推得对一切
r

八左
.

2二 之寿
. , . , 、

2 , 、

、丁 十 `了
’

一 百 宁 曰十 ` )了夕
,

的整数

n
Z d

、

、 月

f r
{ 一了 1 D r .

孟
,

几气不2
~\

d t /

了 ( E
( 2

.

19 )一
一标肠

一 l , , 〔 R \ E
.

根据 ( 2
.

19 ) 式及引理 1 ,

即证得此时定理 1 成立
.

一般情况按文献 L1 11 的方法对 N取极限进

行处理
,

细节从略
.

定理 1 证毕
.

f(t心20

根据引理 1和定理 1 ,

以函数的非增重排 1[] 为工具
,

我们证得

定理 二 设 , 》 : , ; ( , 、 + co
, 。 ,

(李、 为 尸
,

(兽、 的真子算子
,

r 。 ; ; ( 。
,

)
,

、 d t / 、 d t 了

有零点
, F ( , ) 为 , ( , , 的周期积分

(
昆。 F

`

( : 。一 ,̀ 苦,
,

且

{;
’

F (
`
,` , 一 0

)
,

女口存在 自然数

A ,

使得 F ( )t 满足条件

E :

( F ) . ( H
r + :

( 。 )
,

( i ) }}f {}
。
( !J万

, .。

!!
, ,

“ , ,

{{
p 护

(会)
` (

·

, !{
; `

{卜(蓄)
”一 (

·

, J;
·

( 2
.

2 1 )

( 2
.

2 2 )

如

!:
’

f( t ) d , 一 0 ,

贝J还有

( 111) E :

( f )
。 《 E I

(万
, , 。

)
; ,

( ·̀
) E l

(
p ,

(蓄)
, (

·

,
)
。 ` E!

(
p ,

其中 E !

( f )
。
一

。

兴 }If 一
C
}l
, ,

H
· + 1

(几)

”
, , ·

`
·

,

)
。 .

p一
(釜)

-

( 2
.

2 3 )

( 2
.

2 4 )

d n 了` \ 、 , 。 , 二 、 、 *
、 、 ,

言
”

·

又金少按 .(2 巧 )式定义
.

引理 .2 t , ,

、

乓 (凡 ) 以 兀
一 , 及 穿 样条类在 L 尺度下单边逼近

设 , ) l , P
,

( 0 ) ~ O , 。 > A ,

则
E 吉( ; L ( p

,

) )
:
~

s u p { E
:

( f )
。 : f 〔 ; : ( p 少)

,

f土 T
, _ ;

} 一 E
,

(云
, ,。

( 3
.

1 )

n > A ,

则ù
1一

"

q
+

l一宁

其中
; : (尸为 一 : ` ;

(
,

r

(一孑
一

、、
.

\ \ a t l j

定理 .3 设 犷 〕 2 , l 《 q ( + co
,
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(l ) E吉( ; ;

( p
,

) )
乙 一 E ,

(云
r , 。

)了
,

如 p
,

( 0 ) 一 o
,

( 2 ) E ; ( : ,

( p
,

) )
乙一 {!石

。 . 。

{l丫
,

如 p
,

( O ) 祷 0
.

证
.

如 尸
,

( 0) 尹 。
,

则根据最佳单边逼近对偶定理 11[
,

经过分部积分
,

得

E吉( `
q

( p
r

) )
: ~ s u p省ljf !】.q : j “ ; ( p 产)

,

f一 T
。 _ ,

}
.

设 F (t ) 为 找)t 的周期积分
,

因 了上几
_ ` ,

所 以 F 土几
_ : ,

根据引理 2 ,

就有

刀
;

( 尸 )
二 毛 石 ,

(万
, + 、 . 。

)
。 ~ .H

十 ;

( ,
)

,

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

其中 万叶 1,. (t ) 由
一

李 。
r

(兽 、 按 ( 2 .4 )式定义
.

根据 ( 2
.

2 1 ) 及 ( 3
.

, ) 式得

击 \ d t /

l}f11丫 提 }!万
r , ,

11了
.

因为 石
, .

。 ,。 (一 , ) 、 ` .

(尸产)
` , ,

且
.

万
, , , . 。 (一 ,

)一 了
。 _ : ,

根据 ( 3
.

4 ) 式
,

得

石二(
二穿

( p
,

) )
乙

) }1万
r . 。 .

*

!!了
,

令 石、 O ,

即得

石言( `
,

( 尸
,

) ) : ) {1云
r , 。

}1
, , ,

由 ( 3
.

6 ) 和 ( 3
.

7 ) 式得 ( 3
.

3 ) 式
.

当 P (r 0 ) ~ 0 时
,

由最佳单边逼近对偶定理川
,

得

E吉(
; ,

( p
,

) )
: ~ s u p { E

:

( f )。
, ,

f〔 ` 二( p少)
,

t一 T
, 一 :

}
.

再根据 ( 2
.

23 ) 式
,

和上面相仿可证得 ( 3
.

2) 式
,

细节从略
.

定理 3 得证
.

记

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

f 〔 c
尸一 “ : f (

·

) 一 艺
尹 = 1

`
+

· ,。
,

(一布生
·

)
, · , 。 R ,

,口 p
·

` 0 , ` 0

}
,

{
, ` c

’ 一 ’ : ` (
·

’ - j一 l
·

)
,

客一
如 二 ( ” ,一 ”

}
·

( 3
.

8 )

设 凡 (t ) 为 ,
次实系数代数多项

( 3
.

9 )

B

、
艺同

...r卫IJ、
月.

l
ee
、

ù
、 ,矛P

`

`、

ù.凡

则 凡
。 . , _

式凡 ) 表示由 凡 ( t) 确定的 2 , 周期 了 样条类
.

式
, ,

~ o 时
,

认为 P
x

( t ) ~ l ,

令 p ,

( t ) 一 ,尸
,

( t
冲

r

( t )
,

A ,

~ 斗
·

3 , 一 1了 i )

其中 y 表示 P ,

(t ) p 对共扼复根虚部的最大值
.

首先我们用文献 t ll 的方法
,

证得
:

引理 .3 设 ! 》 l , 尸
,

( o ) ~ o , n > 入 ,

则

E `
(二`p

·

,
, “ 2

一 ,

一
p

{
“ 1

(。 )。 : ; 〔 · ; ( p , )
, 。

(子)
一 。 · , 一 l

,

…
, 2·

{
~ E ;

(万
, , ,

)二 ( 3
.

10 )

定理 .4 设 , ) 2 , 1 《 。 《 十 oo
,

生 + 上一 1

q q

n > A , ,

则

( i ) E 十 ( `
,

( p
,

)
, 5 2。 , , 一 :

)
: ~ 石 ,

(万
r . 。

)了
,

如 p
,

( o ) ~ o ,

( il ) E + ( : ;

( p
,

)
, 5 2。 , 二一 :

)
乙 ~ 11万

r , .

}I了
,

如 p
,

( 0 ) 铸 0
.

( 3
.

1 1 )

( 3
.

12 )

l) 如 p试t) 仅有实根
, 则取 在 .

二 0
.
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证
.

只证 ( 3
.

1 2) 式
,

( 3
.

1 1) 式的证明是类似的
.

首先经分部积分
,

我们证得如 p ,

f兰、
.

\ d t /

g ( t ) l 凡
。 , , 一 ;

理
〔i ,
得

且 ; ( 。卜
。 ,

则 :

(登卜
“ ,

, 一 , ,

… 2 。 ,

所以根据最佳单边逼近 对 偶定

石 + ( ` ,

( p
,

)
, 5 2。 , , 一 :

)
乙

一
p

{!{
户:

(会)
g (

·

)

{i
; , : g 。 · ; ( p , ,

, g

(豹
一 0

,

`一 ` ,

…

其中 粉 (兽、 表示 尸: (兽、关于 ;

汀兽 ) 的余子算子
,

设 欺
。

(t)
\

4 t / \ 4 t / \ 峥 t /

, ·

}
,

( 3
.

1 3 )

由 p ,
(蓄)一

尸。

(一浮
一

) 按 ( 2
.

4 )式定义
,

则由引理 3 知 : :

( ; )。 、 : ;

( ; :
, ,

)
. ,

因此由 ( 2
.

2。 ) 和 ( 3
.

1 3 )
一 \ dt /

一
’

一
式

,

得
E +

( `
。

( p
,

)
, S: 。 , ; 一 :

)
: 毛 }}万

: ,。

11了
, `

( 3
.

14 )

为了求得 ( 3
.

1 2) 式的下方 估计
,

我们首先证得矩形求积公式

:
’

, (: )̀ : 一
兮客

,
(
· +

乎)
+ R

·

(` ,
·

( 3
.

1 5 )

在 5 2。 , , 一 :

( p
,

) 上精确
,

其中
“ 为函数 H

,

( t ) 一

{
” 。

r

( ,。` , 一 二

婆下
,

根据文献 [ 1 ]
,

得
J 0 I’ r

LU )

客
(一 ` ,

,” ·

(
, +
苦)

的零点
,

考虑到

E +

(
; 。

( p
r

)
, 5 2。 , , 一 :

)
: ) s u p { R

。

( f )
,

f “
叮

( p
,

) }

U p

}}
”

[全全
。

,

(丛 一 ,

、
` 夕 a L ” 户= 一 \ ” / ( 0 )

“ ( t ) d t :
}1
“
}}

;

( l

一
。

{{:
’

”
, , 。

(一 )
· ( : ) d : :

,̀
·
,,
,

“ }
一 ,,̀ … ,,了 ( 3

.

16 )

由 ( 3
.

1 4 ) 和 ( 3
.

1 6 )式即得 ( 3
.

1 2 )式
.

定理 4证毕
.

评注
.

定理 1一 4中
,

当 rP ( 0) ~ 0 且仅有实根的一些特殊情况已由文献 【1 , 4 , 5 , 7〕证

得
。

四
、

周期卷积类 气 (梦 ) 在 L 尺度下的单边逼近

q.

一孟翻.口

I
J

:

定理 5
.

设 梦 ( R A q , 1蕊 q成 + co 上 + 奥一 1 , 。

~ 1 , 2 , 3 ,

…
,

则

( i ) E才( 二
。

(梦 ) )
:

~ 石 ;

(梦
,

)
, , ,

如 矛。 ( 梦 ) 一

( 11) E才( 二
;

(梦 ) )
乙

一 !}梦
。

!{
, , ,

如 矛。

(毋 ) 护 0 ,

梦 ( t )浮t ~ O
,

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

其中 甄 (t) 一
誓豁 (

! +

洲
一 e0( 梦 .)

证
.

不妨只证 ( 4
.

2 ) 式
.

取一列仅有实根的多项式 凡 (` )
,

使其相应的广义 eB
r
on ull i 多

项式满足条件
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}}B
r

(
·

)一 梦 (
·

)}}
。 ,

、 0
.

由 ( .4 3 ) 式得

设 f ~ 梦 * “ ,

l!
“

P
,

( 0 )
, 《 l ,

、 子。

(毋 )
,

!}万
, , ,

(
·

)一 梦
。

(
·

) !}
穿

,

” 0

( 4
.

3 )

( , 、 + co )
.

任取 f〔 : ;

(笙 )
,

’

令 f
,

( t ) ~ : B
;
* “ ( t )

.

根据文献 [ 1 ]
,

f
,

( t ) 用 T
。 一 、

的最佳上方逼

近存在
,

设其为
,卜

1

( f
, , ,

) 一
。 。 , r

+ 艺 ( a ,
. r e o s及,

+ b*
, : s i n 友,

)
,

根据定理 3 得 E才( f乃
:
成

}l万
, ,。

l!
。 , ,

所以存在一个和
! 无关的常数

c ,

使得 !I
, ff 一 、

( fr
, ·

) 11
: 攫 c ,

因此 {
, 。 一 :

( f
, , ,

) } 的系

数关于
,
一致有界

.

不妨设 叭
, ,

、 心
,

友~ o , 1 ,

…
, , 一 1

,

奴
, ,

” 城
,

左~ 1 ,

…
, ”

(r 一

+ co )
.

令
, 。 一 ,

( f
, ,

) ~ a右+ 艺 ( a
奢

c o s
友

,
+ b育

s i n 左` )
,

于是得
走= 1

}lfr (一 f (
·

) !!
. 毛 }】B

,

(
·

) 一 梦 (
·

) ,!
,7 ,

!l
u
(

·

) }}
。

” o ,

(
r

” + co )
,

( 4
.

4 )

l,f一
,卜

1

( f ) }1
: 成 l}f一 f

r

!}
:
+ !If

,

一 , , 一 L

( f
,

) }!
: + }I

, 。 一 :

( f
r

) 一
, 。 _ ,

( f ) 11
: .

( 4
.

5 )

在 ( 4
.

5 ) 式中令
, 、 + co

,

就有 }If一
; 。 一 :

( f ) 1!
: 提 1}梦

。

!}
, , ,

因为对一切
: 〔 [ 0

, 2 , )
, , , 一 :

( f
r ,

t ) 妻 从 )t
,

所以对一切
, 〔 [ o

, 2二 )
, , , 一 ;

( f
, ` ) ) f( t )

,

从而得到 E才( f ) : 毛 }1梦
。

{1
它 , ,

于是

s u p { E 才( f )
: ,

f〔 : ;

(梦 ) } ( }】qr
。

1!
。 , .

( 4
.

6 )

另一方面
,

因为 反
, 。

(t ) 的 。 eK加
B 函数 万

, , 。 .

从t) 〔 ` ( 尸
,

)
,

所 以可设 反
, 。 , ` 一 瓦

. 。
*

“ 。 , “ * ( ` ) 》 一 1
.

令

, :
,

, ( , ) 一 {
” ,

,

( , 一 二
)
“ 。 (君)浮`

J 0

( 4
.

7 )

则 叫
, 。 ( ` (梦*)

,

其中 ` (梦

所以 毋君
, 。 I T卜

1 .

因此

*
) ~ : ; : ( 梦 (一

z
) )

.

由于 万
, .
。 , 。

(一
, )一 T卜

:

及 梦 〔 R A ; , ,

s u p { 119 1}
。 , , g 。 ` ; (梦*

) } ) 11梦君
. 。
}}

, ,

) il m 11石
r . , , 。 (一 ) 11

, ,

~ l}梦
。 .。

{}
; , ,

( 4
.

8 )

其中 叭 ..( )t 一咎{全
, ,

。

(一 二 + , ) 浮̀
.

在 ( .4 5) 式中令 入呻
十。 ,

得

五 J一 丁

s u p { }19 }l
。 ,

: g 〔 二 : (梦
*

)
, g 一 T

, 一 :

} ) }}梦
,

(一 ) }}
; , .

由最佳单边逼近对偶定理
,

考虑到 矛。

(梦 ) 铸 0 就有

E言(
; ,

(梦 ) )
: 一 s u p { }19 1!

; , : g ` 二石( ar
*

)
,

g 一 T
。 一 ,

} ) }】毋
。

(一 ) }】
。 ,

由 ( .4 6 ) 和 ( 4
.

1的 式得 ( 4
·

2 ) 式
.

定理 5 证毕
.

设 甲 i ( t )
,

z 一 l ,

…
, 2 , 为 2 , 周期函数

,

在 [0
,

2 , ) 上如下定义

( 4
.

9 )

~ !l梦
”

11
, , ,

( 4
.

1 0 )

二二
一

l 二 ,

工 ,

、
,

( 4
.

1 1 )

于

l
se已`

`ù日鑫

,

`.工

。 , : 。 〔。
, 2二 )

\ }午
三一告

·

)
·

产.̀...̀ .̀少、1seesi.J

一一
、苦了厂

`

、

切

考虑 2 , 周期的梦样条子空间 凡
。

(梦 ) :

5 2·

(梦 ) 一

{ f一
: + 梦 * , , 甲 一 艺

` 尸
, ,

艺 ic ( 4
.

1 2 ).

、. t产.J

0

定理 6
.

设 梦 〔 R A q’ , 1 《 q ( + co 生
一

+

q

挤= 1

1
一几 ~

1 , 刀

q

~ l , 2 ,

…
,

且 d i m s
: 。

(梦 )

Zn ,

则
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( i ) E 十 (
二
式梦 )

,

S: 。

(梦 ) )
: = E

,

(毋
,

)
。 , ,

如 矛。

( ar ) ~ O ,

) 石+

( : , (梦 )
, 5 2,

(梦 ) )
:

~ }!毋
。

l}
, , ,

如 矛。

(毋 ) 笋 0
.

( 4
.

1 3 )

( 4
.

14 )
.

不妨只证 ( 4
.

1 3 ) 式
.

用定理 5 的证明框架
,

由 ( .3 1 1) 式我们推得 ( .4 13 ) 式的上方

位证

估计
.

为了求得 ( ;
·

1 3 ) 式的下方估计
,

我们首先证明了存在
· 〔

{
”

,

2),
使得矩形求积公式

在 凡
,

(梦 ) 上精确
.

考虑到矩形求积公式 (3
.

1 5) 式对常数精确及 矛。

(梦 ) ~ 。 ,

根据文献 [ l 〕
,

得
E +

(
` ;

(少 ) )
,

s : ,

(毋 ) )
乙

) s u p { R
。

( f )
,

f 〔 ; ;

(梦 ) }

绝全
,

(乎一 )
· (君 )̀ , : }卜!}

,

“
, · 土R

}
一 “ 工

(梦
·

,一 ( 4
.

15 )
兀

气乙̀ Uj̀

I
J

!̀走
PU

从而得到 ( 4
.

1 3 )式的下方估计
,

定理 6 证毕
.

例
.

根据文献 [ 1 0 ]
, 毋孟 ( t )

,

中h ( t )
,

T ,

( t ) 〔 R A ` ,

所以它们满足 R 刁。
( 1簇 宁成 + co )

条件
,

其中 梦长)t 由 ( 1
.

7) 式定义

e i , ,

s h v人
汤> 0

i 一 了
一

二万
,

( 4
.

1 6 )

e’
, ` _ 。

.

厂一 一下
一

一

叮石 , 5 尹 ) U s 了 ~ V 一
1 ,

一 匕 , .

C

其中 产 (幻 在热传导理论中被人们所熟知
〔10J

.

记 B介一
: ` (扩 )

.

考虑到

(
n 一 l , 2 ,

… ) 阶严格周期全正的
`8J ,

所以 d im 5 2。

(梦汤
) ~ Z n ,

于是得到

( 4
.

1 7 )

『汤(
t
) 是 Z n

+ 1

一一
1一了+

l一叮

定理 7
.

设 1 提 q 提 + co
, n

~ 1 , 2 ,

…
,

则

( i ) E : ( A亡)
: ~ E

。

( A拿)
: ~ {}梦泞}}

, , ,

( 11) E 才( B户)
:

~ E石( B才)
乙 ~ E ,

(中之)
。 , ,

( 111) E言( A言
, 5 2。

(梦 h
) )

: 一 E 一

( A雪
,

5 2。

(毋 h ) )
: ~ }}梦含1!

, , ,

特别

( 4
.

18 )

( 4
.

19 )

( 4
.

2 0 )

( i
v ) E才( A之)

:
~ E J ( A全)

:
= 又 一

网

乡一
二二e h , ” 人

、 .产、 、了,j
.ù

任勺̀,`

(
·
) 劣 ( t)A

: 一 嵘 (动一
2

万 (鑫赢*),
(v i。 : : (, : ) : 一 : ; ( , : )一

8

鑫不
目

{裔乐而
,

( 4
.

2 1 )

( 4
.

2 2 )

( v i i ) 石才(召之) : 一 石、 ( B之)
:

一
m a x

艺
, , , l

S l n 月公 t

s h刀 , 人

( 4

( 4

、 ,声、了ù、ù ù
6,山,̀

:
J
份月份了̀、矛`、

厂一 /咨
, 1 、女

( v i ii ) E才( B穿) : ~ E矛( B穿)
乙

~ Z V “ 气Z J , 二了 - -了 )
,

\

一
1 s n 一 n v 刀 ,

( i x ) : : ( 。 : )
: 一 : ; ( 。 二) : 一 8 艺 只

一下共二一万
.

、

一
’ 一 “

一
一 , ` 一 、 一 ` 一

二1 ( Z v 一 1 ) s h , ( Z v 一 1 ) h
-

评注
.

助 poH阴
,

IJ二yH 川 曾用不同于本文的方法得到 ( 4
.

2 1) 式
.



中 国 科 学 (A 辑 ) z, 5 5 年

引理 .4 t’, ,l 设 尸
;

( , ) 一 ,。

n ( , ,

一 对)
, 又,

> o
, a ) l 为整数

, ,

、J)r( i ) d九
_ :

( : , ( p

( 11) d九
_ :

( : 乙 ( P

1 = 1

L ) ~ d九(二。 ( 尸
,

L ) 一 d几( ; :

( P
,

)
,

乙 ) ~ E :

(万
尸刁 ) : ,

( a ) l )
,

)
, 乙 ) ~ 石 L

(石
r , ,

) 。
,

( a ) 2 )
.

定理 8
.

设 n 一 , , 2 ,

…
,

梦 ( t ) 能被 p
,

( t ) 一 , ·

11 ( , ,

一 ` ))
,

夕 = l

。 ) 1 为整数 )的广义 eB
r
on uu i 多项式在 L 尺度下逼近

,

特别如 梦 ( , )

则

a + 2 , ~ , ,

则

( 4
.

2 7 )

(斗
.

2 8 )

(又i > o
,

i ~ 1
, `

一
了 ,

为奇函数
,

且 少 〔 R A 乙 ,

( i ) d森
一 l

(
` 。

(毋 )
, L ) ~ d鑫(

二。 ( ar )
, L ) ~ E :

(梦
。

) 乙
.

( 4
.

2 9 )

T卜
`

是其 2n 一 1 维极子空间
,

如 id m 又
,

(梦 ) 一 2。 ,

则 又
。

(梦 ) 是其 2 ,
维极子空间

.

特

( ; ) d鑫
一 :

(刀么
,

乙 ) 一 J九( 丑急
,

乙 ) 一 s 艺

证
.

根据定理 5 , 6 ,

只需证

( 2 , 一 l )
s h n

( 2
, 一 1 )人

( 4
.

3 0 )

d丸(二。 (梦 )
,

L ) ) E ;

(梦
。

) : .

因为
; .

(梦 ) 〕 R ,

所以只需对任何包含 R 的 2 , 维子空间 M
Z。

〔 fL
。

,
: ,

证明

E + ( 二。 ( ar )
,

M
Z。

) : ) E :

(梦
。

) 乙
.

( 4
·

3 1 )

取一列满足定理 8 条件的 rP (t )
,

使其相应的广义 B e m ou ill 多项式满足条件 }IB
r

(
·

)一

梦 (
·

) 11
: 、 o ,

根据 ( 4
.

2 7 ) 式
,

则有 五 十

(二 . ( p
f

)
,

对
名。

) : ) E :

(万
, , 。

) L ,

取 一 函 数 列 f
,

(

: .
( P r

) 及一序列
6 ,

、 + o ,

使得

E + ( f
, ,

M
Z。

) : ) E :

(万
r ,。

) : 一 s r ,

( 4
.

3 2 )

设 f
,

~ B
;
* “ r ,

!}价 }!
。 成 1 ,

因为 L 。
中的单位球是 * 弱紧 的叫

,

所 以存 在
“ 。 ` 乙。 .10 2 , 、 ,

}}婉 }}
. 成 z ,

使得
u尸

些
u o .

(斗
.

3 3 )

且 u 。

一 R ,

令 f0 ~ qr * “ 。 ,

则 了
。 ` : 。 (少 )

,

且对一切
x ` [0

,

2 , ]

1f
r

(劣 ) 一 f
。

(劣 ) }毛 }}B
;

(
·

) 一 梦 (
·

) }{
:

}!
“
{}
二

+

}!;
”

, (

一
) (一 (才 ,

一
(君 , ,“ :

}
一 ”

·

( 4
.

3 4 )

U
`

根据 A r z e l a以
2, 定理

件 I!B
f

(
·

) 一 毋 (
·

) }l
: ” o

` 。 ( 尸
,

) 是连续函数空间中的局部列紧集
,

其中 B
,

取遍满足条

的全体
.

于是

}】j
,

(
·

) 一 f
。

(
·

) !!
二

一 。 ,

(
; 、 + co )

,

因为 M
Z。

。 R ,

所以

E +
( f

,

一 f0
,

M
Z,

)
:

( 石犷( f
;

一 f
。

) : 毛 4 , }}f
,

一 f
。

!I
。 ,

于是根据 ( 4
.

3 2 )
,

( 4
.

3 5 ) 和 ( 4
.

3 6 ) 式得

( 4
.

3 5 )

( 4
.

3 6 )

E 十

( f
。 ,

M
Z,

) : ) 石 +

( f
; ,

M
Z,

)
。
一 E +

( f
r

一 j
。 ,

M
: 。

)
乙

) 石 t

(万
r , 。

) : 一 4二 }If
,

一 f
。

11. 一 。 , .

( 4
.

3 7 )

在 ( .4 3 7 ) 式中令
犷 ” + co

,

得
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石 十

( f
。 ,

M
: 。

)
:

) E ,

(梦
,

) : ,

百 +

( 二。 (梦 )
,

M
Z。

)
乙

) 石`

(梦
,

)
: ,

( 4
.

3 8 )

( .4 3 1) 式得证
.

因为 扩 ( t) 为奇函数
,

所以由 ( .4 26 ) 及 ( .4 29 ) 式得 ( 4
·

30 ) 式
.

定理 8 证毕
.

因为 2二 周期有界变差函数空间的单位球 * 弱紧叫
,

由 ( .4 2 8) 式
,

用证明定理 8 的方法
,

我们证得 :

定理 9
.

如 , (t ) 能被 rP幼 一 尸 n (tz 一 对)( 又
;

> 。 , , 了 , a ) 2 为整数 )

的广义 B e r n o ul h 多项式一致逼近
,

则

( i ) `么
一 L

( 二
:

(梦 )
, 乙 ) ~ d九( : :

(梦 )
, 乙 ) ~ E l

(了
,

) 。
,

( 4
.

3 9 )

( 11) 7’
。 _ ,

是其 2。 一 l 维极子空间
,

如 d i m 5 2。

(少 ) ~ Z n ,

则 5 2 ,

(梦 ) 是其 2 ,

维极子空

间
.

例
.

设 D
口

(t ) 为
二
阶的通常意义下的 B e r n o u ill 多项式

e t 沙子
D

·

( `卜立凰
一

标
,

一了二1
, 。 一 .1 .2

`

( 4
.

4 0 )

如果 梦 ` R A
`

且 毋 ( )t 为奇函数 (或偶函数 )
,

则对于一切
a ) 1 ( 。 》 2 ) 的整数

, 毋 *

D
。

满足定理 9 条件
.

特别如记 毋
“

,h ~ 毋为 * D
。 ,

群
,

力
~

` 。
(梦

` ·丙 )
,

则 A护 包括一切可以在

带形区域 、

一
+ i , ,

! , ! < 无 } 内解析延拓
,

对每一个固定的 ! , } < ` 满足条
咧会

R · , (
·

+ * , )
{}
。 、 1的 ,二 周期函数 , (! )

.

Kp e“一 曾经考虑过 A ;
,

、

据定理 8 和定理 9
,

我们获得 了 d找 A护
, L )

,

( a
) l) 及 d只 A沪

,

计
.

上的某些极值问题
.

根

L ) ( a 妻 2 ) 的精确估

五
、

周期卷积类 气 (梦 ) 宽度的精确估计

设 d
。

( : 。
( ar )

, L ,
)

,
d

”

(
; 。

(梦 )
, L , ) 分别表示

: ,

(毋 ) 在 L ,
尺度下的

G e l f a n d 宽度
.

K o l m o g o r o v 及

引理 5一洲 如 p
·

(` ) 仅有实根
, ` 毛 , 镇 + co

,

专
( i ) d Z。 一 ,

( 二。 ( p
,

)
,

乙. ) ~ d Z,

( 二。 ( p
r

)
,

L 。 ) ~ }1少
r , ,

{】。
,

( 11) ` 2。 _ `

( 二
。
( p

r

)
, L ) ~ d z ,

( 二
叮

( p
,

)
,

L ) 一 }}必
, , 。

}{
叮 , ,

十 典一
1 , , 一 1 , 2 ,

…
,

则

( 111) ` 2,

( ` 。 ( p
r

)
, L 。

) 一 }}口
; : ,

{}
; ,

( i v ) d , ” 一 ,

( ; :
( P

,

)
, L ) ~ d , 月

( ` : ( P
r

)
, L ) ~ {!中

,、 。

}}。
,

( v ) ` , ” 一 `

( 、 二 ( p
,

)
, L 。

) 一 班
”

( 二。 ( p
。

)
, L 宁

) ~ !】再
, 。

}1
, .

了卜
,

是 ( 5
.

1 )一 ( ,
.

3 )式中各 K 宽度的极子空间
,

5 2。
,

卜
,

( p
r

) 是 d : 。

( : . ( p
,

)
, L 。 )

子空间
, T ” 一 `

~ 弋任 L . : 了I T 。 一 :

} 是 ( 5
.

5 )一 ( .5 7)
.

式中各 G 宽度的极子空间
,

其中

( 5
.

1 )

( 5
.

2 )

( 5
.

3 )

( 5
.

4 )

( 5
.

5 )

的极

办
. ,

( , )

定理 10
.

设 l 成 宁蕊 十 co
,

一

!:
’

1
一

+

B
,

( x 一 ,
)

s g n s i n , ,浮t .

气一
1

, 。 ~ 1
·

2,
· ’ .

q

( 5
.

6 )
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(i) 如 甲 ` R刀 q, ,

则

姚
, 一 :

(气 (梦 )
,

L动 一

d : 。 一 ,

( : 。
(梦 )

,

L ) 一

( il ) 如 毋 〔 尺汉 : -

一 Zn ,

J Z ,

( 二。 (毋 )
, 乙。 ) 一 !}毋

。

!}
. ,

( 5
.

7 )

己: ,

( ` ;

(梦 )
, 乙 ) ~ }1少

。

{1
; , .

( 5
.

5 )

则

( 二。 (梦 )
,

L 叮

) 一 }1童
。

}{
, ,

( 5
.

9 )

(遨 ) 如 梦 。 尺才。 s

d i m s轰(梦 )

d名
。

则

` , 。 一`

(
二 : (梦 )

d , ” 一 `

( ; 。 (毋 )

,

L ) ~ d , ”

(
: :

,

L ;

) ~ 少
”

(

(梦 )
,

戚毋 )

乙 ) 一 {1童
,

{!
。 ,

,

L 叮

) 一 }1少
, ’
{
。 ,

( 5
.

10 )

( 5
.

1 1 )

其中

( 5
.

12 )

Z̀.、
、

梦C

功

艺间

夕
。

c +

( , ) 了 ( x 一 t ) s g n is n n r d t .

{
`(

`

’ -

{
` ( ” -

夕忙 、 戈 ,

一 一 少
,

乙
司 今 一

刀 / 护= 1

。 , : , 。 * ,

女。 , 。 ( , ) 一 。

}
,

全
` , ,

(一哟
,

如 , 。 ( , ) , 。

}
.

了

!
.

·、

一
ó

、声
`

梦
了忆、*加S

证
.

设 乓 (t ) 以 2 , 为周期
,

它在一个周期内至多有 2 ,
次变号且 1入式习 }二 1 ,

记

几
.

( , ) 一 万
L

{ f。 ~
`
+ 梦 * 五。 , c 任 R , h o -J R ,

如 户(梦 ) ~ o }
,

{ f。 ~ 梦 * 石。 ,

如 矛。

(梦 ) 笋 0 }
,

用证明定理 8 的方法
,

由文献 [ 6] 的定理 l
,

我们得到 毋

— 完全样条类 几
。

(梦 ) 上最小范数

范题的解 :

i n f { !If。 }!
; : f。 ` 几

,

(梦 ) } ~ 1!少
。

}!
。 , 1 ( 宁 《 + co

.

( 5
.

1 3 )

由 ( 5
.

1 3 ) 式及 B or s
ku

〔1J 不动点定理
,

我们得到 ( 5
.

7 )一 ( ,
.

12 )式的下方估计 ;根据 引理 5 ,

用

证明定理 , 的方法
,

我们得到 ( 5
.

7 )一 ( 5
.

12 ) 式的上方估计
,

细节从略
.

定理 10 证毕
.

评注
.

由定理 10 特别得到了 d。

( A急

L 。

) 的精确估计
2[ ,`

,.l9

, L co
)

,

d
。

( A才
, L ) d

: 。

( A乞
,

L ,
)

,

d
”

( A之
, L )

,

d
厅

( A么
,
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