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物理张量及其分量矩阵
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摘　要　根据物理张量逆变和协变的性质,对张量角标位置的物理意义作了统一规

定,给出了分量矩阵的具体形式,从而使得矩阵的运算性质能完全适用于张量运算,

为定量讨论物理张量提供了可靠的数学依据。
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张量及张量方程是表达相对论物理量及物理规律的数学语言。但由于目前有关相对论的

研究主要讨论物理规律(张量方程) ,很少涉及方程的解,进行分量的运算,使得分量矩阵没有

受到应有的重视。已出版的有关相对论的书籍对张量及其运算规则的描述十分抽象,张量指标

的位置与其分量矩阵的对应关系亦缺乏统一,使得初学相对论时难以正确领会物理张量的意

义,掌握其具体计算。张量具体运算的唯一途径是通过分量矩阵的运算。因此,笔者拟在本文

用矩阵赋予张量及其运算的严格统一的规则。

1　矢量的逆变分量和协变分量

　　文献[ 1]关于逆变和协变的定义为:在 n维欧几里德空间中的矢量,凡在坐标变换时满足

A
�
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i

( 1)

的矢量称为逆变矢量; 凡满足

A�=
�x i

�x �Ai ( 2)

的矢量称为协变矢量。文献[ 2]和文献[ 3]则是由坐标微分引入逆变矢量,由标量函数的梯度引

入协变矢量。这些定义均没有直接反映逆变分量和协变分量的区别与联系,初学者甚至弄不清

为什么要有逆变和协变之分。笔者从相对论的最基本原理——间隔不变来解释逆变和协变的

意义。

在 M inkow ski空间里,取定坐标系 K ,则空间内两邻近点的空间间隔矢量可表示为

ds = ( dx , dy , dz , dt ) ( c = 1)

另有一坐标系 K′以速度 �相对 K 系沿 x 轴运动,在 K′系中,间隔矢量为

ds′= ( dx′, dy′, dz′, dt′) ( c = 1)



两矢量对自身的点积分别为

ds2 = dx 2 + dy2 + dz 2 + dt2 ;

ds′
2
= dx′

2
+ dy′

2
+ dz′

2
+ dt′

2
。

　　由 Lorentz变换知

ds′2 =
( dx - �dt ) 2

1 - �2 + dy 2 + dz 2 +
( dt - �dx ) 2

1 - �2

　　　　　　　 =
1 + �2

1 - �2 ( dx
2 + dt2 ) -

2�
1 - �2dxdt + dy 2 + dz 2

显然有 ds′
2
≠ ds

2

　　为解释这一矛盾, 一般采用 it( i= - 1)替换 t ,从而保证 ds′
2= ds

2。不加说明地进行替

换,会使人误以为闵氏空间的时间 t 的物理意义发生了变化,不具有客观实在性了。其实并非

如此, 实际上,四维间隔 ds
2并不能写成矢量对自身的点积,而应写成空间矢的逆变分量与协

变分量的积。即

ds2 = dAidAi　　( A = x , y , z , t) ( 3)

　　定义 1　在 n维矢量空间中,矢量在给定坐标系 K 的坐标线上的投影构成该矢量的逆变

分量,用上指标表示, 其分量矩阵为单行矩阵。同一矢量在 K 系的倒逆系 K
- 1
的坐标线上的投

影构成该矢量的协变矢量, 用下指标表示, 其矢量矩阵为单列矩阵。其中倒逆系 K
- 1是以原系

K 的基底的倒逆基为基底构成的坐标系。这样, 根据线性代数的常识,有

Ai = A
i
g
- 1 ; Ai = gAi ( 4)

其中 g 是原坐标系到其倒逆系的过渡矩阵,称为度规张量。对于任一确定的坐标系,过渡矩阵

是唯一确定的。因此,同一矢量的逆变分量与协变分量存在一一对应的关系。由于欧氏空间的

三维笛氏坐标系的倒逆系就是其自身,从而有g= E(单位矩阵)。只有在这种情况下,逆变分量

和对应的协变分量的值才相等, 但其矩阵表达式仍是不同的。定义 1在本质上是和( 1)、( 2)式

一致的。

现在回到上文中的间隔问题。根据光速不变原理, 矢量组 a1 = ( 1, 0, 0, 0) , a2 = ( 0, 1, 0,

0) ,a3 = ( 0, 0, 1, 0) , a4 = ( 0, 0, 0, i) ( i = - 1) 构成平坦闵氏空间的一个基底。在这个基底

上建立坐标系 K ,容易求出倒逆系 K
- 1
的基底为 b1= ( 1, 0, 0, 0) , b2= ( 0, 1, 0, 0) , b3= ( 0, 0, 1,

0) , b4= ( 0, 0, 0, i)。这样,从原系到倒逆系的过渡矩阵为

g =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 - 1

( 5)

据定义 1, 对于 K 系

dAi = ( dx , dy , dz , dt )

dAi = ( dx , dy , dz , - dt )

对于K′系

dA′i = ( dx′, dy′, dz′, dt′)

dA′i = ( dx′, dy′, dz′, - dt′)

从而
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ds2 = 〔dx dy dz dt〕

dx

dy

dz

- dt

= dx 2 + dy 2 + dz 2 - dt2

　　　　　　　　 ds′2 = dx′ dy′ dz′ dt′

dx′

dy′

dz′

- dt′

= dx′2 + dy′2 + dz′2 - dt′2

由洛氏变换立即得到 ds′
2= ds

2 ,即四维间隔是不变量。尽管读者对上述内容十分熟悉,但

这里要强调的是逆变和协变之分对于相对论物理的重要意义。一些书籍上出现 A
u
A

u
, Buu等写

法是不妥的。因为按照爱因斯坦约定,重复指标自动求和。而下文会说明不能就两个逆变(或

协变)指标求内积,也就谈不上求和。

2　高阶张量的分量矩阵

　　如果说在欧氏空间里矢量(一阶张量)之间的运算可看成对应分量的运算,尚看不出区分

逆变指标和协变指标的重要性。那么进入广义相对论领域后,物理张量的阶数可以是二阶、三

阶,甚至更高,求积的两张量的分量之间没有一一对应的关系。这时必须严格区分逆变与协变,

才能避免概念上的混淆和计算上的错误。文献[ 1]指出,二阶张量可用方阵表示,其实不然。例

如,二阶协变张量 A��对协变矢量 B�的外积 A��B�= C�� 显然是一个三阶协变张量, 如将 A��表

示为方阵,通过分量矩阵的运算必然得到一阶协变张量。事实上, 能用方阵表示的仅是二阶混

变张量

A
�
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A
1
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2
1 ⋯ A

n
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2
2 ⋯ A

n
2

A
1
n A

2
n ⋯ A

n
n

( 6)

　　定义2　n维 r 阶逆变张量的分量(全是逆变的)矩阵为单行矩阵,其列数为 n
r ( r 为指数)。

n维 s阶协变张量的分量(全是协变的)矩阵为单列矩阵,其行数为 n
s ( s 为指数)。

如二阶逆变张量的分量矩阵为

A
i
j = A

11
A
12
⋯ A

1n
A

21
⋯ A

2n
⋯ ⋯ A

n1
⋯ A

nn ( 7)

　　定义 2′　n维空间中, 高阶张量的分量有的满足逆变规则,有的满足协变规则, 这样的张

量叫混变张量。( r+ s)阶混变张量(其中 r 为逆变阶数, s为协变阶数)的分量矩阵为 n
s行, n

r 列

的矩阵。

如( 2+ 1)阶混变张量的分量矩阵

A
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( 8)

定义 2及 2′赋予高阶张量鲜明的直观性。由定义 2可见,在 n维空间中,同阶张量仅仅是分量

的个数相等, 它们的矩阵形式并不一致。用矩阵将张量的分量明确地表示出来,才能将张量运
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算转化为矩阵运算。Kr onecker 张量 �和度规张量 g亦有逆变、混变和协变三种形式。如果对

�张量的三种形式 ���、���、���不加区分,拿来便用,以 ���=
1　当 � = �时
0　当 �≠ �时

　统一称呼, 则会

引起运算上的错误。其实三者的作用完全不同,逆变形式 ���表示两逆变矢量的正交性

���= 〔1　 0　0　⋯　0

n个

　1　 0　0　⋯　0

n个

　1　⋯　⋯　0　1
n个

〕 ( 9)

混变形 ���表示逆变矢量与另一协变矢量的正交性

��� =

1 0 ⋯ 0

0 1 ⋯ 0

0 0 ⋯ 1

( 10)

而协变形式 ���则表示两协变矢量的正交性, 其形式为 ���的转置。
度规张量的逆变形式为 g

��

g
��
= g

11
g
12 ⋯ g

1n
g
21 ⋯ g

2n ⋯ ⋯ g
nn ( 11)

它与张量相互作用,可实现张量指标的上升。协变度规张量 g��的分量矩阵为 g
��的转置,可以

用来实现指标的下降。而混变度规张量

g
�
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g
1
1 g

2
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1

g
1
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2
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2
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1
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2
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( 12)

实现物理张量的逆变与协变指标的互换。很明显,三种形式不加区分,则指标升降的过程就不

能通过矩阵运算来实现。

3　张量指标的升降、外积、内积

3. 1　矩阵的广义积

　　初等矩阵求积必须满足左乘矩阵的列数等于右乘矩阵的行数。在广义相对论中,张量的分

量矩阵有时不满足此条件。这时,可将矩阵求积稍加延拓。

( 1)当单行 n
r
列矩阵左乘 n

s
行 m 列矩阵时,可将 n

r
列(或 n

s
行)划分为 n

r- s
(或 n

s- r
)块,

然后分块相乘,乘得结果按原顺序排列起来。

( 2)当单列 n
r 行矩阵右乘n

s列 m 行矩阵时,作同样的处理。

后面会看到,在物理张量的运算中, 只会出现以上两种超出初等矩阵运算范围的情况, 且

r、s只取 1、2两个值。例如

g
ij = g
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g
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〕〔A〕⋯⋯〔g

n1
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nn
〕〔A〕 ( 13)

3. 2　张量指标的升降

　　张量指标的升降指张量的逆变和协变性质的互换,对应于分量矩阵的行列之间的转换。在

725　4期 李传起:物理张量及其分量矩阵



第 2节中已经说过度规张量的参与可实现这一操作。用逆变度规左乘实现指标的上升

T
�
= g

��
T�; 　T

��
= g

�a
T
�
a ( 14)

用协变度规右乘实现指标的下降

T� = T
�
g��;　　T��= T

�
�g�� ( 15)

　　文献[ 4]关于指标的升降一律用度规张量左乘被操作张量,是不严格的。以下谈内积时会

说明这一点。张量经过指标升降的操作后,性质量值都发生了变化。因此,必须同时施行反向

的升降以使张量的性质量值不变。一般有

g
��
g��= ��� = E　　( det�g� ≠ 0) ( 16)

　　由上式可知, 张量指标经一次上升,一次下降的操作后,保持原有的性质和量值

g
��
Tg��= T ( 17)

3. 3　张量的外积和内积

　　文献[ 1]中定义两张量的外积为各分量积的集合

A
i
jB

m
kl = C

im
jkl

很明显,上式左端两张量的分量矩阵不满足矩阵运算规则。退一步讲,即使张量的分量矩阵可

以相乘,乘的结果恐怕也难以反映右端张量的性质, 连阶数都发生了变化。

定义 3　两张量外积的分量矩阵等于协变张量的矩阵(列阵)左乘逆变张量的矩阵(行阵)

C
i
1
i
2
⋯i

pj
1
j
2
⋯j

q
= Aj

1
j
2
⋯j

q
B

i
1
i
2
⋯i

p ( 18)

　　若参与外积运算的张量有混变张量,则需要利用( 14)、( 15)式进行指标的升降转换为逆变

形式或协变形式。

定义 4　两张量的内积必须就一个张量的指定上标和另一张量的指定下标求出,指定上

标和下标的个数必须相等; 必须通过指标的升降使得指定上标的张量的上标只含指定上标,指

定下标的张量的下标只含指定下标; 必须用指定上标的张量左乘指定下标的张量。

C
i
1
i
2
⋯i

p- sj
1
j
2
⋯j

q- s
= A

l
1
l
2
⋯l

sj
1
j
2
⋯j

q- s
B

i
1
i
2
⋯i

p- sk
1
k
2
⋯k

s
( 19)

( 19)式是就指标 l、k 求内积的结果。

由( 19)式可知,指标升降的过程本身就是度规张量与被操作张量就相同指标求内积(爱因

斯坦约定)。因此,指标上升(或下降)的操作必须以度规张量左乘(或右乘)。

按照定义 4,求内积的两张量必须满足( 19)式右端的形式。在指标升降过程中,会遇到对

度规张量自身指标的升降问题, 这时会出现指标升降的循环。此时应根据( 13)式求矩阵的广义

积来完成运算。

物理张量的运算无非是求内积和外积。张量场的散度是坐标微商算子矢量与张量的内积;

梯度则是坐标微商算子矢量与张量的外积。必须注意, 微商算子矢量 �
�x i , 虽然指标是上指标,

但 x
i 出现在分母上, 使得

�
�x i是协变矢量。同理,

�
�x i
是逆变矢量。在( 18)、( 19)式定义的内积、外

积运算中,已经考虑了矩阵的乘法规则,因此,张量在求积过程中满足结合律和交换律。例如四

维电磁场张量的协变散度为(高斯制)

� �F��=
�F��
�x � = F

�
�
�
�x � =

0 H z - H y - Ex

- H z 0 H x - Ey

H y - H x 0 - E z

E x E y E z 0

�/ �x
�/ �x

�/ �z
�/ �t
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　　 =

　�H z / �y - �H y/ �z - �Ex / �t
- �H z / �x + �H x / �z - �Ey / �t

　�H y/ �x - �H x / �y - �E z / �t

　�Ex / �x + �Ex / �y + �E z / �t

(其中 c = 1) ( 20)

由上式立即可看出,电磁张量的协变散度为协变矢量。很明显,该矢量对自身的点积不能构成

不变量。而用逆变微商算子

� i = 〔��x ,
�
�y ,
�
�z , -

�
�t〕

　　对 F
�
� 求内积得到的逆变散度与协变散度的内积则是闵氏空间的一个不变量。利用

Maxw ell方程可以证明这一点。

根据 1的内容可知,对于某空间的任一矢量,其逆变分量对协变分量的内积必然为该空间

的不变量,即矢量场的任一矢量总是与一个不变量相联系。如闵氏空间中速度矢量与光速不变

相联系;时空矢量与间隔不变相联系;电流密度矢量与电荷不变量相联系等等。笔者通过对相

对论力学、相对论电磁学及广义相对论中诸多张量的反复研究,认为某空间的任一张量必然与

该空间的一个不变量相联系,张量上下指标全部对换后与原张量的内积构成该空间的一个不

变量。限于篇幅, 笔者仅以电磁张量为例来说明这一点。闵氏空间中电磁张量的分量矩阵为

F
�
�=

0 H z - H y - Ex

- H z 0 H x - Ey

H y - H x 0 - E z

Ex Ey E z 0

( 21)

　　根据( 14)式和( 15)式, 利用度规张量的作用使上标下降, 再使下标上升后得到

F
�
� =

0 H z - H y E x

- H z 0 H x E y

H y - H x 0 E z

- Ex - Ey - E z 0

( 22)

( 21)式与( 22)式分别就指标 �、�求取内积,则得
F
�
�F
�
� = 2( - Hz

2 - H y
2 - Hz

2 + Ex
2 + Ey

2 + Ez
2 ) = 2( E2 - H

2 ) ( 23)

即与电磁场张量相联系的不变量为 E
2
- H

2
。参考文献[ 2]曾利用 Maxw ell方程组和 Lo rentz

变换式得到这一不变量,但过程比较复杂。

我们知道,坐标变换下的不变量在相对论研究中有着重要的意义。而准确地掌握度规,严

格区分逆变和协变,则可以找到与任一张量相联系的不变量。从这一点可以看出,张量符号的

严格和分量矩阵的准确是十分必要的。

4　小　结

　　尽管张量是表达相对论物理的优美语言,但纵观有关书籍,张量自身却并不优美。上下指

标位置不分, 会导致逆变、协变的混淆。目前,上标表示逆变, 下标表示协变已经为大家普遍接

受,但上标对应分量矩阵的行,下标对应分量矩阵的列却没有受到应有的重视。本文给出统一

的规定,张量的运算和矩阵的运算完整地统一起来。张量也就变得不仅好看, 而且实用,我们才

能运用矩阵这一浅显的工具来研究复杂的事物。
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PHYSICAL TENSOR AND ITS COMPONENT MATRICES

Li Chuanqi
(Dep artment of Basic S ciences, NIM , Nanjin g　210044)

Abstract　According to the contr av ar iance and covariance char acterist ics o f phy sical tensors,

the author has made a uniform regulat ion on the phy sical meaning o f subscript and super-

script in the expr ession of a tensor. T hus, a clear display o f tensor matrix is given, the oper-

ational rule of matr ix is made completely suitable for tensor calculus, and a reliable mathe-

mat ic base is prov ided for quant itat ive analysis o f the physical tensor.

Keywords　 tensor, cont ravariance, covariance, metric tensor, inter nal product , ex ter nal

pr oduct
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