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1  导  引

仿射 Kac-M oody 李代数从 20 世纪 60年代发展

至今取得了一系列令人瞩目的成果. 它不仅成功地推

广了几乎所以有限单李代数理论中值得推广的理论,

而且在其他学科上有一些很好的应用. 同时还深刻地

影响着一些新发展起来的其他数学分支, 例如顶点算

子代数理论、量子群理论等.因此, 我们很自然地要问,

到底仿射李代数的哪些性质决定了它有这么丰富的理

论? 或者说,我们该从哪方面去推广仿射李代数, 使得

推广后的李代数也可以拥有一些好的性质. 当然 Kac-

Mo ody 代数(或广义 Kac-M oo dy 代数)本身就是一种

推广,在此之后一些新的推广开始陆续地出现.包括广

义相交矩阵( GIM)李代数、根阶化李代数、高维仿射李

代数等等.在这些推广中, n-Tor oidal李代数(或 To-

r oidal李代数)都是最典型的例子.所有的 T oroidal代

数都是根阶化的, 而 n- Tor oidal李代数加上一些导子

后则是一个零度为 n 的高维仿射李代数. 另外通过

Cartan矩阵的 n-重仿射化得到的矩阵是最典型的

GIM [ 1] ,当 Cartan矩阵是 D或 E 型时, 其所对应的相

交矩阵代数正是 n-Tor oidal李代数.

设 G是复数域上的有限单李代数, A = A n B= C

[ t
? 1
1 , ,, t

? 1
n ]是有 n 个未定元的洛朗多项式环. 那么

在张量空间 GáA n上有一个自然的李代数结构,称为

多重 Loo p代数.在文献[ 2]中, M oody 等第一次给出

了 To roidal李代数的定义.他们将 T oroidal 李代数 S

定义为多重 Lo op代数的泛中心扩张,具体地, S= Gá
A Ý 8n , 其中 8n 是 A 上的 Kasser 微分(见 2. 1节) .

当 n= 1,其就是仿射李代数.与仿射情形不同的是,当

n\2时, T oroidal代数的中心是无穷维的. 在文献[ 2]

中,他们给出了 2-To roidal代数的一个 presentat ion,

然后利用该 presentat ion,他们得到了 2-To roidal代数

的顶点算子实现.之后,在文献[ 3]中, Rao 等将这些结

果推广到一般的 n. 同时他们给出的顶点表示是直接

在基元素上给出,并不像在文献[ 2]中是利用生成元和

生成关系得到的.

我们总期望能够用较少的生成元来表述一个代

数.在文献[ 4]中,作者在这方面做了一些尝试.他们给

出了两个新的 presentat io n(见 2. 4节) ,其中第 2种的

生成元没有包含中心元.在文献[ 5]中, 作者为了实现

椭圆李代数引进了李代数的合并这一概念,文献[ 4]中

的想法正是来源于此. 他们用有限单李代数和广义

H eisenberg 代数的合并给出了 To roidal 李代数一种

新的 presentat ion.我们熟知有限维单李代数的 Car tan

子代数是共轭的以及其自同构群是内自同构群和图自

同构的半直积, 仿射李代数也有类似的结果. Pianzola

在文献[ 6-7]中推广了这些结果, 分别给出了 T oro idal

李代数的共轭性定理和其自同构群的刻画. 对于

Tor odial李代数结构理论上的其他结果大概还包括:

文献[ 8]中研究了 T oroidal的W ey l群, 文献[ 9]中刻

画了多重 Loop 代数的导子, 以及文献 [ 10]中对多重

Lo op代数的极大子代数的描述等.

有限单李代数和仿射李代数都存在着单根系, 其

诱导出代数上的一个标准的三角分解. 依赖此三角分

解,有限单李代数和仿射李代数上均有一套非常完整

的高权模理论. 但当 n \2时, To roidal李代数没有一

个标准的三角分解, 从而高权模理论没法自然地推广



到 To roidal代数上去. 在文献[ 11-14]中,他们利用一

些非标准的三角分解来构造 Verma 模, 也得到了一些

有趣的结果.在文献[ 15]中, Chari分类了仿射李代数

的可积单模(在以后,如无特殊说明, 我们说的可积模

都是指权空间有限维的) ,她指出除了高权、低权模外、

仿射代数还有一类中心作用为零的可积模 ) ) ) Loo p-

模.在后面我们将看出, 这类模在 T oro idal代数上有

非常好的推广. 在文献 [ 16]中, Chari 等构造了这类

Lo op模, 其作为向量空间无非就是一些有限单李代数

的有限单模和 C[ t, t
- 1

]的张量空间(或子空间) . Rao

在文献[ 17]中将这个结果推广到多重 Loop 代数上

去,分类了多重 Loo p代数上的可积单模. 其模空间与

仿射时类似,只是将 C[ t , t
- 1

]替换成 A n .之后, 他在文

献[ 18]中分类了 Tor oidal代数 S
~

= S Ý E
n

i= 1 mCd i 上

的可积单模, 其中 d i 是A 上的度导子( 3. 4 节) .将多

重 Lo op模中的有限单李代数的有限单模换成仿射李

代数的可积高权单模, A n 换成 A n- 1后, Rao 在这个向

量空间上定义了一个 S
~

-模结构, 并且这个模是可积和

完全可约的.当中心元作用不平凡的时候, Rao 证明了

任意的 T orodial 李代数的可积单模在通用一个自同

构的作用后(通过自同构可以赋予这个模一个新的模

结构) ,同构于前面构造的某个模的不可约部分(在新

的模作用下) . 至此, To roidal李代数 S
~

的可积单模分

类问题得到完全解决. 定义全 T oro idal代数为 To-

r oidal代数和 A n 上导子代数的半直积(见 2. 1节) ,全

Tor oidal代数的可积单模也已经在文献[ 19-20]中得

到了分类.

仿射李代数高权模的第一次具体实现是 Lep-

o wsky 等[ 21]利用顶点算子给出的, 之后仿射李代数的

顶点表示得到了广泛的研究. 就现在看来,我们要去研

究那些从仿射李代数推广过来的李代数的表示理论

时,总喜欢从构造该代数的顶点表示入手.这大概是因

为在仿射情形时,顶点表示最初是用来构造其最简单

的高权模 ) ) ) 基本模的. 因此,对于从仿射李代数推广

出来的李代数而言, 用顶点算子构造出来的模也应该

是最基本的,从而可以为之后研究该代数其他表示理

论提供一个良好的模版. 仿射李代数的顶点表示最重

要的有两类:齐次表示和主表示.他们的区别在于构造

顶点算子时用的 H eisenberg 子代数是齐次的或主的.

Tor oidal李代数 S的齐次顶点表示在文献[ 2-3]中被

得到,随后在文献[ 22-23]中, T an和 Bil liy 分别构造了

A 1-型 T oroidal李代数和一般 T oroidal代数的主顶点

表示(这些文章中 S所对应的单李代数 G的定点图都

是单边的) .这些模都是忠实的而且高度不可约的. 从

文献[ 3, 23]中构造的模来看, T oro idal李代数 S的这

些膜都满足一些特许的性质以及都可以扩充为一个更

大代数S* (加了一部分导子, 见 3. 4 节)的模. 在假设

S-模满足这些特许性质的前提下, Rao 在文献[ 24]中

构造这类模相对应的 Z-代数. 而在文献[ 25]中, Ber-

m an 等则证明了仿射李代数的所有不可约高权模都可

以提升为 S-的一个权空间有限维的不可约模,而这也

为后面文献[ 19-20]中全 T oro idal李代数的可积单模

分类提供了思路. 同时在文献[ 26]中, 作者给出了文

献[ 25]中构造的模的顶点算子代数解释. 注意到以上

构造的这些顶点表示, Der( A )中总有的一部分导子的

作用是无法定义的. 为了得到全 T oroidal代数上的不

可约表示, Billy 在文献[ 27]中利用顶点算子代数的语

言的构造了一类全 T oro idal李代数的不可约表示.

Billy 在文献[ 27]中还定义了全 To rodial的一类模范

畴,并证明了这类范畴中的单模就是其用顶点算子代

数构造的那些模.在 S所对应的单李代数 G的定点图

是非单边的时候,也有一些齐次顶点表示的结果已被

得到.例如:文献[ 28-32]等.

仿射代数上也有一些非可积高权模的构造, 如

Wakimo to 用自由域构造的 Wakimo to-型模, Feingold

和 Frenkel 构造的 Fer mionic 和 Boso nic 模中的

Bosonic模等.利用文献[ 2]中给出的 2-To roidal代数

的 presentat io n, Cox 在文献[ 33]中用自由域给出了

A 1-型 2-T oroidal李代数的两个实现以及文献[ 34-35]

分别给出了 2-T oro idal 李代数上的 Fermionic 和

Bosonic表示. 不久前, 利用文献[ 3]中给出的 n-To-

r oidal李代数的 presentat ion, 文献[ 36]构造了 A l 型

n-Toro idal李代数的 Wakimoto-型表示. 值得注意的

是,当 n= 2时,文献[ 2]中给出的 presentat ion 中生成

元是中心元的个数是1(见注 2) .而当 n\3时,却是无

穷的. 因此,利用 2-T oro idal的生成元和生成关系比较

容易将仿射李代数上的一些表示推广到 2-T oroidal李

代数上去.遗憾的是,至今我们没有看到直接利用基元

素构造出来的 T oroidal李代数的不可积模.

高维仿射李代数( EALA)是近些年发展很快的一

门理论,其最早的定义是在文献[ 37]中给出的. 之后,

在文献[ 38]中, 作者系统地研究了 EALA. 他们指出

EA LA 的分类问题归结为高维仿射根系( EARS)的分

类.并且他们利用半格的语言给出了 EARS 的一个完

全分类.由定义, EALA是由一个三元组( E , ( , ) , H )

组成的.因为 E 中的迷向根生成了一个自由加法群,

我们定义该群的秩为 E 的零度. 由于秩为零的 EALA
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是有限单李代数以及秩为 1 的 EALA 是仿射 Kac-

Mo ody 李代数
[ 39]

,因此 EALA 可以说是有限单和仿

射李代数的一种自然推广. n-T oro idal EALA (见 4. 1

节)是最典型的零度为 n 的 EALA. 我们知道仿射

Kac-M oody 代数的导代数模去中心后可以用一个(无

扭或扭的) Loop代数来实现.类似这样的思想, 我们定

义一个 EALAE 的核E c 为E 中由非迷向根向量生成

的子代数以及无中心核为 E c/ Z(E c) .我们期望能够给

EA LA 的无中心核一个统一的实现, 进而用其来实现

所有的 EALA.

为了刻画 EALA 的无中心核, Yoshii引进了李环

面的概念
[ 40]

.简单来说, 设 $是有限不可约根系, Q=

spanZ$以及 + 是一个自由加法群, 那么李环面L 是一

个具有某些性质的 Q @ +-阶化李代数. 称李环面 L 的

零度为n,若 + 的秩为 n. 在文献[ 40]中, Yoshii证明

了任何一个 EALA 的核都是一个李环面并且任一个

无中心李环面都是某个 EA LA 的无中心核. 在文献

[ 41-42]中, Neher 进一步研究了李环面. 他在文献

[ 41]中给出了李环面的一个等价定义, 并利用该定义

在文献[ 42]中说明了利用一个给定的无中心李环面可

以构造出一个 EALA. Neher 指出这样构造出来的

EA LA 穷尽了所有的 EA LA, 这样 EALA 的实现问题

很自然地就转化为无中心李环面的实现问题.称一个

李环面是 f g c的,如果 L 看作L 的中心子的模时是有

限生成的. Neher 在文献[ 42]中证明了不是 A l-型的无

中心李环面都是 f gc的.

设 R是 X l-型有限单李代数 G的( s, r )-型有限阶

自同构(见文献[ 43]第 8章) , 这里 s I Nl+ 1 , r= 1, 2或

3. 那么 R可以扩充为无扭仿射李代数 G( 1) = G áC[ t,

t
- 1 ] Ý Cc Ý Cd 的一个自同构. 记其不动点子代数为

G( 1)
R ,那么 Kac 证明了 G( 1)

R 是仿射 Kac-Mo ody 代数

X
( r)
l 的一个实现, 称为仿射李代数 X

( r )
l 的 s-型实现.

Allison, Ber man, Faulkner 和 Pianzola 将这种过程运

用到多重 Loo p代数 Gá A n 上.他们对一组给定的交

换的 G的有限阶的自同构 R= (R1 , ,, Rn) ,定义了一个

子代数 L ( G, R) (见 4. 4节) .将 G替换成一个中心单代

数A,在文献[ 44]中他们用 L (A, R)给出了一类阶化中

心单代数的实现.之后,在文献[ 45]中,他们对 G的自

同构 R做一些附加的假设. 同时假设存在 G的一个交

换子代数 h,使得其是G关于 R的不动点子代数的一个

Cartan子代数,并将子代数 L ( G, R)记为 L ( G, R, h) (见

4. 3节) . 他们证明了这些李代数 L ( G, R, h)是 f gc的

无中心李环面, 且每个 f gc的无中心李环面都可以实

现为L ( G, R, h) , 对某些特许的 G, R, h. 从 EALA 的分

类结果可知,除一些例外的坐标代数外, A l-型 EALA

的无中心核也是 f gc的. 这样, 结合 Neher 的结果,他

们给出了几乎所有的 EA LA 的一个多重 Loop实现.

我们知道, 与仿射情形不同的是, EALA 的无中

心核上的坐标代数不一定再是交换结合的. 例如有量

子换面、交替环面、Jordan 环面等等. 这就使得这些

EA LA 的表示理论变得非常的复杂, 至今我们所知道

的只有在 A l-型量子环面代数, TKK 代数上有一些零

散的表示结果[ 46-50] .相对来说, T oroidal李代数拥有比

较丰富的表示结果, 同时我们知道在仿射的情形, 扭仿

射李代数通常有与无扭仿射李代数相平行的表示理

论.包括有限维模的分类、可积模的分类、顶点表示等.

因此,利用扭的 T oro idal代数的表示理论来研究 EA-

LA 的表示理论成为一个新的思路.最近,在文献[ 51-

54]中, 他们将 Rao 在无扭 T oroidal 代数 (或多重

Lo op代数)上的有限单模分类以及权空间有限维的可

积单模分类结果推广到扭的情形. 我们知道在顶点算

子代数( VOA)理论中, 扭 VOA 理论占据着一个重要

的地位,并且有一系列很好的结果. Billig 在文献[ 55]

中建立了结合于 To roidal李代数的 VOA 理论, 他将

Tor oidal代数的泛 VOA 的一个商与一个格 VOA ,一

个仿射 VOA 以及一个结合于仿射李代数gl
C

n 和 Vira-

soro 李代数的 VOA 的张量等同起来. 之后在文献

[ 56]中, Billig 等利用扭 VOA 的理论将其在文献[ 55]

中得到的结果推广到扭的情形, 从而给出了一类扭

Tor oidal EALA 的不可约表示. 并且, 他们具体给出

了 TKK 代数的多重 Loo p实现, 因此给出了 TKK 代

数的一类不可约表示.

本篇文章的结构如下: 在第 2节中, 我们介绍了

Tor oidal代数和全 Tor oidal代数的定义, 给出了 To-

r oidal代数的几种 presentat ion. 在第 3 节中, 我们先

介绍了的 To roidal代数表示的一些具体构造, 包括齐

次顶点表示、主顶点表示、Fermio nic表示和一类不可

约表示.接着, 我们给出了 T oro idal代数和全T oro idal

代数的可积单模的分类. 在最后一节中,我们阐述了扭

多重 Loo p代数与 EALA, 李换面的联系,并构造了扭

Tor oidal李代数的一类不可约表示.

2  结构理论

2. 1  To roidal李代数

作为多重 Loo p 代数的泛中心扩张, T oro idal代

数的定义最早出现在文献[ 2]中. 设 G是复数域上的
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有限单李代数, < , > 是 G上的非退化不变对称双线

形.对固定整数 n,令 A B= A n = C[ t
? 1
1 , ,, t

? 1
n ] . 设 8A

是复数域上的向量空间, { t
r
K i , r I Zn

, 1 [ i [ n}构成

其一组基. 这里, 对 r = ( r 1 , ,, r n) I Zn , 我们记 t
r =

t
r
11 , ,, t

r
nn . 设 dA 是 8 A 中由元素 E r i t

r
K i 张成的向

量子空间, 我们考虑商空间 8n B= 8A / dA . 设 K ( u, r)

= E uit
r
K i , u = ( u1 , ,, un ) I Cn . 那么 Tor oidal代

数 S= GáA Ý 8n ,其李关系如下

[ x á t
r
, y á t

s
] = [ x , y ] á t

r + s+

 < x , y> K ( r , r+ s) ,

其中 x , y I G, r , s I Zn
以及K ( u, r)是中心元.

定理 1
[ 2, 57]  S是李代数 GáA 的泛中心扩张.

当 n\2时, S的中心是无限维的.这使得 T orod-i

al代数极度/退化",为此我们需要给 S添加一些导子.

设 D是 A 上的导子代数, 那么 D有一组基{ t
r
d i , r I

Z
n
, 1 [ i [ n } , 其中 d i B= ti

d
dti

. 记 D(u, r) =

E u it
r
d i , u I Cn . 定义全 T oro idal代数 S

C

= G á A Ý

8n Ý D是 To roidal代数和导子代数的半直积,其李关

系如下[ 3] :

[ D( u, r ) , D( v , s) ] = D( ( u, s) v - ( v , r) u, r+ s) -

 ( u, s) ( v, r ) K ( r, r+ s) ,

[ D( u, r ) , K ( v, s) ] = ( u, s) K ( v , r+ s)+ ( u, v) K

 ( r , r+ s) ,

[ D( u, r ) , x á t
s
] = ( u, s) x á t

r+ s
,

其中 u, v I Cn
, r , s I Zn

, x I G以及( , )是 C
n上的内积.

由于 D与 8n的李乘非平凡, S
C

的中心是有限维的,进

而拥有更好的表示理论.

对任意的 B I GL ( n, Z) ,我们可以定义一个 S
C

的

自同构 B 如下:

B. X á t
r = X á t

B. r
,

B. D( u, r ) | y D(B. u, B. r ) ,

B. K ( u, r) | yK ( ( B
t
)

- 1
. u, B . r) ,

我们将这个过程称为坐标的变换.

注 1  事实上,对任意的 EI H
2 (D, 8n) ,我们都可

以在空间 SÝ D上定义一个李代数结构. 上面给出的

李乘用的是 H
2 ( D, 8n)中的一个特许的 2-上同调 E1

(见 4. 4节) .

2. 2  Presentat ion I

在文献[ 2]中,作者用无扭仿射李代数的 presen-

tat ion首次给出了 2-To roidal李代数的一个 presenta-

t ion.之后该结果在文献[ 3]中被推广到任意的 n.

设 A= ( aij )
l
i, j= 0是无扭仿射李代数 X

( 1)
l ( X = A,

,, G)的 Cartan 矩阵. 设 $是其相对应的根系, 0 =

{A0 , A1 , ,, Al }是其单根系以及 Q= ZA0 Ý , Ý ZAl 是

根格.那么在 Q上有一个对称双线性形( , )使得 2( Ai ,

Aj ) / Ai , Ai )= aij .设 A
#

= ( aij )
l
i, j= 1 , Q

#

= ZA1 Ý , Ý ZAl , 0
#

= { A1 , ,, Al } . 记 D= E
l

i= 0 niAi , ni I Z+ , g cd( n0 , ,,

nl )= 1,是其虚根.若(A, A) X 0,令 AD B= 2A/ ( A, A)是对

应于 A余根. 而虚根 D= E
l

i= 0
n

D
i AD

i , n
D
i B= ni ( Ai ,

Ai ) / 2 .

设 r= ( r1 , ,, rn- 1 ) I Zn- 1
. 考虑复数域上李代数

t,其有生成元( 0 [ i [ l, r, s, m I Zn- 1 ) .

Dr ( s) , A
D
i ( r) , X m( ? Ai )

和生成关系:

Dr ( s)+ Dk ( s) = Dr+ k ( s) ,

Dr ( r )= 0, Dr ( s)是中心元,

[AD
i ( r ) , AD

j ( s) ] = ( Ai , Aj )Dr( r+ s) ,

[AD
i ( r ) , X m ( ? Aj ) ] = ? ( Ai , Aj ) X m+ r ( ? Aj ) ,

[ X m (Ai ) , X n (- Aj ) ] = - Dij ( A
D
i ( m+ n)+

 2
( Ai , Ai )

Dm( n+ n) ) ,

[ X m ( ? Ai ) , X n( ? Ai ) ] = 0,

adX 0 ( ? Ai ) 1- a
i j X m( ? Aj )= 0, ( i X j ) .

设 G是结合于 Cartan 矩阵 A
#

的有限单李代数,

ei , f i , hi , 1 [ i [ l是 G的一组 Chevalley 生成元. 令 h
#

= C á ZQ
#

. 设 H是最高根, 选取 e0 I GH, f 0 I G- H使得

spanC{ e0 , f 0 , h0}同构于 sl 2 ( C) , 其中 h0 = E
l

i= 1
n

D
i h i

I h
#

.

定理 2
[ 3]  下面的映射给出一个从 t 到 S的李同

构

Dr ( s) | yK ( r, s) ,

X m( Ai ) | y ei á t
m
, i= 1, 2, ,, l ,

X m( - Ai ) | yf i á t
m
, i= 1, 2, ,, l,

X m( A0 ) | y e0 á t
m
t n ,

X m( - A0) | yf 0 á t
m
t

- 1
n ,

A
D
i ( k) | yh i á t

k
, i= 1, 2, ,, l,

AD
0 ( k) | yh0 á t

k + t
k
t

- 1
n K n .

注 2  当 n= 2时,由 Dr( r )= 0和 Dm ( r )+ Dn ( r )=

Dm+ n( r ) , r , m, n I Z知 Dm ( r )= 0 若 r X 0以及 Dm ( 0)

= mD1(0) . 那么 c/ B= D1 (0) , A
D
i ( k ) , X k ( ? Ai ) , k I Z, i

= 0, ,, l 构成 t 的一组生成元 [ 2] . 这样 2-Tor oidal李
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代数就拥有一个很好的表述, 文献[ 2]中的顶点表示就

是利用该 presetatio n得到的.另外, 文献[ 33-35, 58]中

也利用这个 presentat ion 得到了一些 2-tor oidal李代

数的模.

2. 3  Presentat ion II

本节的表述来源于文献[ 3] ,其被引进的目的是用

来构造 Tor oidal代数的齐次顶点表示(见 3. 1 节) .我

们熟知,定点图为单边的有限单李代数的根格上可以

定义一个二上循环. 利用该二上循环可以给出有限单

李代数的一个实现(见文献[ 43]第 6章)以及得到一个

结合于根格的扭群代数. 在文献[ 59]中,正是利用该群

代数得到了仿射李代数的齐次顶点表示.

我们熟知在G的根格Q
#

上,存在二上循环 :: Q
#

@ Q
#

y{ ? 1} , 使得

:(A, A)= (- 1)
( A, A)

2 , :( A, B): (B, A) = (- 1) (A, B)
,

:(A+ B, C) = :( A, C): (B, C) ,

:(A, B+ C) = :( A, B): (A,C) , A, B, CI Q
#

.

命题 1
[ 3, 57]  S有如下的 presentat ion.

生成元:

X Aá t
r
, h á t

s
, 8n , AI $

#

, h I h
#

, r , s I Zn
,

生成关系:

X Aá ( Kt r+ Lt s)= K( X Aá t
r
)+ L( X Aá t

s
) ,

[ X Aá t
r
, X B á t

s
] =

:( A, B) X A+ B á t
r + s

,   若 A+ BI $
#

0, 若 A+ B| $
#

G {0}

:( A, - A) (AD á t
r+ s +

 K ( r , r+ s) ) , 若 A+ B= 0

[ há t
r
, X Aá t

s
] = A( h)X Aá t

r+ s
,

[ hi á t
r
, h j á t

s
] = ( hi , hj ) K ( r, r+ s) ,

8n是中心.

2. 4  Presentat ion III

仿射李代数 A
( 1)
1 的主顶点表示首次在文献[ 21]

中被引进,随后在文献[ 60]中给出了一般性的构造.该

表示的构造利用了仿射李代数的主实现, 其中的关键

在于找出仿射李代数的主 H eisenberg 李代数. 在文献

[ 23]中,作者推广了文献[ 60]的结果, 得到了 T oro idal

代数上的主顶点表示. 以下的内容详见文献[ 43]第 6

章或文献[ 23] .

设 h是 G的 Co xeter 数, 那么 G上的主自同构 M

由条件

M( ej )= ex p( 2Pi
h

) ej , j = 0, 1, ,, l.

唯一决定.显然, M诱导出 G上的一个 Zh 阶化,即

G= Ý j I Zh Gj , Gj = {g I G| M( g) = exp(
2 jPi
h

) g} .

令 e = E
l

i= 0
ei 是循环元以及 s0 是 e的中心化子.

那么 s0 是 G的 Car tan子代数并且存在基T j I Gm
j , j=

1, ,, l使得( T i , T l+ 1- j )= hDij . 这里 1= m1 [ m2 [ ,

[ ml = h- 1是 G的指数.定义李代数 Ss = E j I ZGj á

C[ t
? 1
1 , ,, t

? 1
n- 1 ] t

j
n Ý 8n ,其李关系为

[ x á t
r
, y á t

s
] = [ x y ] á t

r + s+ K ( rc, r+ s) ,

其中 rc= ( r1 , ,, rn- 1 ,
r n

h
) .

对 A= E 1 [ i [ l
k iAi I $

#

,定义 A的高度 ht(A) =

E k i .选取任意的非零根向量 e
A,那么有:

命题 2
[ 23]  李代数 S同构于 Ss .具体的对应如下:

e
Aá t

r
| ye

Aá t
r
t
hr

n
+ ht(A)

n ,

AD á t
r

| yAD á t
r
t
hr

n
n +

ht( A)
h

t
r
t
hr

n
n K n ,

K ( r , s) | yK ( r , s) ,

其中 r , s I Zn
, r= ( r 1 , ,, r n- 1) .

设 $
#

s 是 G关于主 Cartan子代数 s0 的根系.对每

个 AI $
#

s ,选取非零根向量 A
A
.因为 $

#

s 关于M有 l 个轨

道且每个轨道的长度为 h,我们可以从不同的轨道选

取根 B1 , ,, Bl 使得 A
B

10 , ,, A
B
l0 张成 G0 .这里 A

A
j I Gj ,

使得 A
A= E

h

j= 1 A
A
j .那么,集合{ A

B
ij á t

j
n , T j á t

j
n , K n , i

= 1, ,, l , j I Z}构成仿射子代数 Gs= E j I ZGj á t
j
n Ý

CK n 的一组基.

注 3  在文献[ 43] Thm 8. 7 中, Kac给出了仿射

李代数的 s-实现, 其中 s= ( s0 , ,, s l ) I Nl+ 1
.选取 s=

(1, ,, 1)就是所谓的主实现. 在文献[ 24]中, 作者给出

了 To roidal代数上的 s-实现,推广了命题 2.

2. 5  Presetat io n IV

在文献[ 5]中, 作者利用 H eisenberg 代数生成元

和仿射李代数的 Chevalley 生成元以及一些其他的关

系,给出了椭圆李代数的一个 presentat ion. 受该工作

的影响,文献[ 4]利用广义 H eisenberg 代数的生成元

和有限单李代数的 Chevalley 生成元给出了 2个 To-

r oidal代数的新 presentat io n.

设 g1 , g2 是李代数,定义他们的合并 g1* g2 = T ( g1

Ý g2 ) / I ,其中 I 是由元素 g i á h i - hi á g i - [ g i , h i ] ,

g i , h i I gi 生成的理想. 在不引起混淆的情况下, 我们

仍记 g1* g2 的商为 g1* g2 .
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现在我们给出广义 H eisenberg 代数 hn- 1的定义,

其有生成元

A
D
i ( m) , Dr ( s) , m, r , s I Zn- 1

, 1 [ i [ l ,

和生成关系

Dr ( s)+ Dk ( s) = Dr+ k ( s) ,

Dr ( r )= 0, Dr ( s)是中心元,

[AD
i ( r ) , AD

j ( s) ] = ( Ai , Aj )Dr( r+ s) .

设 e ? A
i
, AD

i , 1 [ i [ l 是有限单李代数的一组

Chevalley 生成元.设 hn- 1* G是广义 H eisenberg 代数

hn- 1和有限单李代数 G的合并,其合并关系是

AD
i = AD

i ,

[ [ e ? A
i
, A

D
j (m) ] , A

D
k ( n) ] =

1
2
(Ai , Aj ) (Ai , Ak ) [ e ? A,

 ? AD
i ( m+ n) ] ,

[ [A
D
i (m) , eAj ] , e- A

j ] = - ( Ai , Aj )A
D
j (m) ,

[ [A
D
i (m) , eB] , eC] = 0, 对 B, CI ? F

#

和(B, C) \0,

其中 i , j , k= 1, ,, l和m, n I Zn- 1
.

定理 3
[ 4]  hn- 1 * G同构于 To roidal李代数 S.

设李代数 G
~

有生成元

e ? A
i
(m) , AD

i , i= 1, ,, l , m I Zn- 1 ,

和生成关系

e ? A
i
(0)和 AD

i 是单李代数 G的一组 Chevalley 生

成元,

[AD
i , e ? A

j
(m) ] = ? (Ai , Aj ) e ? A

j
( m) ,

[ eB(m) , eC( n) ] = 0,对 B, CI ? F
#

和(B,C) \0,

[ [ eA
i
(m) , e- A

i
( n) ] , e ? A

j
( s) ] = ? (Ai , Aj ) e ? A

j
(m+

 n+ s) ,

定理 4
[ 4]  G

~

同构于 To roidal李代数 S.

3  表示理论

3. 1  齐次顶点表示

设 G是复数域上的有限单李代数以及其定点图

是单边的, A1 , ,, Al 是其单根系. 令 #是由 A1 , ,, Al ,

D1 , ,, Dn- 1 , +1 , ,, +n- 1张成的整格, Q是 # 中由 A1 ,

,Al , D1 , ,, Dn- 1张成的子格. 设 ( a ij )是结合于 G的

Cartan矩阵, ( , )是 #上的对称双线性形,使得

( ai , aj ) = a ij , ( Di , +j )= Dij ,

其他的值均为零.

设 H = C á Z #, 那么有李代数 H
C

= E 0 X m I ZH

(m) Ý Cc, 其中 H (m) µH 作为向量空间. H
C

上的李

结构如下

[A(m) , B( n) ] = Dm+ n, 0 (A, B) c.

设 H
C

-
= E m< 0 H ( m) , 那么对称代数 S ( H

C
-

)上

有一个自然的 H
C

-模结构,使得 c的作用是恒等变换, A

(m) , AI #, m< 0的作用如同左乘算子, A(m ) , AI #, m

> 0的作用等同于 S(H
C

- )上由 B( n) | yDm+ n, 0 (A, B) , BI

#, n< 0唯一决定的导子.

回忆 2. 3节中定义的二上循环 : .设 C[ Q]为扭的

群代数,其乘法是 e
A
e
B= :( A, B) eA+ B. 那么 C[ #]是一个

C[ Q]-模使得 e
A
e
C
= :( A, C) e

A+ C
, AI Q, CI #, 其中 : ( A,

+j )= 1, AI Q, 1 [ j [ n. 我们考虑 For k空间 V ( #) B=

C[ #] á S (H
C

-
) .在 V ( #)上定义算子 A( m) , z

A
, AI Q, m

I Z如下:

A( m) ( e
Cá u) = e

Cá A(m) u, m X 0,

A( 0) ( e
Cá u)= ( A, C) e

Cá u, m= 0,

z
A
( e

Cá u)= z
(A, C)

e
Cá u,

其中 CI #, u I S(H
C

-
) . 对 AI Q,定义顶点算子

E
?
( A, z ) = ex p(- E

n r 0

A( n)
n

z
- n

) ,

以及

X (A, z ) = E
-
(A, z ) z A+ ( A, A)

2 e
A
E

+
(A, z ) .

设 X ( A, z ) = E
m I Z

X m (A) z - m . 对 AI Q,定义

A( z ) = E
k I Z

A( k) z
- k

,

A+ ( z ) = E
0 [ k I Z

A( k ) z- k,

A
-
( z ) = E

0> k I Z
A( k) z

- k
,

那么对 CI #,我们可以定义正规序

: A( z ) X (C, z ) B= A
-
( z ) X (C, z )+ X ( C, z )A

+
( z ) ,

设 : A( z ) X (C, z ) B= E m I ZT
A
m ( C) z

- m
.对 r= ( r1 , ,,

rn) I Zn
, 记 r = ( r 1 , ,, r n- 1) 和 Dr = r1D1 + ,+ r n- 1

Dn- 1 . 那么结合命题 1, 我们有

定理 5
[ 3]  下面的映射给出 T oro idal代数在 V

( #)上的一个忠实表示:

X Aá t
r

| yX r
n
(A+ Dr) ,

AD á t
r

| yT
A
r
n
(Dr) ,

K ( r , s) | y E
n- 1

i= 1
r iT

D
ir
n ( Ds) + rnX r

n (Ds) ,

其中 r , s I Zn
, AI $

#

.

注 4  当 G所对应的定点图是非单边时, 在文献

[ 28-32]中构造了这种类型的 T oro idal代数的齐次顶
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点表示.

3. 2  主顶点表示

类似仿射的情形, 主顶点表示的构造关键在于给

出主 H eisenberg 子代数. 为此我们引进序列{ bi , i I

Z} , 其中 bi+ j l = mi + j h, j I Z, i= 1, ,, l .注意到 b1 - i

= - bi .那么定义 Ss 的主 H eisenberg 子代数 s= spanC

{ T i á t
b
in , t

ih
n K p , K n} , i I Z} , p= 1, ,, n- 1, 其李运算

如下

[ T i á t
b
in , T 1- j á t

- b
jn ] = biDijK n .

从而 s在空间 F= C[ x i , u ip , v ip ]
p= 1, , , n- 1
i I Z

+
上有一个

自然的模结构, 具体如下

T i á t
b
in | y 9

9x i
, T 1- i á t

- b
in | y bix i ,

t
ih
n K p | y 9

9Tip
, t

- ih
n K p

| y iu ip ,

K p | y 0, K n | y id,

其中 i \1, p= 1, ,, n- 1.

对 r= ( r1 , ,, rn- 1) I Zn- 1 ,定义 F 上的顶点算子

K n( z , r )= ex p( E
n- 1

p = 1

rp E
j \1

z
j h
u j p ) exp( - E

n- 1

p= 1

rp

 E
j \ 1

z
- jh

j
9
9Tj p

) ,

K p ( z , r ) = ( E
i\1

iupi z
ih
+ E

i \1

9
9Tpi

z
ih
) K n( z , r ) ,

 p = 1, ,, n - 1,

T i ( z , r ) = ( E
j \1

( jh - mi ) x j l+ 1- iz
j h- m

i +

 E
j \ 1

9
9x j l+ i

z
- jh- m

i ) K n ( z , r ) , i = 1, ,, l.

设 +0 是仿射代数 Ga= GáC[ t n , t- 1
n ] Ý CK n的基

本权,即 +0( AD
i )= 0, 1 [ i [ l , +0( K n)= 0.令常数 KAi =

A( T i ) , AI $
#

s .那么我们定义算子

A
A
( z , r) = +0( A

A
0 á t

0
n) ex p( E

i \1

KAix iz
b
i )

 exp( - E
i\1

KA1- i
9
9x i

z
- b

i

bi

) K n( z , r ) .

下面我们在 F 上给出一个 Ss 的忠实表示, 从而由

命题 2知我们得到了一个 T oroidal李代数 S的忠实表

示.

定理 6
[ 27]  下面的映射给出 Ss 在 F 上的一个忠

实表示:

E j I Z( t
r
t
j h
n K p ) z

- j h
| y K p ( z , r) , p= 1, ,, n,

E j I Z( T i á t
r
t
m
i

+ j h
n ) z

- j h- m
i | yT i ( z , r) ,

 i= 1, ,, l ,

E j I Z( A
A
j á t

r
t
j
n) z

- j
| y A

A
( z , r ) .

注 5  在文献[ 22]中, 作者构造了 A 1 型 T oro idal

李代数的主顶点表示.

注 6  在文献[ 23]中,作者得到了一个添加了一

些导子的李代数 S
*

= SÝ D
*
的忠实主顶点表示,其中

D* = spanC{ tr t i d
dt i

| r I Z
n
, 1 [ i [ r } . 定理 6 是文献

[ 23]主定理的一个显然推论.

注 7  在齐次和主顶点算子表示的构造中我们发

现这类模具有特点

x ( z , r ) K n( z , s)= x ( z , r+ s) , x I G,

K p ( z , r ) K n( z , s)= K p ( z , r+ s) , p= 1, ,, n.

Rao 在文献[ 24]中对满足这类性质的模构造了其

上面的 Z-代数.

3. 3  Ferm io nic表示

在这节里我们将利用注 2 给出 X 型 2-T oro idal

李代数( X = A l- 1 , B l , C l , D l )的 Fermionic表示.设 P0

= Z :1 Ý , Ý Z : l是一个秩为 l 的格带有一个对称双线

性型( , )使得( :i , :j ) = Dij .那么典型有限单李代数的单

根系可以实现为:

A1= :1- :2 , ,, Al- 1= :l- 1- :l ; X = A l
1
.

A1= :1- :2 , ,, Al- 1= :l- 1- :l ; Al = :l ; X = B l .

A1=
: 1- : 2

2
, ,, Al- 1=

:l- 1- :l

2
, Al = 2:l , X= Cl .

A1= :1- :2 , ,, Al- 1= :l- 1- :l , Al = :l- 1+ :l ; X = D l .

对每种类型,我们定义格 P 和其上面的一个对称

双线性型( , )如下

P= ZDÝ Z:1 Ý ,Ý Z: l ,

(:i , : j ) = Dij , ( D, P)= 0, X = A l- 1 , B l , D l ;

P= ZDÝ Z:1 Ý ,Ý Z: l Ý Z:1 Ý ,Ý Z:l ,

(:i , : j ) = (: i , :j )= Dij (:i , : j ) = (D, P )= 0, X= C l .

定义B= - D+ :1 , 对X = A l- 1 , B l , D l , 以及B=

- 2D+ :1 , B= - 2D+ :1 ,对 X= C l .

设 P
* = { a

* | a I P }是 P 的一个复制, 考虑向量

空间

C=
P C Ý P

*
C , X= A l- 1 , C l , D l ;

P C Ý P
*
C Ý Ce, X = B l .

其中 QC= Q á ZC, Q= P , P
* . 那么 C带有一个对称双

线性型如下

< a, b
* > * = ( a, b) , < a, b> = < a

*
, b

* > = 0,

< e, e> = - 1, < e, a> = < e, a
* > = 0.

其中 a, b I P .

设 Clif ford代数 Cl 是由元素 u ( m) , u I C, m I Z

+
1
2
生成,其生成关系是
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u(m) v( n)+ v( n) u( m)= < u, v> Dm+ n, 0 , u, v I

 C, m, n I Z+ 1
2

.

设V 是由一个向量v 0 生成的单Cl-模并满足

u(m ) . v 0 , Pm> 0, u I C. 我们给出 Cl 上的一个正规

序

: u( m) v( n) B=
u(m) v( n) , m< 0

v( n) u(m) , m> 0

对 Fer mionic 域 u( z ) = E n I Z+ 1
2
u( n) z

- n -
1
2 ,

v( w ) = E nI Z+ 1
2 v( n)w

- n - 1
2 , 我们定义

: u( z ) v( w ) B= E m, n I Z+
1
2
: u(m) v ( n) : z

- m-
1
2

 w
- n - 1

2 .

注意到: u( z ) v( z ) :在 V 上的作用是有意义的.回

忆注 2中给出的 2-T oro idal李代数的表述,定义

AD
i ( z ) = E nI Z AD

i ( n) z
- n - 1

, X ( ? Ai , z ) = E n I Z

 X n( ? Ai ) z - n - 1
,

其中 i= 0, 1, ,, l .

定理 7
[ 34]  下面的映射给出 X 型 2- Tor oidal李

代数( X = A l- 1, B l , Cl , D l )在 V 上的一个表示, 其中 c/

的作用是恒等变换以及 1 [ i [ l- 1.

X (A0 , z )=

: :l ( z )B*
( z ) :            X= A l- 1

1

2
( : B

*
( z ):

*
1 ( z ) : - : :

*
1 ( z ) B

*
( z ) : )  X= C l

B*
( z ):*2 ( z ) :   X= B l , D l

X (- A0 , z )=

: :*l ( z )B( z ) :           X = A l- 1

1

2
( : B( z ):1 ( z ) : - : :1 ( z ) B( z ) : )  X = C l

: B( z ):2 ( z ) :  X = B l , D l

X (Ai , z ) =

: :i ( z ):*i+ 1( z ) :         X = A l- 1 , B l , D l

: :i ( z ):*i+ 1( z ) : - : :i+ 1( z ):*i ( z ) : X = C l

X (- Ai , z )=

: :
*
i ( z ): i+ 1 ( z ) :         X = A l- 1 , B l , D l

: :*i ( z ): i+ 1 ( z ) : - : : *
i+ 1 ( z ): i ( z ) : X = C l

X (Al , z ) =

2: :l ( z ) e( z ) :    X= B l

: :l ( z ):
*
l ( z ) : X= Cl

: :l- 1( z ): l ( z ) : X= D l

X (- Al , z )=

2: e( z ):*l ( z ) :    X= B l

: :
*
l ( z ): l ( z ) : X= Cl

: :
*
l- 1( z ):

*
l ( z ) : X= D l

AD
0 ( z )=

: :l ( z ):*l ( z ) : - : B( z ) B*
( z ) :    X= A l- 1

: :*2 ( z ):2 ( z ) : + : B*
( z )B( z ) : X= B l , D l

1
2
( : :

*
1 ( z ):1( z ) : + : B

*
( z ) B( z ) : +

 : :*1 ( z ) :1( z ) : + : B*
( z )B( z ) : ) X= C l

AD
i ( z )=

: :i ( z ):
*
i ( z ) : - : : i+ 1 ( z ):

*
i+ 1 ( z ) :  X= A l- 1 , B l , D l

1
2
( : :i ( z ):*i ( z ) : - : :i+ 1( z )

 :*i+ 1 ( z ) : - : : i ( z ): *
i ( z ) : +

 : :i+ 1( z ) :*i+ 1( z ) : ) X= C l

Al ( z )=

: :l ( z ):*l ( z ) :          X= B l

: :l ( z ):*l ( z ) : - : : l ( z ) :*l ( z ) X= G l

: :l- 1( z ):
*
l- 1 ( z ) : + : : l ( z ) :

*
l ( z ) : X= D l

注 8  在文献[ 35]中, 作者给出了与定理 7相对

应的各类 Bosonic 表示. 特别地, 将其限制在 2-To-

r oidal的仿射子代数上,我们得到了典型仿射李代数

的 Ferminioc和 Bosonic表示.其中 Cl 型的 Ferm inioc

表示和 B l , D l 型的 Bosonic表示是第一次被给出.

3. 4  一类不可约表示

为方便起见, 从这节开始我们令 A 是 n + 1个变

量的洛朗多项式环, 其中第 n+ 1 个变量记为 t0 .那么

A 的导子代数 D= { E
n

p= 0
f pd p | f p I A} .定义 D的

子代数 D* ,Dn

D* = { E
n

p = 1
f pd p | f p I A } Ý Cd0 ,

Dn= { E
n

p = 1
f pdp | f p I A n B= C[ t

? 1
1 , ,, t

? 1
n ] } .

在文献[ 3, 23]中,我们发现通过扩大 S的顶点表

示空间,可以在扩大后的空间上定义一个 S* = SÝ D*-

模结构.在文献[ 25]中,作者利用这种想法将仿射代数

的不可约高权模扩充成 S
*
上的一个权空间有限维的

不可约模.

设 gl n是 n @ n矩阵代数, E ij 是其一组标准基.那

么 gln = sl n Ý CI ,其中 sl n 是的迹零子代数以及 I 是单

位矩阵.设 V ( K, b)有限维不可约的 gln-模, 使得其看

作 sln-模时是以 K为最高权的有限维不可约 sl n-模,且

I的作用为常数 b.对 AI Cn
, 在 V( K, b) á A n 上有一个
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Dn-模结构. 其作用如下

t
r
d p . v á t

s
= ( sp + Ap ) v á t

r+ s
+ E

n

i= 1

r iE ip v á t
r+ s

其中 r , s I Zn
, 1 [ p [ n, v I V (K, b) . 记这个 Dn-模为

V
A
(K, b) .

考虑 S* 的子代数 E= D* Ý 8n+ 1 , 那么我们有分解

E= E+ Ý E0 Ý E- , 其中

E+ = E
n

p = 1

A + dp Ý E
n

i = 0

A + K i , A + B= E
i> 0

t
i
0A n ,

E- = E
n

p = 1

A - dp Ý E
n

i = 0

A - K i , A + B= E
i< 0

t
i
0A n ,

:0= Dn Ý Cd0 Ý E
n

i= 0

A nK i ,

对固定的常数 c, d, 我们可以将 Dn-模 V
A
(K, b)扩

充成一个 E0-模通过作用

t
r
K p . Tá t

s
= 0, 1 [ p [ n,

t
r
K 0 . Tá t

s= c. Tá t
r + s

,

d0= dId.

记该 E0-模为 T ,当 c X 0时 T 是不可约的. 令 E+

在 T 上的作用平凡,那么有 E的诱导模

M B= IndEE
0
Ý E

+
( T) .

显然在 M 上有一个自然的 Z
n+ 1阶化结构.

定理 8
[ 25]  当 c X 0时, E-模 M 上有一个唯一的不

可约商 L ( T)且 L ( T )的每个阶化空间都是有限维的.

对给定的 E-模 L ( T)以及 r I Zn
,定义域

K p ( r , z )= E
j I Z

( t
j
0 t

r
K p ) z

- j
, p = 0, ,, n,

dp ( r, z )= E
j I Z

( t
j
0 t

r
d p ) z

- j
, p = 1, ,, n,

K ( r , z ) =
1
c
K 0( r, z ) ,

那么在 L ( T)上有

K p ( r+ s, z ) = K p ( r, z ) K ( s, z ) ,

其中 r , s I Zn
, p = 0, 1, ,, n.

设 V 是仿射李代数 Gá C[ t0 , t0 - 1
] Ý CK 0 Ý Cd

+ 0的一个不可约高权模,且 K 0 的作用等于 c.对 x I

G,定义 x ( z ) = E j I Z ( x á t
j
0) z

- j . 那么在张量空间 V

á L ( T )上可以定义一个 S*-模结构:

E
j I Z

( x á t
j
0 t

r
) z

- j
= x ( z ) á K ( r , z ) ,

E= Idá E,
d0= d0 á Id+ Idá d0 .

定理 9
[ 25]  S*-模 V á L ( T )是不可约的且每个阶

化空间都是有限维的.

注 9  在文献[ 26]中,作者用顶点算子代数的语

言解释了这类模.之后在文献[ 27]中, 作者将文献[ 25-

26]中的结果推广到全 T oro idal代数上去, 得到了一

个全 T oroidal李代数的模范畴.与文献[ 25]中不同的

是,在文献[ 27]中构造的模在 t
r
0

0 t
r
d 0 上的作用是非平

凡的.

3. 5  不可约,可积表示的分类 I

设 S
~

= SÝ D ,其中 D = E
n

i= 0
Cd i 以及d i 与S的

李乘是

[ d i , x á t
r
] = r ix á t

r
, [ d i , t

r
K j ] =

 r it
r
K j , [ d i , d j ] = 0.

回忆单李代数 G的根空间分解G= E AI $
# GA Ý h

#

. 我们

将考虑 S
~
关于 h

~
= h

#

Ý E CK i Ý E Cd i 的根空间分

解.设 D0 , ,, Dn I h
~ *
使得 Di ( d j )= Dij , Di ( A

D
j )= Di ( K j )

= 0. 设 +0 , ,, +n I h
~ *
使得 +i ( K j )= Dij , +i ( d

D
j ) = +i

( d j )= 0.显然,可以将 h
#

*
上的对称双线型扩充成 h

~ *

上的一个非退化双线性型, 使得 ( +i , Dj ) = Dij , 其他的

均为 0.

对 r I Zn+ 1 ,令 Dr = E r iDi .称 Dr 为虚根,设 $
~
{ A

+ Dr , Ds | AI $
#

, r, s I Zn+ 1} .那么 S
~
有根分解:

S
~

= Ý r I $~ S
~
C,

其中

S
~
C=

GAá t
r
, 若 C= A+ D, AI $

#

,

h
#

á t
r
,若 C= Dr X 0,

h
#

,若 C= 0.

一个 S
~
关于 h

~
的权模 V 称为可积的,如果对任意

的 v I V 和 AI $
#

, m I Zn+ 1 ,都存在常数 k= k (A, m, v)

使得( GAá t
m
)
k
. v = 0.

设 Ga = G á C[ t 0 , t
- 1
0 ] Ý CK 0 , 考虑李代数同

态S
~

yGa á A n Ý D :

x á t
r
00 t

r
| y ( x á t

r
00 ) á t

r
,

t
m

00 t
m
K i | y 0,若 1 [ i [ n或 i= n, m0 X 0,

t
m
K 0 | yK 0 á t

m
,

d i
| yd i ,

其中 r , m I Zn
, r 0 , m0 I Z, x I G. 通过该同态可以将 Ga

áA n- 1 Ý D 上的模看成 S
~
的模.

对每个 i, 1 [ i [ n, 设 N i 是一个正整数. 设 ai =

( ai1 , ,, a iN i ) , 1 [ i [ n, 这里 ai1 , ,, a iN i是一组互异的
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非零复数.令 N = N 1 N 2 ,, N n . 对 I = ( i 1 , ,, in ) , 1 [

ij [ N j ,以及 m= ( m1 , ,, mn) I Zn
, 定义 a I

m
= a

m
1

1i1 ,

a
m
nni
n . 设 S= { I= ( i1 , i2 , ,, i n} | 1 [ i j [ N j , 那么显然 S

= N .设 I 1 , ,, I N 是S 中的元素.对每个 i , 1 [ i [ N ,

设 Ki 是仿射代数 Ga 的一个支配整权. 令 V ( Ki )是 Ga

的,以 Ki 为高权的,不可约高权模. 那么在空间 V (K1)

á ,áV( KN ) áA n 上有一个 Ga á A n Ý D 模结构:

X á t
r
, T1 á , á TN á t

s
= E a

r
I
j
T1 á , á

 XTj á , á TN á t
s+ r

,

d i . T1 á , á TN á t
s
= s i (T1 á , á TN á t

s
) ,

 1 [ i [ n - 1,

d0 . T1 á , á TN á t
s
= E T1 á , á d0Tj á

 , á TN á t
s
,

其中 r , s I Zn
, X I Ga .从而我们得到一类可积的,权空

间有限维的 S
~

-模. 这类赋值模是完全可约的, 且绝大

部分是不可约的.回忆我们在 2. 1 节定义的 S
C

的自同

构 B, 显然 B 也是在 S
~
上的一个自同构. 选取一个这

样的自同构,我们可以在 S
~

或 S
C

-模上定义一个新的模

结构.我们将这个过程称为选取坐标系.

定理 10
[ 18]  任意不可约的,可积的, 权空间有限

维的以及中心作用不为零的 T oroidal李代数模,在选

取适当的坐标系下, 同构于我们上面所叙述的赋值模

的某个不可约部分.

注 10  当中心的作用平凡时, 这种模的分类问题

与上面相似.大概来说, 就是将仿射子代数 Ga 用有限

单李代数 G替代,将 V (Ki )用 G上的不可约高权模替

代.那么我们照样可以得到一些赋值模且在选取适当

的坐标系下,分类问题归结为这种赋值模的分类.

3. 6  不可约,可积表示的分类 II

这节将考虑全 T oro idal李代数 S
C

的权空间有限

维的不可约、可积模的分类问题. 称 S
C

-模是可积的,如

果其作为 S-模是可积的. 首先在条件 K 0 作用是正整

数, K 1 , ,, K n 作用平凡下构造出所有的这类模. 显

然, S
C

是 Z
n+ 1
阶化的, 同时其关于 t0 有一个 Z阶化结

构. 定义 S
C

+ , S
C

0 , S
C

- 分别由元素 G á t
r
0

0 t
r
, D ( u, ( r0 ,

r) ) , K ( u, ( r0 , r) ) , r0 > 0, = 0, < 0 张成, 那么 S
C

= S
C

+

Ý S
C

0 Ý S
C

- .

回忆在 3. 4节中我们定义了一个 Dn-模 V
A
( K, b)

= V( K, b) áA n .设 W 是 G的一个有限维不可约模,令

T= W áV
A
( K, b) .对固定的正整数 c0 和复数 d, 我们

在 T 上给出一个 S
C

0-模结构如下:

X á t
r
. w áTá t

s = Xw áTá t
r + s

,

t
r
d p . w áTá t

s = w á t
r
d p ( Tá t

s
) ,

t
r
d 0 . w á Tá t

s
= d(w á Tá t

s
) ,

t
r
K p . w á Tá t

s= 0,

t
r
K 0 . w áTá t

s = c0 ( w áTá t
s
) ,

其中 r , s I Zn
, X I G, w I W , v I V ( K, b) , 1 [ p [ n.容

易证明这样构造出来的 S
C

0-模 T 是不可约的.设 S
C

+ 在

T 上的作用平凡,那么可以构造 S
C

的诱导模:

M(T ) B= IndC
S
C
S0 Ý C

S+
( T) .

由 T 的不可约性知, M ( T )有一个唯一的不可约

商 V(T ) .那么 V( T )有一个自然的 Z
n+ 1阶化结构, 且

从文献[ 25]可知每个阶化空间都是有限维的.另外,由

W 是不可约且有限维知 V( T)是可积的.

定理 11
[ 19-20]  设 Vc是全 T oro idal代数 S

C

的不可

约,可积以及权空间有限维的模.如果其中心作用不平

凡,那么在选取适当的坐标系下, Vc同构于 V (T ) , 对

某些合适的 T .

接下来我们叙述中心作用是平凡时的分类结果.

设 W 是非平凡的有限单 G-模, 那么在空间 W á V ( K,

b) á A 上给出一个 S
C

-模结构:

X á t
r
. w á v á t

s= X w á v á t
r + s

,

D( u, r) . w á v á t
s
| y w áD (u, r) ( v á t

s
) ,

K ( u, r ) . w á v á t
s= 0,

其中 r , s I Zn+ 1
, u I Cn+ 1 , X I G, w I W , v I V(K, b) .容

易看出 W á V( K, b) á A 是一个不可约、可积的 S
C

-模,

且每个权空间均是有限维的.

定理 12
[ 19-20]  设 Vc是全 T oro idal代数 S

C

的不可

约、可积以及权空间有限维的模.如果其中心作用平凡

以及 G的作用不平凡, 那么在选取适当的坐标系下,

Vc同构于 W á V( K, b) á A ,对某些合适的非平凡的 G-

模以及某些 K, b.

注11  当 G在Vc上的作用是平凡时,至今没有得

到完整的分类结果.

4  扭 T oroidal李代数

4. 1  高维仿射李代数

设 L 是复数域上的李代数满足

( EA1) L 有一个非退化不变对称双线性型( , ) .
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( EA2) L 有一个非平凡的、有限维的、自中心的,

在伴随作用下是可对角化的交换子代数 H .

由( EA2)知 L= Ý AI H * L A以及L 0= H ,这里 LA=

{ x I L | [ h, x ] = A( h) x , Ph I H } . 设 R= { AI H
*
: L A

X0} . 容易看出 H 在( , )上的限制是非退化的, 从而诱

导出 H
* 上一个双线性型( , ) .定义

R
*

= { AI R: ( A, A) X0} , R
0
= {AI R : (A, A)= 0} ,

称 AI R
* 为非迷向根以及 AI R

0 迷向根.记 L 的核 L c

是 L 中由子空间 L A, AI R
* 生成的子代数. 如果 L 还

满足

( EA3) 若 AI R
*
, x A I L A,那么 adx A在L 上的作

用局部幂零.

( EA4) R 是H
* 中的离散子集.

( EA5) R 是不可约的, 即, 若 R= R1 G R2 , ( R1 ,

R2)= 0,那么要么 R1= 0要么 R2= 0, 以及对任意 RI

R
0
,总存在 RI R

*
,使得 A+ DI R.

( EA6) { x I L : [ x , L c ] = 0} AL c .

那么我们称 L 是 EA LA. 由 R
0
生成的子群同构于某

个秩为 n的格,称 n为L 的零度.设 S= { D( u, r) I D|

( u, r)= 0} , 那么 S
C

e = SÝ S是一个秩为 n 的 EALA,称

为 To roidal EA LA.

4. 2  李环面

设 +是一交换群, 若一个李代数 L = Ý KI +L
K
是

阶化的,那么记 supp+( L )= { KI +: L
K X0} .设 $是有

限不可约根系(我们这里指的根系均是包含零的)和

$* = $/ { 0} , 令 $*
ind= {AI $*

:
1
2
A| $*

}以及 $ind =

$*
ind G { 0} .令 Q是关于 $的根格, 以及 + 是一个自由

交换群,称一个李代数 L = Ý AI Q, KI +L
K
A是 Q @ +-阶化

的,如果 [ L
K
A, L

L
B ] A L

K+ L
A+ B, A, BI Q, K, LI +. 记 L A=

Ý KI +L
K
A和L

K= Ý AI QL
K
A, 那么 L = Ý AI QL A是Q-阶化

的以及 L = Ý KI +L
K是 +-阶化的.

一个复数域上的 Q @ +-阶化李代数 L 称为 ( $,

+)-型李环面,如果其满足:

( LT1) suppQ( L )= $.

( LT2) ( i) ( $
*
, 0) AsuppQ @ +( L ) .

( ii) 若( A, K) I suppQ @ +( L )且 AX 0,那么存在 e
K
A I

L
K
A, f

K
AI L

- K
- A, 使得 L

K
A= Ce

K
A, L

- K
- A= Cf

K
A以及[ [ e

K
A, f

K
A] ,

x B] = ( B, A
D
) x B,其中 x B I L B, BI Q.

( LT3) 子空间 L A, AI $*
生成整个代数 L.

( LT4) < supp+ ( L )> = +.

若 +是秩为 n,称 L 的零度为n .

设 L , Lc分别是 ( $, +) , ( $c, +c)-型李环面. 称 L

和Lc是双同构的, 如果存在一个李代数同构 U: L y

Lc,一个群同构 W: + y +c,使得

U( LK)= LcW(K) ,KI +.

不难证明若 L , Lc是双同构的, 那么 $, $c是同构

的根系.

设 C( L)是 L 的中心子,即 End( L )中所有与算子

adx , x I L 可交换的元素的集合. 称李环面是 f gc的,

若 L 是有限生成的C( L )-模.

命题 3
[ 41]  设 L 是无中心( $, +)型的李环面, 那

么 L 是 f gc 的,若 $X A l .

注 12  事实上,由无中心 EALA 的分类结果知,

除了 sl l+ 1 ( CQ ) , Q= ( qij )且某些 qij 不是单位根外, 所

有 A l 型无中心李环面都是 f g c 的. 也就是说, 几乎所

有的无中心李环面都是 f g c的.

注 13  在文献[ 40]中, 作者证明了无中心李环面

和无中心 EALA的等价性. 在文献[ 42]中, 作者进一

步证明了所有的 EA LA 都可以由某些无中心李环面

加上其度导子代数和度导子代数的阶化对偶代数得

到.从而 EALA的实现问题可以归结为无中心李环面

的实现问题,尤其是 f gc无中心李环面的实现问题.

4. 3  李环面的多重 Loo p实现

设 G是有限单李代数,定义集合

cf on ( G) = {R= (R1 , ,, Rn) | Ri I Aut( G) , | Ri | <

 ] , RiRj = RjRi , 1 [ i , j [ n} ,

对 m= (m1 , ,, mn) I Zn
+ ,记 Rm = 1, 如果对每个 j 均

有R
m

j
j = 1.

对固定的 RI cf on , m I Zn
+ 使得 Rm = 1, 定义 +=

Z/ ( m1 ) @ , @ Z/ ( mn) . 令 r = ( r 1 , ,, rn ) | y r = ( r1 ,

,, r n )是从 Z
n
到 +的典范同态,其中 r j = r j + m jZ.设

Fj 是 m j 次本原单位根,定义

Gr = { x I G| Rj ( x )= Frjj x , 1 [ j [ n} ,

那么 G= Ý r I +G
r
.设 h是 G的在伴随作用下可对角化

的交换子代数并且包含在不动点子代数 g= G0中. 那

么 G关于 h有根空间分解 G= Ý AI h* GA, 记 $h= { AI

h* : GAX 0} , Q h= spanZ$h, 以及 Gr
A= Gr HGA. 对 A = C

[ t
? 1
1 , ,, t

? 1
n ] , 定义多重 Loo p代数 Gá A 的子代数

Lm ( G, R, h) B= E
r I Zn

G
r á t

r
,

那么在 L m ( G, R, h)上有一个自然的 $h @ Zn-阶化结构

使得

Lm ( G, R, h) r
A= Gr

Aá t
r .

命题 4
[ 45]  $h是不可约有限根系,以及李代数 L m

( G, R, h)是 $h @ Zn-型李环面当且仅当 R, m, h满足下面
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条件

( I) g是单的且 h是 g的 Cartan子代数.

( II) mi = | Ri | 且| < R1 , ,, Rn> | = m1 ,mn .

( III) 若 0 X r I +, 那么作为 g-模有 Gr = U
r Ý V

r ,

其中 U
r是平凡 G-模以及 V

r要么等零要么是下列 3种

模之一:

( 1) 伴随模 V (H) . ( 2) 小伴随模 V( Hs h ) ,若 $g=

B l ( l \2) , C l ( l \3) , F4 或 G2 . ( 3) 对称模 V( 2Hs h) ,若

$g= B l ( l \2)或 A 1 .

这里 $g是 g关于 h的根系, H和 Hs h分别是 $g的最

高根和最高短根. V (A)代表以 A为最高权的不可约高

权 g-模.

对一个有限单李代数 G, 选取适当的 RI cf on ( G) ,

m I Zn
+ 和交换子代数 h, 使得其满足上述命题的条件

( I) , ( II)和( III) . 那么李代数 L m( G, R, h)是一个无中心

的 f gc李环面,称为 Z
n-型多重 Loop 李环面. 由于 m

由R唯一确定,我们简记该代数为 L ( G, R, h) .

定理 13
[ 45]  对任一个零度为 n 的无中心李环面

L , L 双同构于某一个 Z
n
-型多重 Loo p李环面 L ( G, R,

h) , 当且仅当 L 是 f gc 的.

4. 4  扭 T oroidal 代数

设 G是有限单李代数, R0 , R1 , ,, Rn I Aut( G)是交

换的,且阶数分别是 m0 , m1 , ,, mn . 设 Fi , i= 0, ,, n

是m i 次本原单位根.定义格 #= m1Z@ , @ mnZ, +=

m0Z@ #. 对 r= ( r0 , r ) I Zn+ 1 , 记 r= ( r 0 , r )为典范同

态 Z
n+ 1 yZn+ 1 / +下 r 的象. 那么 G有公共特征空间分

解:

G= Ý r I Zn+ 1 / +Gr ,

其中 Gr { x I G | Rix = Frii x , i = 0, 1, ,, n} . 设 R= C

[ t
? 1/ m

0
0 , t

? 1
1 , ,, t

? 1
n ]以及R+ = C[ t

? 1
0 , t

? m
1

1 , ,, t
? m

n
n ] ,

定义扭多重 Loop代数 L ( G, R)是 L ( G) = GáR中的子

代数:

L( G, R) = E
r I Zn+ 1

Gr á t
r
0
/ m

0
0 t

r
.

由 2. 2节我们知, 8= 8R/ dG是 L ( G)的泛中心,其

中 8R= Ý n
p = 0RK p 以及 dR= E

n

p= 0
dp ( R) K p . 类似

地,我们定义 8R
+
= Ý n

p = 0R+K p 以及 dR
+
= E

n

p = 0
dp

(R+) K p ,那么 8+= 8R+ / dR+是L ( G, R)的泛中心.

设D= Der(R)和 D+= Der( R+) AD. 对任意EI H
2

(D, 8) ,在空间 S
C

= L ( G) Ý 8 Ý D上有一个李乘结构.

其李乘类似 2. 1 节, 只是将 D ( u, r ) , D( v, s) , u, v I

C
n+ 1

, r, s I Zn+ 1的作用改成

[ D( u, r ) , D( u, r ) ] = D( ( u, s) v - ( v , r) u, r+

 s)+ E(D( u, r ) , D( v , s) ) .

我们感兴趣的 2-上同调形如 LE1 + ME2 , L, MI C,其

中(0 [ a, b [ n, r, s I Zn+ 1
) .

E1 ( t
r

00 t
r
d a , t

s
00 t

s
d b ) = sar b ( E

n

p = 0
rp t

r
0
+ s

00 t
r+ s
K p ) ,

E2 ( t
r

00 t
r
d a , t

s
00 t

s
d b ) = rasb ( E

n

p = 0
rp t

r
0
+ s

00 t
r+ s
K p ) .

在下面我们将固定一组参数 L, MI C使得 E= LE1

+ ME2 ,并称相对应的李代数 S
C

为全 Tor oidal李代数.

当E= - :1 时,全 Tor oidal代数的定义与2. 1节中给出

的一致.类似地,我们可以定义全扭 Toro idal李代数 S
C

( R) = L ( G, R) Ý 8+ Ý D+ .

定义 S 是 D中由元素 E
n

p = 0up t
r
0
/ m

00 t
r
d p 其中

E up r p = 0, r I Zn+ 1
, up I C, p= 0, 1, ,, n张成的子

代数,令 S+= SHD+ .因为 E2 在 S上的作用平凡,这时

我们可以假设 E= LE1 . 定义 T oroidal EALA S
C

e = L ( G)

Ý 8 Ý S以及扭 To roidal EALA S
C

e ( R) = L ( G, R) Ý 8+

Ý S+.注意到,在 S
C

e 和 S
C

e ( R)上均有一个非退化不变对

称双线性型.

4. 5  不可约表示

为方便起见,在这节中我们将不加解释地直接运

用一些 VOA 理论的基本记号[ 61] . 下面叙述的内容在

文献[ 56]中都有详细的解释.

设 V
+
Hyp是结合于一个虚格的格顶点算子代数的

一个子代数.作为向量空间, V +
Hyp = C[ q

? 1
1 , ,, q

? 1
n ] á

J, 其中 J= C[ upj , v pj | p = 1, 2, ,, n, j = 1, 2, 3, ,] .

考虑其上面的顶点算子

K 0( r, z )= q
r

ex p( E
n

p = 1
rp E

j \ 1
upj z

j
)

 exp( - E
n

p = 1
rp E

j \ 1

9
9 v pj

z
- j

j
) ,

K a( r , z ) = ( E
j \1

j u aj z
j- 1

+ E
j \1

9
9v aj

z
- j- 1

) K 0( r ,

 z ) ,

D a( z ) = E
j \1

j v aj z
j- 1

+ qa
9
9q a

z
- 1

+ E
j \1

9
9u aj

z
- j- 1

,

XHyp( z ) = E
n

p = 1
: K p ( z ) D p ( z ) : ,

其中 a= 1, ,, n, r I Zn 以及 q
r = q

r 1
1 ,q

rn
n . 这里 XHyp

( z )是该 VOA的 V ir asoro 域.
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设 h
D
是 G的 Cox eter 数的对偶,那么对非零复数

c X- h
D , 令 V aff为结合于仿射李代数 G

C

= G á C[ t0 ,

t
- 1
0 ] Ý CCaff的水平为 c顶点算子代数.

定义扭gl
C

n-Virasoro 代数 glVir 为李代数 gl n ( C)

áC[ t0 , t0 - 1
] Ý DerC[ t0 , t 0

- 1
]的泛中心扩张, 其中心

是 4维的且{ C sl , CHei , CVir , CVH }为其一组基. 记 L (m)

= - t
m+ 1
0

9
9t 0

, u(m) = u á t
m
0 , u I gl n ( C) , n I Z, 那么李

代数 glVir 上的李乘如下:

[ L (m) , L ( k) ] = (m- k) L (m+ k)+

 m
3 - m
12

Dm+ k, 0 CV ir ,

[ L (m) , u( k ) ] = - ku(m+ k)- (m
2+

 m) Dm+ k, 0W2( u)CVH ,

[ u( m) , v ( k) ] = [ u, v] (m+ k)+

 mDm+ k, 0( T r (W1 ( u) W1( v) ) C sl + W2 ( u) W2( v) CHei ,

其中 u, v I gl n (C) , m, k I Z以及 W2 ( u)= T r( u) / n, W1

( u) = u- W2( u) I ,这里 I是单位矩阵.

李代数 glVir 是一个顶点李代数, 设 V glVir是其相

对应的中心特征标为 C的泛包络顶点代数. 记 csl = C

( C sl ) , cHei = C( CHei) , cV ir = C( CVir ) , cVH = C( CVH ) .那么

V glV ir的 Vir asoro 域 XglV ir ( z )= E j I ZL ( j ) z
- j- 2 . 对 1

[ i , j [ n, 令 E ij ( z ) = E k I ZE ij á t
k
0z

- k- 1
. 这里 E ij I

gln (C)是除( i, j )位置为 1,其他均为零的矩阵.

我们首先给出对应于 2-上同调 E= LE1 + ME2 的全

扭 To roidal李代数 S
C

(R0 , 1, ,, 1)上的一类表示. 对 a

= 1, ,, n, r= ( r 0 , r ) I Zn+ 1
,定义域

k0( r , z )= E
j I Z

t
j
0 t

r
K 0 z

- j
,

ka( r , z )= E
j I Z

t
j
0 t

r
K az

- j- 1
,

x ( r , z )= E
j I r

0
/ m

0
+ Z

x á t
j
0 t

r
z

- j- 1
, x I Gr ,

d
~

a( r , z )= E
j I Z

( t
j
0 t

r
d a- Mrat j

0 t
r
K 0 ) z

- j - 1
,

d
~

0( r , z )= - E
j I Z

( t
j
0 t

r
d0 - ( L+ M) ( j +

 1
2
) t

j
0 t

r
K 0) z

- j- 2
.

定理 14
[ 55]  ( i) 设 V S 是结合于 S

~

的泛包络顶点

代数, V af f 是 G
C

的水平为 c的泛包络顶点代数, V gl Vir是

中心特征标如下的 glVir 的泛包络顶点代数:

csl = 1- Lc, cHei = n( 1- Lc) - n
2Mc,

cVH = n(
1
2

- Mc) , cV ir = 12c( L+ M)- 2n- cdimG
c+ h

D

那么存在一个顶点代数同态 <: V S y V
+
Hyp á V aff á

V glV ir , 其定义如下:

k0( r , z ) | ycK 0( r, z ) ,

ka( r , z ) | ycK a( r , z ) ,

x ( r , z ) | yY( x (- 1)1, z ) K 0 ( r, z ) ,

d
~

a( r , z ) | y : D a ( z ) K 0( r , z ) : +

 E
n

p = 1

r pE pa( z ) K 0 ( r , z ) ,

d
~

0( r , z ) | y : ( XHyp ( z )+ Xaff ( z )+ Xgl Vir ( z ) ) K 0 ( r,

 z ) + E
1 [ i, j [ n

r iK j ( z ) E ij ( z ) K 0( r , z ) +

 ( Lc - 1) E
n

p = 1
r p (

9
9z

K p ( z ) ) K 0( r , z ) ,

其中 r I Zn
, x I G, a= 1, ,, n.

( ii) 设 U是 V af f 的水平为 c 的不可约模, L glV ir是

中心特指标如上的不可约 glVir-模. 那么上面定义的

映射在空间 C[ q
? 1
1 , ,, q

? n
n ] á Já Uá L glV ir上有一个

不可约的 S
C

-模结构.

不难看出, 作为顶点李代数, S
C

( R0 , 1, ,, 1)是 S
C

的

一个 R0-扭.设 G
C

(R0)是仿射李代数 G
C

的 R0-扭,W是 V aff

的一个不可约 R0-扭模.那么 W是一个 G
C

( R)的不可约

有界模以及在 C[ q
? 1
1 , ,, q

? n
n ] á Já Wá L glV ir上有一

个 S
C

(R0 , 1, ,, 1)-模结构. S
C

(R0 , 1, ,, 1)在其上的作用

与上述定理给出的基本上一致, 只是将 x ( r, z ) , x I Gr

的作用改为 YW( x (- 1)1, z ) K 0 ( z )以及将最后一个式

子中的 Xaff改成

YW( Xaf f , z ) =
1

2( c+ h
D
)
( E

i

: Y W( x i (- 1)

 1, z ) YW( x
i
(- 1)1, z ) : - E

i

Aiz
- 1
YW( [ x i ,

 x
i
] (- 1) 1, z ) - c E

i

(Ai - 1) Ai
2

z
- 2
I dG ,

其中{ x i } , { x
i
}是 G的一组对偶基并且均是关于阶化

G= Ý rGr的齐次元, 以及 Ai 是陪集 r 0 / m0 + Z的一个

代表元,若 x i I Gr .

为了从 S
C

( R0 , 1, ,, 1)-模 C[ q
? 1
1 , ,, q

? n
n ] á JáU

á L glV ir上得到不可约 S
C

( R0 , R1 , ,, Rn)-模, 我们需要引

进弱覆盖的概念. 设 L = Ý g I GL g 是一个 G-阶化李代

数,其中 G是一个有限交换群.令 U 是L 的一个模(不

一定阶化) ,一个 U 的覆盖指的是满足下列性质的 U

的一系列的子空间 U g , g I G,

( i) E
g I G

U g = U,
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( ii) L g Uh AU g+ h , Pg, h I G .

一个覆盖{ Ug | g I G}称为弱的,如果不存在 U 其他的

覆盖{Ucg | g I G}使得 Ucg AU g 对所有的 g I G.

注意到自同构 R1 , ,, Rn 可以扩充成扭仿射李代

数 G
C

(R0 )上的自同构,从而给出了 G
C

( R0)上的一个 Z
n
/

#-阶化结构.设{Wr | r I Zn
/ #是不可约有界 G

C

(R0)模的

一个弱覆盖.

定理 15
[ 56]  M= E r I Znq

r á Já Wr á L gl Vir 是 S
C

(R)-模 C[ q
? 1
1 , ,, q

? n
n ] á JáWá L glVir的一个不可约子

模.

最后我们来看下扭 T oroidal EALA S
C

e (R)的不可

约表示.容易看出李代数 S
C

e ( R)是由 d0 , ,, dn 以及下

列域中的组成部分张成的( s I #, r I Zn+ 1
, a, b= 1, ,,

n)

k0( s, z ) = E
j I Z

t
j
0 t

s
K 0z

- j
,

ka( s, z ) = E
j I Z

t
j
0 t

s
K az

- j- 1
,

x ( r , z ) = E
j I r

0
/ m

0
+ Z

x á t
j
0 t

r
z

- j- 1
, x I Gr ,

d
~

ab ( s, z ) = E
j I Z

( sbt
j
0 t

s
d a- sat

j
0 t

s
d b) z

- j- 1
,

da( s, z ) = E
j I Z

( j t
j
0 t

s
d a+ sat

j
0 t

s
d 0+

 sa

2cn
( n- 1+ Lc) t

j
0 t

s
K 0) z

- j - 2
.

这个时候我们需要将扭gl
C

n-Virasoro 代数 glVir

用其子代数 slVir= ( sl n áC[ t0 , t0 - 1
] ) Ý ( C sl ) Ý ( DerC

[ t0 , t0
- 1 ] Ý CCVir )来替代.

定理 16
[ 56]  设W是中心作用为 c X 0, - h

D的不

可约有界 G
C

( R0)-模, Wr | r I Zn / #}是 G关于子同构 R1 ,

,, Rn 的一个弱覆盖. 设 L slV ir是 slVir 的不可约高权

模,使得其中心的作用为

csl = 1- Lc, c vir = 12(1- 1
n
)+ 12Lc( 1+ 1

n
)-

 2n- c dim( G)
c+ h

D ,

那么在空间 E r I Znq
r áJá Wr á L slV ir上有一个不可约

的 S
C

e( R)-模结构,其具体作用如下:

k0( s, z ) | y cK 0 ( s, z ) ,

ka( s, z ) | y cK a ( s, z ) ,

x ( r , z ) | yYW( x ( - 1) 1, z ) K 0( r, z ) ,

d
~

ab ( s, z ) | y : ( saD a( z )- saD b ( z ) ) K 0( s, z ) : +

 sb E
p X a

s pE paK 0( s, z )- sa E
p X b

s pE pb ( z ) K 0( s, z )+

 sas b ( Eaa - Ebb ) ( z ) K 0( s, z ) ,

d
C

a( s, z ) | y sa : ( XHyp( z )+ Xsl Vir( z )+ YW( Xaff ,

 z ) ) K 0( s, z ) : + sa E
n

p , l= 1
spW1( Epl ) ( z ) K l ( s, z ) +

 sa( Lc - 1) E
n

p = 1
sp (

9
9z

K p ( z ) ) K 0( z ) - ( z
- 1

+

 9
9z

) ( : D a( z ) K 0 ( s, z ) : + E
n

p = 1

W1( Epa) ( z ) K 0( s,

 z ) ) ,

其中 s I #, r I Zn+ 1
, a, b= 1, ,, n.
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The Structure and Representation of Toroidal Lie Algebra

T AN Shao-bin* , CHEN Fu-lin

( School of M athematical Sciences, X iamen U niv ersity , X iamen 361005, China)

Abstract: T his paper is a sur vey on T or oidal L ie algebras, in htis paper w e g iv e sever al results on t he structure theo ry and r epr esen-

tat ion theor y of T oro idal L ie algebras fo r for bo th the untw isted case and the twisted case w hich developed in r ecent decades.
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