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与相边界维数的关系
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(吉林大学化学系

,

长春 )

摘 要

文献 〔11 已经提 出了压力 (尸)
一

温度 ( T )
一

组成 ( X乃 多元相图中紧邻相区及其

边界关系的系统理论
.

但其中一组基本关系式— 边界维数 侧 与相边界维数 R :

的

关系式是通过类比方式得 到的
,

没有证明
.

现本文给出了它的理论证 明
.

一
_

己! 吉、 . 口

…
曰

p 一
T
一x , 均可独立变化的多元相图是研究地质问题的重要理论武器

.

研究这类相图中紧

邻相区及其边界关系
,

实质上就是研究各种不同类型的相区如何构成这类复杂相图的规律
.

因

此
,

这种关系的研究对理解
、

应用
、

Nll 定和计算这类相图是十分重要的
.

前文 lt] 已经提 出了有

关这类相图中紧邻相区及其边界关系的系统理论
.

但其中一组关键的公式—
边界 维 数 斌

与相边界维数 R l

的关系式是通过与恒压相图类比得到的
,

但没有证明
.

其次
,

由于高压实验

的困难
,

尸一 T 一 x
,

多元的实验相图很少
,

因而也不能通过搜集实验相图与之对比的方式来检

验它
.

在这种情况下
,

给出 侧 与 R :

之间的关系式的理论证明就显得十分必要
.

二
、

扒 --T ix 多元相图中 万 与 R ,
的关系式的理论证明

在休系中不存在化学反应
,

也没有浓度间的其他独立的限制条件
,

即
犷

一 Z 一 。 l1[ ,

体系

本文 1 9 8 3 年 10 月 4 日收到
,
1 9 8 4 年 3 月 19 日收到修改稿

.

本文所用的符号 (按在正文中出现的先后次序写出 ) :

p ,
T : 压力

、

温度
.

戈 i( 二 1
,
2

,

…
,
N ) : 体系巾 , 组元的摩尔分数

,
N 为体系中的组元数

.

斌 和 R : : 边界维数和相边界维数
.

代 体系中可 以实现的独立的化学反应数 目
.

z : 浓度间不包括 艺
二 J , 二 , ( , 二 ` , 2 , …

,

叻) 在内的其他的独立的限制条件数目
,
中为相数

.

苦 , 二 飞

二” : 第 : 个组元在第 1 个相中的摩尔分 数
.

△价: 两个紧邻相区所共 同具有的相的数 目
.

必 : 两个紧邻相区中所有 的不 同的相的总数
.

劝ma
: : 两个紧邻相区中任一相区可能具有的相的最大数目

.

M : 休系的总摩尔数
.

。 儿 第 j 个相 的摩尔数
.

为 : 第 I 个相在整个体系中所占的摩尔分数
.
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兰

的组元数 N) 2的 产 T 一
X 、
多元相图

,

也就是没有特殊条件限制的一般的 F 一 T 一 X ,
多元相

图中
, R ; 与 R :

的关系共计有以下三种情况
.

1
.

当 R ,

) 2 时
,

则有 △币 ) 1汇1]
,

引 ~ R ,

+ △价 一 1
.

( l )

2
.

当 R 、

~ 1 或 0
,

并在温度或压力变化过程中
,

两个紧邻相区之间存在 中 一 小二
:

十 l

或 中 一 价ma
二

十 2 个共存相的单变或不变区
,

△价 ) 0 ,

并分别有

刀 ; ~ 刀 ,

+ △小
,

( 2 )

或

尺 ; ~ 尺 :
+ △币 + 1

.

( 3 )

3
.

当 R ,

~ 1 或 。 ,

但在两个紧邻相区之间并不存在 中 ~ 价ma
二

十 l 或 中 ~ 价二
:

十 2 个

共存相的单变或不变区
,

则仍有 △中 ) l ,

斌 ~ R ;

+ △价 一 1
.

( 1
’

)

式中
, △价 ,

必和 价am
:

见前面脚注说明
.

下面按这三种不同的情况分别证明如下
.

1
.

当 R :

) 2 ,

则有 △小〕 111 , 和

尺 ; 一 R ;

+ △价一 1
.

` 1 )

在不同压力下的温度组成图中
,

当 R `

) 1 , △价 ) 1 ,

体系中发生相变
,

从一个相区通过边界

到达另一个相区
,

根据杠杆定律 (二元相图 )
、

重心定律 (三元相图 )及推广的重心定律 (多元相

图 ) 2[J
,

处于边界条件下的体系具有这样的性质
: 第一

\ ::
“

犷伙才少
S , I

c E

S
一+ 5 2

d \ 2S

图 l 一个指定压力下的二元相图

( L— 液相 ; 5 1 , 况

—
两个固溶体相 )

相区中行将消失的和第二相区中刚刚形成的非共同相

都只有无限小量
,

体系基本上全部处于共同相中
.

如图

1 所示的一个恒压相图
,

无论体系是从 L ” L + 又

或从 L + 凡 、 乙 ,

当体系处于边界线
a E 上时

,

根据

杠杆定律
,

体系全分布在共同相 L 中
.

刚刚形成的或

行将消失的相 (在此例中
,

二者都是 s L

) 的量都是无限

小的
.

任一不同压力下的温度组成图显然都具有这样

的特性
.

一系列不同压力下的温度组成图的轨迹就构

成 p 一 T 一 x ,
多元相图

.

显然
,

在 卜 T 一 X ` 多元相图中
、

当 R :

) 2 , △币 ) 1 ,

处于边界上的体系也具有相同的

特性
,

即各组元基本上全部分布在共同相中
,

行将消失的和刚刚形成的非共同相的量都是无限

小的
.

实际上
,

杠杆定律
、

重心定律和推广的重心定律对 p 一 T 一 X ,

相图也是完全适用的
.

因此
,

上述结论可以根据这些原理直接得到
,

我们之所以通过恒压相图间接地说明
,

只是 为了便于理

解而已
.

在一定温度
、

压力下
,

两个紧邻相区的 △价个共同相有 △币 个共同的相点
.

它们形成 △价

个 N 维浓度矢量 {劫 }
,

x,i 表示第 i 个组元在第 夕个相中的摩尔分数
, i 一 1 , 2 ,

…
,

N ;1 一

1 , 2 ,

…
, △币

.

文献〔l] 已经证明当 R :

) 2 , △币 ( (必 一 l) 蕊 (N 一 l )
,

即△价攫 ( N 一 l )
.

这些相点的浓度矢量除了以相平衡条件相互联系以外
,

彼此线性无关
.

故这些 △价 个共同相

点在 N 维浓度空间内可构成 ( △币一 l) 维超平面
.

因边界上的体系的各个组元基本上全分



第3 期 赵慕愚: 尸 一
T

一

X`

多元相图中边界维数与相边界维数的关系

布在诸共同相中
,

因此
,

可以写出
:

x i ,叨 一
+ x i Z脚 2

十 … + 男 ,
才m ,

+

、,,
、

、了、月了月,少哎
6

Z̀
、Z了、Z̀、

( i ~ l
,

2 , 二

·

+ 价
△ , 阴 △ , 一 X

,

M
,

, N )
刀 2: 十 m Z

十 十 阴 , + 二

( z ~ l , 2 ,

十 脚衍 一 M

`

” , △神

则有 x 、 ,夕,
十 x i孟夕2

十

、尹、/阮/00了̀、了、

十 价 了

~ l
,

2 ,

十
·

+
r ;△ , y△ , = X 、 ,

N )

ù为

时艺同

l ) 夕、 ) 0
.

( z ~ I
,

2 ,

…
, △价)

式中
,

M
,

柳
,
y , 见前面脚注说明

.

由于有 ( 7 )一 ( 9) 三式
,

由几何学原理可知
,

( 9 )

在一定温度
、

医

力条件下
,

处于边界上的体系点 {X
,
}
,

( i ~ 1 , 2 ,

…
,

N ) 必分布在 △价 个共同相点 { iix }
,

(t’ 一 l
,

2 ,

…
,

N ; 1 ~ 1 , 2 ,

…
, △中

.

) 所构成的 ( △价一 l) 维的超 平面中
,

并充满整个超

平面
,

但不能超出它
.

随条件的变化
,

诸共同相的平衡相点 (亦即上述 (△币一 l ) 维超平面的顶点 ) 又可以在

R ,

维的空间运动 ( 因相边界维数是 R ,

)
,

边界上的体系点分布于其中的 `△币一 l) 维的超平

面
,

因而又可以在这 R ,

维空间内运动
.

所以
,

边界上的体系点所分布的空间的总 维 数是

( R
,

+ △价 一 l )
,

故

斌 ~ 尸
.

十 △访 一 1
.

( l )

2
.

当 R :

一 1 或 。
,

并在温度或压力变化过程中
,

两个紧邻相区之间存在 中 一 币ma
:

+ l

或 中 ~ 币。
:

+ 2 个共存相的单变或不变区
,

体系中诸组元原则上可以在一定范围内以任意

比例分布在这 中个相中的情况
.

( l) 当 R ,

一 l
,

在两个紧邻相区间存在 ( 币ma
:

十 功 个 共 存 相 的 单 变 区
,

此 时 有

△小 ) O ,

侧 ~ 凡 十 △价
.

( 2 )

( 2 ) 在温度
、

压力变化过程中
,

在特定条件下
, R :

~ o ,

并在两个紧邻相区间存在一个

(币。
:

+ 2) 个共存相的不变区
,

则 △中妻 。 ,

R ; ~ R ,
+ △价 + 1

.

( 3 )

这两类相区的转变均有这样的特点
.

在转变开始以前或刚刚开始
,

体系中诸组元全分布

在第一相区的各相 f
: ,

f
Z ,

…
,

九
.

中
.

随相变的进行
,

第一相区中的非共同相逐渐减少
,

第二

相区中的非共同相形成并逐渐长大
.

在这转变过程中
,

两个相区所包含的各个相 (共 价。
:

十 l

或 价ma
,

+ 2 个 )均可同时存在
,

并在一定范围内可以任意比例分布
.

这个转变刚一结束
,

则

体 系中的诸组元全分布在第二相区的各相 fl,
,

;j, … 九
:

中
.

当体系的诸组元全分布在第一相区的诸相中
,

体系的总成分 { X
,
} 和诸相的相成分 毛x

; , }

之间存在下列养系
:

币 1

x , , , ,

+
x ; 2。 名

+ … + x 、 , : m , ,

一 x ,

艺 , ,
.

( ` o )
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(i~ l, 2 ,

…
,

N : 共 N 个方程 )

当体系的诸组元全分布在第二相区的诸相中
,

体系的总成分 { X
、
} 和诸相的相成分 {右八

之间存在下列关系
:

叻 2

x ` , ,。 , ,

+ , , 2 , , 2,

+ … + 二 , , : 。 ,
:

~ x ,

艺 。 ,
, ,

i , = l 尹

( 1 1 )

( i ~ l
,

2 ,

…
,

刃
,

共 N 个方程 )

式中
, m , , 二 2 ,

…
, 。 , ,

和 。 , , 。 2, ,

…
, 。 , : 分别为第一相区和第二相区中各相的摩尔数

.

当 R ,

一 1 ,

在指定压力(或温度 )的条件下
,

体系才是无变量的
.

当 R :

一 。 ,

体系本身就

是无变量的
.

在这两种不同的无变量的情况下
,

相成分均确定
,

故 {幻 j }
,

{xl i,} 都是给定值
.

由于两个相区中存在 △价个共同相
,

所以
,

遭
x
,i} 和 {

r it, } 中有一些浓度矢量是共同的
.

但另

一方面
,

虽然都是共同相
,

当它们处于不同的相区时
,

其摩尔数却可以是不同的
.

所以 。 , , 。 : ,

…
, 。 , : ; 。 l’ , 。 , ,

…
, 。 , :

都可以认为是独立变量
.

但它们之间存在下列关系
:

今 令
, _ 、 , 、

乙日 m j 一 ` 山 功尸` 一似 ,.
i , 1 1, = l ,

( 1 2 )

在认定 ( 10) 一 ( 12) 为独立方程之后
,

则

X艺阔

不是独立方程
,

故未列入
.

在 ( 10 )一 ( 12 ) 中的未知数是
: N 个 凡 ( i ~ 1

,

2 ,

…
,
N )

,
中

,

个

, i , ( j 一 l , 2 ,

…
,
价

,

)
,
小

2

个 。 ,
,

( j
’

~ l
’ , 2

’ ,

…
,

币
2

)
,

共计有

N + 价
,

十 价
,

一 N 十 中 + △价 ( 1 3 )

个独立变数 (因 少 一 价
,

十 价
,

一 △尹
1 ,
)

.

独立的方程数是 ( ZN 十 l) 个
,

故( 1 0) 一 ( 12) 这几组

式子的解的维数是

N 十 中 + △币一 【ZN 十 11 ~ ( 。 一 N 一 l) + △币
.

( 14 )

对于第一种情况
: 即当 R ,

~ 1 时
,

按对应关系定理 1t]

中 ~ N + 2 一 R :

一 N + 2 一 l ~ N + 1
.

( 1 5 )

若选定温度或压力
,

此时体系的诸相点固定
,

将 ( 15) 式代人 ( 14 ) 式
,

则体系点的维数 侧 ~

△币 ,

对这点说明如下
.

虽然
,

在 ( l。 )一 ( 1 2 )诸式中的未知数计有 x
: ,

构 和 。 .1 .

但相图中实

际显示的是 凡
.

所以我们将解中的未确定的量在 X , 中选定
.

确定了 △价 个 x 、 以后
,

又可以

把体系中的总摩尔数任意确定为 l m ol
,

则通过 ( 1 0) 一 ( 1 2) 诸式可以把所有其他的未知数全

部求出来
,

即可以求出各相的相对量来
.

再则
,

因 △价成 ( N 一 l) (证明见文献 LI 〕)
,

所以这

△币 个未确定的量的确可以在 x ,
中选择

.

这些就是体系点的维数 侧 ~ △价的理由
.

R ; 一 △价
,

就是说
,

在所述条件下
,

相点固定后
,

体系点还可以分布在 △币维超平面中
.

△小维超平面是这样构成的
: △中个共同相有 △小个共同相点 ; 此外在这种情况下

,

当 △巾 ~ 0

时
,

还有一个共同的体系点 (下面证明 )
.

这 △币个共同相点和另一个共同体系点共 (△币 + l)

个共同相点或共同体系点
,

它们张出一个 △币 维的超平面
,

体系点就分布于其中
.

当温度或压

力变动时
,

( △价十 功 个共同相点或共同体系点又可在 R ,

~ l 维空间运动
,

因而体系点分

布于共中的 △中维超平面又可在这 R :
一 l 维空 iltJ 运动

,

所 以体系点所分布的空间总维数是
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尺 ;一 刀 ,

+ △币
.

( 2 )

对于第二种情况
, 尸 一 o

,

相点固定
.

按对应关系定理

中 ~ N + 2 一 R ;

~ N + 2
,

( 1 6 )

将 ( 1 6 )式代入 ( 1 4 )式中
,

故体系点解的维数是

(中 一 N 一 l ) + △中一 ( N + 2 一 N 一 1 ) + △小 ~ △访 + 1
.

( 1 7 )

也就是当 R :

~ O ,

相点 固定
,

体系点还可以分布在 ( △巾 + l) 维超平面中
.

(△中十 1 ) 维超

平面是这样 构成的
: △币个共同相有 △币个共同相点 ;当 △币 ~ 0 ,

在这种情况下
,

还有一个

由共同体系点构成的一维边界线 (下面证明 )
.

这一维边界线的两个端点— 两个共同体系点

和 △叻个共同相点总共有 (△价 + 2 ) 个共同相点或共同体系点
.

前文
〔l] 已经证明

,

当 尺
,

~ 。 ,

△币。
:

~ 少 一 4 ~ ( N 一 2 )
,

故 (△币 + 2) 提 N
.

这 (△价 + 2 ) 个共同相点或共同体系点

在 N 维浓度空间中彼此线性无关
,

它们张成一个 (△访 十 l) 维的超平面
,
体系点分布于其中

,

所以 酬 ~ △币 + 1
.

又 R ,

~ 0 ,

为与 ( 2 )式的形式一致起见
,

也可以写为

斌 ~ 尺,

+ △中 十 1
.

( 3)

现在讨论 R ,

一 l 或 0
,

两个紧邻相区间存在一个 巾 一 币ma
`

十 l 或 中 ~ 小m a :

+ 2 个

共存相的单变或不变区
,

又 △中 ~ 0 时
,

两个紧邻相区间具有的唯一的一个共同体系点或一

维边界线的问题
.

根据 (l 0) 一扭 2 )诸式
,

以及与上完全类似的推理
,

当 R ,

~ 1 时
,

在选定温

度或压力后
,

若 △中 ~ 0 ,

则体系点的解是零维的
,

是唯一解
,

即只有一个共同体系点
.

而当

R
一

0 , △中 ~ 0时
,

体系点的解是一维的
,

则有一条一维的共同边界线
.

3
.

当 R ) ~ l 或 0
,

但在两个紧邻相区之间并不存在 巾 ~ 价ma
:

+ 1 或 。 ~ 币m : :

十 2 个

共存相的单变或不变区 (即两个紧邻相区同时分布在 少个共存相的单变或不变区的同一侧 )
,

这时两个紧邻相区之间的过渡要依靠体系的总成分的变化才能实现
.

此时有 △币 ) 1` IJ 和

R ; ~ R
、

+ △中 一 l ,

( l
’

)

这种情况与 R ` ) 2 , △价 ) l 的 ( 1) 式类似
.

体系从一个相区过渡到另一个相区时
,

当体系处

于边界上
,

体系中的各个组元基本全分布在共同相中(参看图 l
,

当 s : + 乙 , L + s , ,

体系处

于 E 点时
,

体系中的诸组元全分布在共同相 L 中 )
.

△币个共同相有 △币个共同相点
,

它们形成

(△币一 l ) 维超平面
.

按照前面所述的同样理由
,

体系点必分布在 (△价一 l) 维的超平面

中
.

当条件变化
, △价个共同相点又可在 R :

维的空间运动
,

故体系点分布于其中的空 l’ed 的总

维数是 ( R
:

+ △中一 l )
,

即 ( 1
’

)式
.

三
、

结 论

上面系统地证明了三种不同的情况下的 洲 与 R :

的关系式
.

这样
,

有关 p 一 T
一 x `

多元相

图的紧邻相区及其边界关系的理论中的基本关系式都是证明了的
,

因而这个理论就比较严谨

了
.

以后
,

我们将应用这个理论来具体计算这类相图
.
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