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摘要    提出了一种电磁轴承模型预测最优控制方法. 为了抑制陀螺效应引起的转子圆锥

涡动, 在传统二次型性能指标函数中引入同步误差项, 基于离散状态方程有限步预估转子

平动误差、同步误差以及控制器输出构造最优控制器优化目标函数. 基于迭代黎卡提差分

方程(Riccati Difference Equation)求解了最优控制器. 用伪代数黎卡提方法(Fake Algebraic 

Riccati Technique)证明了所设计最优控制器的稳定性. 通过数值仿真研究了控制器鲁棒性

能与设计参数间的关系. 针对某扁平型磁悬浮飞轮的仿真和实验结果均表明引入同步误差

的最优控制器能有效的抑制圆锥涡动. 
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电磁轴承利用电磁力将转子悬浮起来, 具有无

摩擦、寿命长、支承刚度和阻尼可控、容易实现主动

振动控制等优点, 广泛应用在高精度机床、洁净分子

泵和离心机, 以及飞轮和控制力矩陀螺等航天器姿

态控制系统执行机构上[1~3]. 

旋转中的磁悬浮转子运动包含圆柱涡动和圆锥

涡动两种模态, 其中前者对应转子的平动, 后者对应

转子的扭摆运动. 磁悬浮航天动量轮等转子角动量

和尺寸存在约束的磁轴承应用中, 转子通常设计成

极转动惯量大于赤道转动惯量的扁平结构, 这种类

型的磁轴承转子由于两个正交方向上的倾斜运动间

存在较强的交叉耦合, 在高速旋转时圆锥涡动较剧

烈, 此类磁轴承称为强陀螺效应磁轴承.  

对于强陀螺效应磁轴承, 可以采用逆系统方法

进行解耦控制[4~6], 但这类方法为了保证精度必须进

行工作量较大的辨识工作, 且最终控制器计算量大, 

给控制器硬件设计带来难度. 

交叉反馈控制被证明是抑制磁轴承陀螺效应的

有效方法[7, 8]. Zhao 等人[8]采用正的位移交叉反馈和

负的速度交叉反馈实现对转子进动和章动的阻尼 , 

有效地抑制了多自由度磁轴承的陀螺效应. 

交叉反馈控制方法本质上是基于经典频域控制

理论的输出反馈控制, 其不足之处是缺乏公式化、系

统化的设计方法. 基于现代控制理论的最优状态反

馈控制, 如 LQ 控制, 是一种全息控制, 设计方法比

较成熟, 通常能够给出控制器闭合解[9]. Park设计了5

自由度磁悬浮反作用飞轮的 LQ 控制器, 优化的目标

是飞轮传递到基座的振动最小[10]. Grega 研究了磁轴

承LQ控制器中性能权值阵的选择对灵敏度函数等系

统性能指标的影响[11].  

文献[9~13]中磁轴承 LQ 控制器的求解均在连续

域进行, 基于连续状态和控制输出值构造优化指标

函数, 用代数黎卡提方程(Algebraic Riccati Equation, 

ARE)的解构造控制器解析解, 在控制器硬件实现时

需将所得控制器离散化. 这种控制器求解方法对系

统建模的精确度要求较高, 且离散化后的控制器性
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能变差[14]. 

20 世纪 70 年代, 学者们开始研究如何在离散域

求解最优 LQ 控制问题, 提出用迭代黎卡提差分方程

(Riccati Difference Equation, RDE)的方法直接给出离

散空间的最优控制器[14~16]. 文献[17, 18]证明了基于

迭代 RDE 的解的收敛性, 文献[19]基于 RDE 的数值

解构造了开环不稳定系统的最优滤波器, 并证明了

闭环系统的稳定性, 同时指出了影响闭环系统性能

的控制器设计参数. 

Zhu 等人[20]针对数控加工中心的多轴运动同步

问题, 提出在 LQ 控制器优化指标函数中加入轴与轴

间的同步误差项, 设计出了同时补偿跟踪误差和各

轴间同步误差的含交叉耦合的广义模型预测控制器. 

本文将介绍一种针对强陀螺效应磁轴承的模型预测

最优控制器, 通过最小化一个嵌入了圆锥涡动误差

项的二次型性能指标函数来求解, 在求解中使用了

RDE. 通过仿真和实验结果验证该控制器的稳定性

和抑制圆锥涡动的有效性.  

1  控制对象建模 

1.1  强陀螺效应磁轴承转子动力学模型 

本文研究的强陀螺效应磁轴承转子径向采用两

个磁轴承支承, 轴向采用永磁被动稳定方式, 绕轴向

的转动用无刷直流电机驱动. 转子动力学模型如图 1

所示, 其中 1 1,x y 为转子轴线在上轴承(Bearings1)平

面中两个正交方向上的位移, 1 1,x yf f 为上轴承施加

在转子上的两个正交力. 2 2,x y 和 2 2,x yf f 类推. ,x y  

 

 

图 1  磁轴承转子动力学模型 

为转子质心 O 在惯性空间中的位移, ,  为转子对

,X Y 轴的倾斜角, 为转子绕 z 轴的角速度, l 为上

下轴承平面间距. 

定义转子的广义位移 q 和广义轴承力 F 为 

   TT
,  ,x y y xx y f p f p       q F  (1) 

其中 xf , xp 分别是转子在 x 方向上受到的合力和力矩, 

yf , yp 类推. 由陀螺力学原理可得到刚性转子动力学

模型:  

 ,  Mq Gq F  (2) 

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
,  ,

0 0 0 0 0 0 0
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



   
   
    
   
   

  

M G  (3) 

其中 , M 为质量阵 , G 为陀螺阵 , m 为转子质量 , 

dJ 和 zJ 分别为转子径向和轴向转动惯量.  

1.2  控制对象状态空间模型 

定义轴承力 f 和转子在轴承坐标系中的位移 mq

为 

 
 T

1 2 1 2

T

1 2 1 2

,

.x x y y

x x y y

f f f f



   

mq

f
 (4) 

mq , f 与 q , F 间的关系为 
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 (5) 

在平衡位置一阶泰勒展开得到的局部线性化轴

承力模型为 

 T
1 1 1 2,  [ , , , ] ,x i x x y yk k i i i i  mf q i i  (6) 

其中 ,x ik k 分别为磁轴承的位移刚度和电流刚度. 选

取状态变量 T
1 2 1 2 1 2 1 2[ , , , , , , , ]x x y y x x y y    X , 控制输入

取为 T
1 1 1 2[ , , , ]x x y yi i i iU , 由(2)~(6)式可得状态空间模

型为 
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2  模型预测最优控制器 

2.1  控制器设计 

将(7)式离散化得到 

 
( 1) ( ) ( ),

( ) ( ),

X k AX k BU k

Z k CX k

  
 

 (12) 

其中 k 代表离散化时间. 为了限制转子的圆锥涡动, 

引入同步误差:  

 
1 2 2 1

1 2 2 1

, ,

, .

xx xy

yy yx

x x x y

y y y x

 

 

   

   
 (13) 

同步误差可以记为 

 ( ) ( ),k LCX k   (14) 

 

1 1 0 0

0 1 1 0
( ) , .
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1 0 0 1
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
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 (15) 

再引入同步误差的差分信号: 

 ( ) ( ) ( 1).k k k       (16) 

基于模型预测输出定义性能指标函数: 

 

T
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T
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T

1

T
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
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







 

(17)

 

其中 ˆ ( | )Z k i k 是通过离散模型预估的未来系统输出

向量, ˆ( 1 | )u k i k  是估计的未来系统控制器输出向

量, ˆ ( | )k i k  是未来的同步误差向量, pH 是状态预

测步数, cH 是控制输出预测步数,  是正的控制代

价系数, v和是非负同步系数.  

若将指标函数中系统输出向量用状态向量表示, 

则(17)式变为 
1

T
0

0

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( , ) ( | ) ( | ),
pH

p p
j

J k S X u X k H k P X k H k




    (18) 

T

T

T

ˆ ˆ ˆˆ( , ) ( 1 | ) ( 1 | )

ˆ ˆ( 1 | ) ( 1 | )

ˆˆ2 ( 1 | ) ( 1 | ),

p j p

p j p

p j p

S X u X k H j k Q X k H j k

u k H j k R u k H j k

u k H j k M X k H j k

      

      

      

 

(19) 

 T T T
0 ,P C C vC L LC   (20) 

 
T T T  if =0,1, , 2,

0                         if = 1,

p

j

p

C C vC L LC j H
Q

j H
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


 (21) 

T T T

,                            if =0,1, , 1,

,   if = , , 2,

,                            if = 1,

p c

j p c p

p

I j H H
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I j H
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

  
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 



  (22) 

 
T T T( ) ,  if =0,1, , 2,

0,                             if = 1,

p

j

p

A I C L LCB j H
M

j H

   



 (23) 

其中 I 代表单位矩阵.  

使性能指标(17)式最小化的最优控制器形式为 

 
1

( ) ( ),
pHu k K X k


   (24) 

 
1 1 1 1 1

T 1 T T( ) ( ),
p p p p pH H H H HK B P B R B P A M
    

    (25) 

其中, 
1pHP

通过迭代黎卡提差分方程(RDE)获得 
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T T T T

1

T 1 T T

( )

 ( ) ( ) .

j j j j

j j j j j

P A P A B P A M

B P B R B P A M Q





  

   
 

(26)
 

2.2  稳定性分析 

引理 1.  若 0 , ,j jP Q R 和 jM 的值按(20)~(23)式取, 

则对所有 0j  , 由(24)~(26)式计算所得的 jP 为半正

定对称矩阵.  

证明.  将(26)式改写成 

 T T T
1 ( ) ,j j j j j j jP A P A K B P B R K Q      (27) 

其中, 

 T 1 T T( ) ( ),j j j j jK B P B R B P A M    (28) 

显然, 1jP  是对称的. 将(28)式代入(27)式, 有 

 

T T T T
1

T 1 T

T

( )

( ) ( )

( ) .

j j j j

j j j j j j

j j j j j
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
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(29)

 

将(28)式两边乘以 T T( )j jK B P B R 得到 

 T T T T T( ) .j j j j j j j jK R K K B P A BK K M    (30) 

(29)式减(30)式得到 

 
T T

1

T T
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 .
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j j j j j
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M K K M Q

    
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(31)
 

假设(19)式 ˆ ˆ( , )S X u 非负定, 即 

 T T Tˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 0.j j jX Q X u M X u R u    (32) 

由于 R 非奇异, 上式等价于 

 1 T 0,j j j jQ M R M   (33) 

可以得出(31)式等号右边后四项非负定, 即 

 

T T T
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1 T T 1 T( ) ( ).
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
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(34)

 

引理 2.  若 0 , ,j jP Q R 和 jM 的值按(20)~(23)式取, 

则对所有 0j  , 由(26)式计算所得的 jP 为单调非增. 

证明.  设 1 2,j jP P 为(26)式中 jQ 分别取为 1 2,j jQ Q

所对应的两个解, 则矩阵 

 2 1,j j jP P P   (35) 

满足 

 
1 1 1T T 1

1

T 1 T

( )( )

( ) ,
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
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  
 

(36)
 

其中, 

 1 T 1 1 T T( ) ( ),j j j jA A B B P B R B PA M     (37) 

 2 1,j j jQ Q Q   (38) 

 T 1 .j j jR B P B R   (39) 

定义 jP 的稳态值为 0P
 , 则有 

 T
0 0 .P A P A Q    (40) 

用上式作为(26)式的初值得到 

 

T T T T T 1
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T T
0

T
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 ( )

.
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j
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

 
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若用 1
jP 和 2

jP 分别替换 0P , 且取 1 2
j jQ Q , 则由

(36)式得 P 在时刻 j 非负定, 从而 jP 单调非增特性成

立, 即 

 1 ,  for all 0.j k j kP P k     (42) 

定理 1.  若 [ , ]A B 可控, 1/2
1[ , ]

pHA Q  可测, 且 1pHP 

非增, 则上节所设计的控制器能使闭环系统稳定, 即

以下闭环传递矩阵所有特征值落在单位圆内.  

 T 1 T
1 1 1 1( ) .

p p p pH H H HA A B B P B R B P A
       (43) 

定理中 1pHQ  定义为 

 1 1 .
p p pH H HQ P P    (44) 

证明.  对如下代数黎卡提方程: 

 T T T 1 T( ) ,P A PA A PB B PB R B PA Q     (45) 

若 [ , ]A B 可控, 1/2[ , ]A Q 可测, 且 0, 0Q R  则, 由代

数黎卡提方程的稳定性理论可知存在唯一、最大、半

正定的对称阵 P 使得矩阵: 
T 1 T( ) ,A B B PB R B PA   

所有特征根落在单位圆内[20].  

将(45)式改写为 

 T T( ) ( ) ,P A BK P A BK K RK Q      (46) 

将该代数黎卡提方程写成带下标的形式:  

 T T( ) ( ) ,j j j j j j j jP A BK P A BK K R K Q      (47) 

其中, 

 1 ,j j jQ P P   (48) 

则由引理 1 和 2 可以得到以下推论. 

推论 1.  对于 ARE(47) 式 , 若 [ , ]A B 可控 , 
1/2[ , ]jA Q 可测, 且 jQ 非负定, jR 正定, 则 jP 能使以
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下闭环传递矩阵稳定, 即 jA 的所有特征根落在单位

圆内. 

 T 1 T( ) .j j j jA A B B P B R B P A    (49) 

取推论 1 中(49)式下标为 1pH  , 则定理 1 以及

控制器(24)式的稳定性得证.  

2.3  鲁棒性分析 

控制对象的标称频域模型可以由下式计算: 

 1ˆ( ) ( ) .P s C sI A B   (50) 

实际系统的传递矩阵可以表示为 

 ˆ( ) ( ) ,AP s P s    (51) 

或 

 ˆ( ) ( )( ),MP s P s I    (52) 

其中 A 和 M 分别代表范数有界的加性、乘性模型摄

动, 根据小增益定理, 如果(53)式或(54)式成立, 则系

统是鲁棒稳定的.  

 ˆ[ ( ) ( )] 1,AK s S s 

  (53) 

 1ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )( ( ) ( )) ] 1,MK s P s I K s P s 


   (54) 

其中 ˆ ( )K s 代表含状态观测器的控制器传递函数矩阵, 
1ˆ ˆ( ) [ ( ) ( )]S s I P s K s   代表灵敏度函数.  

根据以上理论, 在下面的数值仿真中, 选择控制

灵敏度函数矩阵的最大奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s 作为评价

指标考察参数变化下的系统鲁棒性能.  

3  数值仿真 

磁轴承系统参数按表 1设定, 注意其中转子转速

固定为 1256.6 rad/s, 即每分钟 12000 转. 

按表 1 参数可计算得开环系统状态转移矩阵的

全部特征值为 0.9724  0.2332i, 1  0.0002i, 1.0497,  
 

表 1  系统参数 

Item Value 

Rotor mass (kg) 2.8 

Polar mass moments of inertia (kg m2) 0.015 

Transverse mass moments of inertia (kg m2) 0.008 

MB current stiffness (N/A) 185.9 

MB position stiffness (kN/m) 330 

Distance between upper/lower MBs (mm) 10 

Rotor speed (rad/s) 1256.6 

Control frequency (kHz) 10 

1.0497, 0.9526, 0.9526, 系统是不稳定的. 取 pH   

480, 80, 0.05, 10, 5cH v     , 并用 1×1015 模拟 

 , 采用(43)式可计算得闭环系统传递矩阵
1pHA

的

全部特征值为 0.8953  0.0778i, 0.9526  0.0001i, 

0.0014  0.0013i, 0.0006, 0.0004, 全部落在单位圆中, 

所设计的控制能镇定系统.  

3.1  模型预测步数对性能影响 

仿真中发现系统性能与模型预测步数 ,p cH H 密

切相关, 图 2 给出了 ,p cH H 变化, 其他参数固定为

0.05, 0, 0v    时系统控制灵敏度函数矩阵最大

奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s 的频率特性.  

从图 2 可以看出, 增大状态预测步数 pH 或减小

控制输出预测步数 cH 都可以降低控制灵敏度函数矩

阵最大奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s , 提高鲁棒性 . 仿真中发

现适当提高控制输出预测步数 cH 可以提高系统响应

速度.  
 

 

图 2  其他参数固定, Hp变化(a)和 Hc变化(b)时控制灵敏度

函数矩阵最大奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s   
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3.2  指标函数中权系数对性能影响 

图 3 给出了 , ,v  变化, 其他参数固定为 cH   

80, 480pH  时系统控制灵敏度函数矩阵最大奇异

值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s 的频率特性.  

从图 3(a)可以看出, 增大控制代价系数  可以降

低控制灵敏度函数矩阵最大奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s , 提

高鲁棒性; 仿真中发现  超过 0.5 后系统响应速度显

著变慢.  

 

 
图 3  其他参数固定, 变化(a)、v 变化(b)、变化(c)时控制

灵敏度函数矩阵最大奇异值 ˆ[ ( ) ( )]K s S s  

从图 3(b)可以看出, 同步系数 v对系统性能的影

响与频率相关 . 在低频带内 , 低同步系数能降低

ˆ[ ( ) ( )]K s S s , 提高鲁棒性; 频率高于 1 Hz 后, 增大

v可以提高性能. v取 5和取 10所对应的 ˆ[ ( ) ( )]K s S s
已经很接近, v增大到 10 以后再提高 v意义已不大.  

从图 3(c)可以看出 , 正的同步系数  能降低

ˆ[ ( ) ( )]K s S s , 提高鲁棒性; 取 2 和取 5 所对应的

ˆ[ ( ) ( )]K s S s 基本重合, 增大到 1 以后 ˆ[ ( ) ( )]K s S s

基本不变.  

3.3  转子位移响应 

首先考察转子起浮特性 , 将初始位置设为
T T

1 2 1 2[ , , , ] [20,  0,  0,  0]x x y y  (m), 控制参数取为

cH  80, 480, 0.05pH   . 改变 v 和 的值, 仿真

得到轴承坐标系转子位移起浮响应曲线如图 4.  

从图 4中可以发现, 两种控制器都能使系统稳定

悬浮, 不考虑陀螺效应( 0, 0v   )的控制器响应速

度较快. 注意图 4 (a)和(b)的时间坐标不同.  

为了考察系统抗干扰能力, 在 1 1,x y 通道分别加

入周期为 1256.6 rad/s, 幅值为 50 N, 相位差 90°的

正弦干扰力, 转子上轴承平面轴心位移如图 5 所示, 

可以看出考虑了陀螺效应的模型预测最优控制器转

子轴心位移扰动约为不考虑陀螺效应最优控制器的

一半.  

4  实验验证 

在某磁悬浮反作用飞轮上对设计的模型预测最

优控制器进行了实验验证. 该为了提高转动惯量, 该

飞轮形状设计成扁平型 , 属于强陀螺效应磁轴承 .  

磁轴承-转子系统参数与表 1 一致, 实验平台如图 6

所示.  

取控制参数为 80cH  , 480, 0.05pH   , 考虑

陀螺效应的控制器 v 和 取为 5, 1v   , 不考虑陀

螺效应的控制器 v和都为零. 离散化后的最优控制

器及状态观测器实现在 dSPACE数控平台上, 两种控

制器的轴承坐标系转子位移起浮响应曲线如图 7, 可

以看出两种控制器都能使系统稳定悬浮, 且稳态悬

浮品质接近; 不考虑陀螺效应的控制器起浮较快; 注

意转子的初始位置有一定随机性.  
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图 4  轴承坐标系转子位移起浮响应 
(a) v=0, =0; (b) v=5, =1 

 

 

图 5  周期扰动下上轴承平面内转子轨迹  

图 8 给出了飞轮转速为 810 rpm 时, 磁悬浮飞轮

上下两端分别在 x 和 y 方向上的 4 个涡流传感器检测

到的转子位移值 1 2 1 2, , ,x x y y . 

从图 8(a)中可以看出: 在 x 方向上, 转子上下两

端的位移 1 2x x和 的主分量相位相反; y 方向也一样. 

这说明转子位移的主要分量是圆锥涡动所造成的 .  

 

图 6  实验平台 

 
 

图 7  轴承坐标系转子位移起浮响应 
(a) v=0, =0; (b) v=5, =1 

 

图 8(b)中该分量显著下降, 这说明考虑了陀螺效应的

模型预测最优控制器比普通LQ控制器能更好的抑制

陀螺效应导致的转子圆锥涡动, 转子轴心位移更小. 

5  结论 

扁平型转子磁轴承系统存在较强的陀螺效应 , 

高速旋转时转子圆锥涡动较剧烈, 影响了悬浮品质

和系统稳定性. 为了抑制陀螺效应引起的圆锥涡动, 

本文提出了一种模型预测最优控制器设计方法, 在 
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图 8  810 rpm 转子位移波形(Hc=80, Hp=480, =0.05) 
(a) v=0, =0; (b) v=5, =1 

 
二次型性能指标函数中加入表征圆锥涡动幅值的同

步误差项, 通过迭代黎卡提差分方程求解出最优控制

器. 针对某扁平型磁悬浮飞轮的仿真和实验结果均表

明引入同步误差的最优控制器能有效抑制圆锥涡动.  
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