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摘要 基于样本数据来数值模拟函数的高阶导数是数值逼近中遇到的一类重要而且基本的问题,差商

方法是数值微分的传统方法. 但是在实际问题的求解中, 它表现出强烈的不稳定性. 在实际应用中, 由

于差商计算的不稳定性, 它仅能用来模拟函数的低阶导数. 为了更好地模拟函数的高阶导数, 本文利

用 multiquadric拟插值提出了一种新的方法. 并将 multiquadric拟插值方法模拟函数导数的稳定性与

传统差商方法所得结果进行了对比. 数值例子很好地验证了本文的理论. 从理论论证和数值例子比较

来看, multiquadric 拟插值方法比差商方法更为稳定. 这个性质也表明, 基于散乱甚至有干扰的数据,

在逼近函数的高阶导数时, multiquadric 拟插值方法是一个有效的工具.

关键词 径向基函数 (RBFs) Hardy’s multiquadric (MQ) 拟插值 差商方法 白噪声 期望 方差

MSC (2000) 主题分类 65D25, 41A25

1 引言

本文讨论数值逼近中遇到的一类基本问题. 已知定义在区间 [a, b] 上的函数 f(x) 的样本数据

{f(xj); j = 0, 1, . . . , N}, 这里 N + 1 是数据点的个数, 并且数据点按升序排列, 即

a = x0 < x1 < · · · < xN = b, h := max
16j6N

(xj − xj−1).

希望要做的事情是模拟或者估计这个函数的高阶导数 f (n)(x). 事实上, 函数的取值

{f(xj); j = 0, 1, . . . , N}

通常不能准确地得到, 因为在测量时, 测量的方法可能会造成数据不精确, 甚至计算机本身的精度可

能也达不到要求. 假设我们仅仅能得到含有扰动误差的数据集 {f∗(xj) = f(xj) + ξj}, 这里 {ξj} 是两
两相互独立的白噪声. 对于随机白噪声 ξ, 用 E(ξ) 表示 ξ 的期望, σ2(ξ) 表示它的方差。两两相互独立

的白噪声 ξj 应该满足
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Eξj = 0, j = 0, . . . , N (1)

以及

Eξjξk =





σ2, j = k,

0, j 6= k.
(2)

(1) 式说明 {ξj} 是期望为零的随机变量.

本文的目的是提出一种新的数值方法, 基于含有上文定义的白噪声 {ξj} 的散乱数据样本点集
{f∗(xj) = f(xj) + ξj}, 来逼近函数 f(x) 的高阶导数.

讨论这个问题的思想来源是:

• 在数值逼近中, 高阶导数的精确度 (无论是估计还是模拟) 是非常重要的, 尤其是应用在求解微

分方程的数值解时.

• 在数值逼近中, 除了差商方法以外, 只有极少的方法能用来估计函数的高阶导数 [1, 2], 而这类逼

近的误差估计通常也是基于 Taylor 展开或者说等价于差商方法.

•如果数据点非常密集,使用差商方法计算时,会造成噪声误差除以计算机精度零的状况. 这就引

起了差商方法的不稳定性. 因此, 差商方法通常只能用来模拟函数的低阶导数.

• 在实际应用中, 迫切需要一种高精度、稳定、简单的方法来模拟函数的高阶导数.

因为插值多项式的首项系数就是差商 [3], 差商方法实际上是利用局部多项式插值方法表模拟函

数的导数. 事实上, 如果样本点含有噪声, 则利用插值方法是不合理的, 因为它把含有噪声的数据作为

精确数据来对待, 另外多项式插值存在 Runge 现象. 总之, 这造成了差商方法的强烈不稳定性. 可惜

的是,到目前为止,除差商方法外尚未发现更好的方法来解决函数高阶导数的逼近问题.使用任何其它

的局部插值的方法来计算高阶导数也会引起同样的问题. 在样本点含有噪声的情况下, 我们最好能够

打破插值的限制. 这样如果不使用差商或者说插值方法, 那么局部最小二乘方法可能是一个不错的选

择. 但是, 在用来估计高阶导数时, 从文献中我们没有查找到运用最小二乘方法得到好的结果的例子.

在逼近理论中, 作为简单而稳定的逼近方法, 拟插值方法是非常著名的. 拟插值最早的例子大概

是 Bernstein的逼近,他使用 Bernstein多项式来构造定义在区间 [0, 1]上的单变量函数 f(x)的拟插值.

这种方法以 Beziér 和 de Casteljau 命名并被广泛地应用在计算机辅助几何设计上. 还有一个著名的

拟插值方法应用于信号处理领域, 通过 Whittaker-Shannon 采样序列重构有限带宽函数, 譬如声音语

言等. 当然, B- 样条序列也是非常有名且被广泛应用的, 许多计算机软件都含有这个用来表示曲线或

者曲面的程序包. 因为 multiquadric 函数有很多优点, 因此近年来在逼近理论和应用中, multiquadric

拟插值是一类非常流行的方法 [4]. Beatson 甚至把它应用在获得了 11 个奥斯卡奖项的电影 “指环

王 -III” 的场景设计中, 以取得更好的动画效果, 场景设计就是该电影所获得的其中一个奥斯卡奖项.

定义 multiquadric函数 φ(x) =
√

c2 + x2 以及 φj(x) = φ(x− xj), 这里 c 称为形状参数. 散乱数据

点上函数的 multiquadric 拟插值的一般形式为

(Lf)(x) =
∑

f(xj)ψj(x), (3)

这里 ψj(x) 是 multiquadric 函数的线性组合, 即

ψj(x) =
φj+1(x)− φj(x)

2(xj+1 − xj)
− φj(x)− φj−1(x)

2(xj − xj−1)
.

众所周知 (Lf)(x) 收敛于 f(x) (参见文献 [5, 6]). 那么这种方法能不能用来逼近函数的导数呢? 最

近 Ma 和 Wu 在文献 [7] 中论证了 multiquadric 拟插值方法可以对函数导数提供一个很好的逼近. 具
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体来说, (Lf)(n)(x) 收敛于 f (n)(x), 且当 c = O(h
1

n+1 ) 时, 逼近阶为 O(h
2

n+1 ). 更多关于定义在有界

区间上的 multiquadric 拟插值的细节, 可以参考文献 [7]. 基于 [7] 的一些结论, 本文进一步就方法的

数值稳定性进行讨论, 从理论上详细给出它与差商方法在数值稳定性上的比较. 通过理论分析, 验证

multiquadric拟插值方法比差商方法更稳定. 数值例子也很好地体现了这个优点. 值得提醒的是,对于

多变量问题, 网格点上的拟插值可以通过张量积的方法得到, 散乱数据点上的拟插值方法可以参考文

献 [8] 中展示的方法, 因此文章的重点放在考虑含单变量的问题.

本文的结构如下. 第 2 节分析差商的稳定性问题. 第 3 节介绍 multiquadric 拟插值方法并讨论它

的稳定性. 另外, 通过与传统的差商方法比较, 进一步地讨论 multiquaolric 拟插值方法的稳定性. 为

了更好地验证本文的理论, 第 4 节分给出了一些数值例子. 第 5 节是这篇文章的结论部分.

2 差商方法的稳定性分析

首先我们分析差商方法的稳定性. 差商是通过如下的递推公式来定义的:

[x0]f = f(x0), [x0, x1]f =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
, [x0, x1, . . . , xn]f =

[x1, . . . , xn]f − [x0, . . . , xn−1]f
xn − x0

.

可以证明, 存在一个 ξ ∈ (x0, xn), 使得 [x0, x1, . . . , xn]f = f (n)(ξ)/n!. 因此, 当点 x 在 ξ 附近时, 人们

通常利用分段常数的阶梯函数 n![x0, x1, . . . , xn]f 来估计函数的导数 f (n)(x).

在逼近理论中, 差商还有一个等价定义. 令 {xj ; j = 0, 1, . . . , n} ⊂ [a, b] 是两两不同的 n + 1 个点

构成的集合. 令 p ∈ Pn 且满足插值条件

p(xj) = f(xj), j = 0, 1, . . . , n. (4)

则多项式 p(x)的首项 xn 的系数就是关于插值数据的 n阶差商 [3]. 根据 Langrange插值公式,令 lk(x)

表示函数

lk(x) =
∏

j 6=k

(x− xj)
(xk − xj)

, x0 6 x 6 xn. (5)

可以得到插值函数

p(x) =
n∑

k=0

f(xk)lk(x). (6)

则我们可以得到差商的另一个显式表示, 即

[x0, x1, . . . , xn]f =
n∑

k=0

f(xk)∏
j 6=k(xk − xj)

. (7)

为了讨论差商的稳定性, 我们引用文献 [9] 中如下的定理做为准备.

定理 2.1 令 f ∈ Cn[a, b], 且 {xj ; j = 0, 1, . . . , n} 是区间 [a, b] 上一列两两不同点组成的集合. 则

在包含点集 {xj ; j = 0, 1, . . . , n} 的最小区间内, 存在一个点 ξ, 满足等式

[x0, x1, . . . , xn]f =
f (n)(ξ)

n!
. (8)

为了讨论差商的误差和稳定性, 从现在开始, 假定 f ∈ Cn+1. 在定理 2.1 的帮助下, 可以得到下面

的定理.
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定理 2.2 令 {xj ; j = 0, . . . , n} 是均匀分布点列, H 表示步长, 如果 |x− ξ| ∼ O(H), 则

E[(Df∗)(n)(x)− f (n)(x)]2 6 O
(

σ2

H2n

)
+O(H2),

这里 D 是点列 x0, x1, . . . , xn 上 n阶的多项式差商算子,函数 f∗(x)表示对含有白噪声的函数 f(x)进

行多项式插值.

证明 我们有

E[(Df∗)(n)(x)− f (n)(x)]2

= E[(Df∗)(n)(x)− (Df)(n)(x) + (Df)(n)(x)− f (n)(x)]2

= (n!)2 · E
( n∑

k=0

f∗(xk)∏
j 6=k(xk − xj)

−
n∑

k=0

f(xk)∏
j 6=k(xk − xj)

)2

+O(H2)

= (n!)2 · E
( n∑

k=0

ξj∏
j 6=k

(xk − xj)

)2

+O(H2) = (n!)2 · σ2 ·
n∑

k=0

1∏
j 6=k

(xk − xj)2
+O(H2)

= (n!)2 · σ2 ·
n∑

k=0

1
(k!(n− k)!Hn)2

+O(H2) = σ2 · 1
H2n

n∑

k=0

(
n!

k!(n− k)!

)2

+O(H2)

= σ2 · 1
H2n

n∑

k=0

(Ck
n)2 +O(H2) = O

(
σ2

H2n

)
+O(H2), (9)

这样就完成了定理的证明.

注记 2.3 当样本点为非均匀分布时, 差商方法的稳定性通常会更差.

注记 2.4 从定理 2.1 可以看出, 为了确保差商方法不稳定部分 (第一项) 引起的误差能被理论

误差 (第二项) 控制, σ2 需要满足 σ2
D 6 O(H2n+2). 这意味着, 对于含有不超过 20 位十进制有效数字

的 64 位计算机, 我们只能用差商方法来估计函数的低阶导数. 在大量的实际应用中, 随机测量误差的

方差 σ2
D 都会远远大于 64 位精度 (2−64), 因此利用差商对高阶导数进行逼近将会毫无意义. 有时候,

结果甚至会连一位有效数字都没有. 譬如讲, 当 H < 10−4, n > 5, 这时利用 64 位计算机进行计算是

毫无意义的.

3 Multiquadric 拟插值的稳定性

Multiquadric 函数首先由 Hardy[10] 应用在波音飞机的外形设计上, 它在许多数值模拟中都表现

出很好的特性 [11]. Beatson 和 Dyn[12] 用它构造了 multiquadric B- 样条. 当使用 multiquadric 函数

插值方法时, 需要解一个大规模的线性代数方程组. 当利用 multiquadric 方法解决稠密点集上插值问

题时, 系数矩阵的条件数非常大. 因为 multiquadric 函数插值方法的不稳定性, 近年来, multiquadric

拟插值方法受到了更多的关注. 为了提高在边界附近的逼近水平, Beatson 和 Powell[4] 提出了三个

multiquadric 拟插值方法, 相应地命名为 LA、LB 和 LC . 后来, Wu 和 Schaback[6] 改进了这些方法并

提出了 multiquadric 拟插值方法 LD, 证明了方法的形状保持性质与逼近速度. Ling[13] 证明了对 LD

拟插值公式的重复应用可以进一步提高收敛的速度. 这些工作的重点都放在 multiquadric拟插值对函

数自身的逼近能力上, 而忽略了它对函数导数的逼近能力. 定义

(Lf)(x) =
∞∑

j=−∞
f(xj)ψj(x), (10)
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这里 ψj(x) 是 multiquadric 函数的线性组合, 即

ψj(x) =
φj+1(x)− φj(x)

2(xj+1 − xj)
− φj(x)− φj−1(x)

2(xj − xj−1)
,

当 n > 2 时, Ma 和 Wu[7] 讨论了 multiquadric 拟插值方法 (Lf)(n)(x) 对 f (n)(x) 的逼近阶. 当 n < 2

时, 这个问题已经被一些数学家解决了 [5, 6]. 文献 [7] 的主要结果如下.

定理 3.1 如果 f(x) ∈ C(n+2)(R)并且 f (j)(x)被次数为 n+2−j的多项式所控制,则 |(Lf)(n)(x)−
f (n)(x)| 6 O(h

2
n+1 ) 成立, 这里假定 c = O(h

1
n+1 ).

本文重点讨论利用 multiquadric 拟插值方法计算 f (n)(x) 时, 噪声 {ξj} 带来的影响. 为了讨论

multiquadric 函数的性质, 首先考虑标准 multiquadric 函数 ϕ(x) =
√

1 + x2. 下面从 [7] 中引用一个

引理.

引理 3.2 ϕ(x) 的第 n 阶导数 (n > 2) 可以有一个上界

|ϕ(n)(x)| 6 Cn

(1 + x2)
n+1

2

,

这里 Cn 是一个与 n 有关的常数.

含有参数 c 的 multiquadric 函数定义为 φ(x) =
√

c2 + x2 = c · ϕ(x
c ), 它的导数也有一个上界

|φ(n)(x)| 6 Cn · c2

(c2 + x2)
n+1

2

.

这样可以直接推导出下面两个不等式: |φ(n)(x)| 6 Cn·c2

|x|n+1 , |φ(n)(x)| 6 Cn

cn−1 .

为了得到稳定性的结果, 在证明中, 还需要下面一个引理.

引理 3.3 不等式 ∫ +∞

−∞
[φ(n)(x)]2dx 6 O

(
1

c2n−3

)

成立.

证明 我们有

∫ +∞

−∞
[φ(n)(x)]2dx =

∫

|x|6c

[φ(n)(x)]2dx +
∫

|x|>c

[φ(n)(x)]2dx

6
∫ c

−c

[
Cn

cn−1

]2

dx + 2
∫ +∞

c

[Cn · c2]2

x2(n+1)
dx =

c · C2
n

(cn−1)2
− [Cn · c2]2

2n + 1
· 1
x2n+1

∣∣∣∣
∞

c

6 O
(

1
c2n−3

)
+O

(
1

c2n−3

)
= O

(
1

c2n−3

)
.

引理得证.

这样我们就可以得到下面的定理.

定理 3.4 对于 multiquadric 拟插值算子 L, 令 c = O(h
1

n+1 ), 则有

E[(Lf∗)(n)(x)− f (n)(x)]2 6 O
(

σ2

h
n

n+1

)
+O(h

4
n+1 )

成立, 这里 f∗ 表示对含有噪声的函数 f(x) 的 multiquadric 拟插值.
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证明 我们有

E[(Lf∗)(n)(x)− f (n)(x)]2

= E[(Lf∗)(n)(x)− (Lf)(n)(x) + (Lf)(n)(x)− f (n)(x)]2

= E
[ +∞∑

j=−∞
f∗(xj)ψ

(n)
j (x)−

+∞∑

j=−∞
f(xj)ψ

(n)
j (x) +

+∞∑

j=−∞
f(xj)ψ

(n)
j (x)− f (n)(x)

]2

成立. 注意到

E
[ +∞∑

j=−∞
f∗(xj)ψ

(n)
j (x)−

+∞∑

j=−∞
f(xj)ψ

(n)
j (x)

]
= 0,

可以得到

E[(Lf∗)(n)(x)− f (n)(x)]2

= E
[ +∞∑

j=−∞
f∗(xj)ψ

(n)
j (x)−

+∞∑

j=−∞
f(xj)ψ

(n)
j (x)

]2

+
[ +∞∑

j=−∞
f(xj)ψ

(n)
j (x)− f (n)(x)

]2

6 σ2
+∞∑

j=−∞
[ψ(n)

j (x)]2 +O(h
2

n+1 )2

=
σ2

4

+∞∑

j=−∞

[
φ

(n)
j+1(x)− φ

(n)
j (x)

(xj+1 − xj)
− φ

(n)
j (x)− φ

(n)
j−1(x)

(xj − xj−1)

]2

+O(h
4

n+1 )

=
σ2

4

+∞∑

j=−∞

{[ φ
(n)
j+1(x)−φ

(n)
j (x)

(xj+1−xj)
− φ

(n)
j (x)−φ

(n)
j−1(x)

(xj−xj−1)

xj+1−xj−1
2

]2

·
(

xj+1 − xj−1

2

)2}
+O(h

4
n+1 )

6 σ2

4

+∞∑

j=−∞

{
[φ(n+2)(x− ξj)]2 ·

(
xj+1 − xj−1

2

)2}
+O(h

4
n+1 ),

这里 ξj ∈ (xj−1, xj+1) 是利用中值定理获得的, 而不是采用了相同符号的随机白噪声. 利用 [6] 中的技

巧, 我们可以得到

E[(Lf∗)(n)(x)− f (n)(x)]2 6 O(σ2h)
∫ +∞

−∞
[φ(n+2)(x)]2dx +O(h

4
n+1 ) 6 O

(
σ2

h
n

n+1

)
+O(h

4
n+1 ). (11)

这样就完成了定理的证明.

注记 3.5 从定理 3.4 可以看出, 如果令 h
2

n+1 = H, 就可以得到与差商相同的逼近阶, 但这时仅

仅要求 σ2
L 6 O(H

n
2 +2). 这意味着 multiquadric 拟插值方法比差商更为稳定, 且有 σ2

D << σ2
L. 粗略的

来说, σ2
D < H

3n
2 σ2

L.

通过本节的对比讨论可知, 假设在 64 位的计算机上至多含有不超过 20 位的十进制有效数字. 在

保持相同精度 H2 的前提下, 对相同的采样随机误差, 应用我们估计导数的方法可以估计更高阶的导

数. 反之,要达到相同的逼近误差及相同的有效位精度,我们对采样的随机误差要求 (小于 σ2
L)远远低

于差商对采样的随机误差的要求 (要满足 σ2
D < H

3n
2 σ2

L 才行).

4 数值例子

为了说明 multiquadric 拟插值方法的稳定性, 我们基于散乱数据 {f∗(xj) = f(xj) + ξj , j = 0,
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图 1 当 f = 1/(1 + x2) 时, 使用不同方法模拟产生的 f̃ ′′(x) 与真实值 f ′′(x) 之间的误差. (a) 差商方法;

(b) multiquadric 拟插值方法

图 2 当 f(x) = sin (x) + e2x2

时, 使用不同方法模拟产生的 f̃ ′′(x) 与真实值 f ′′(x) 之间的误差. (a) 差商方

法; (b) multiquadric 拟插值方法

1, . . . , n} 来模拟函数的二阶导数 f
′′
(x), 这里 {ξj} 是白噪声. 并把我们的结果与传统的差商方法得到

的结果做一对比.

4.1 例 1

选择 Runge 使用的函数 f1(x) = 1
1+x2 作为第一个例子. 我们知道 f

′′
1 (x) = x2

(1+x2)3 − 2
(1+x2)2 .

图 1 分别画出了利用差商与利用 multiquadric 拟插值逼近的两阶导数的误差函数 (Df∗1 )
′′
(x)− f

′′
1 (x)

与 (Lf∗1 )
′′
(x) − f

′′
1 (x) 的图像, 这里随机产生的白噪声方差取为 h3. 从图像可以看出 multiquadric 拟

插值方法比差商方法更为稳定、同时得到的逼近结果也更为精确 (multiquadric 拟插值相比于利用差

商的误差函数振幅小且频率低).

4.2 例 2

第二个例子是 f2(x) = sin(x) + e2x2
, 可以得出它的二阶导数 f

′′
2 (x) = − sin(x) + 4e2x2

+ 16x2e2x2
.

图 2 分别画出了利用差商与利用 multiquadric 拟插值逼近的二阶导数的误差函数 (Df∗2 )
′′
(x)− f

′′
2 (x)

和 (Lf∗2 )
′′
(x)− f

′′
2 (x) 的图像.

从图 2 可以看到, 在边界附近差商方法表现得非常差, 而 multiquadric 拟插值甚至是在非常靠近
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图 3 当 f(x) = sin (x) + e2x2

时, 在区间 [0.1, 0.9] 上, 使用不同方法模拟产生的 f̃ ′′(x) 与真实值 f ′′(x) 之

间的误差. (a) 差商方法; (b) multiquadric 拟插值方法

边界的地方还能表现出很好的性质. 为了比较差商方法和拟插值方法在区间内部的逼近能力, 图 3 画

出了在区间 [0.1, 0.9] 上的误差函数. 它展示了在区间内部 multiquadric 拟插值方法也更为稳定、而且

也更为精确 (multiquadric 拟插值相比于利用差商的误差函数振幅小且频率低).

5 结论

本文研究了 multiquadric 拟插值的稳定性, 并与差商方法进行了比较. 通过理论分析, 证明对于

相同阶导数及相同的随机白噪声, multiquadric拟插值方法比传统的差商方法更稳定、更准确 (误差函

数振幅更小, 频率更低). 当使用一般的计算机时高阶差商方法几乎不能用来计算, 但是 multiquadric

拟插值方法依然还可以使用, 并且可以达到一定的精度. 数值例子也很好地验证了理论的结果. 总之,

multiquadric 拟插值是一个有效的工具, 可以用来数值模拟函数的高阶导数.

致谢 感谢审稿人认真的阅读与提出的宝贵意见.
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