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摘要  利用线性不稳定性理论研究了环膜液体射流破碎模式与气-液界面的关联关系. 通
过对色散方程的推导和数值求解, 研究了环膜液体射流内外气-液界面半径与两种特殊形
式的射流-空心气体射流和实心液体射流之间的关系, 以及各种射流参数对环膜液体射流
不稳定性的影响. 研究结果证明了类反对称模式主要与环膜射流的内气-液界面相关联, 
而类对称模式主要与外气-液界面相关联. 因此, 虽然射流参数对类反对称模式和类对称
模式不稳定性的作用性质相似, 但作用效果的强烈程度不同. 与液相相关的力同时作用
于内、外两个气-液界面上, 因而对两种破碎模式的影响均较为显著; 而与内气体介质相
关的力主要影响类反对称模式的不稳定性, 外气体介质相关的力主要影响类对称模式的
不稳定性, 各种作用力在“穿透”射流液相部分后被大大衰减.  
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环膜液体射流的破碎较之圆柱液体射流、空心气

体射流、平面液膜射流等射流现象要复杂得多, 原因
在于, 对于环膜液体射流而言, 存在内、外两个气-
液界面 , 从而在两个界面上都可能形成不稳定的表
面波. 由于表面波存在着不同的相位差, 就使环膜射
流的破碎可能存在着多种模式 . 而液体的密度、黏
度、速度、旋转、内气体介质和外气体介质的密度、

速度、旋转等射流参数的变化都可能影响射流破碎的

模式, 因此, 对于环膜液体射流破碎机理的研究有助
于理解其他多种射流破碎现象的本质 , 并进而实现
对于环膜液体射流破碎的有效控制 . 考虑到环膜液
体射流的破碎现象在包括内燃机、办公设备、农业灌

溉、化工和制药过程等多个领域都有着极其广泛的应

用, 对这一问题的研究又具有强烈的应用背景.  
正因如此 , 对于环膜液体射流的研究引起了研

究者们的关注. 然而, 由于该现象的复杂性, 对其本
质的认识和理论解释还远未达到令人满意的程度 [1~3]. 
研究者们提出了多种理论解释, 例如空气干扰说、湍
流扰动说、空穴扰动说、边界条件突变说、压力振荡

说等, 其中空气动力干扰说, 即不稳定性理论, 被认

为是发展得最完善、也是最有希望的理论. 即使如此, 
到目前为止 , 该理论仍然存在着一些与实际射流现
象不符合的地方.  

Crapper等人 [4~8]研究了不同射流条件下环膜液

体射流破碎的不稳定性 , 然而他们忽略了气体介质
旋转运动. 一般认为, 气体介质的旋转运动对于环膜
液体射流的破碎具有重要影响 , 对于组织强烈气流
运动的发动机缸内喷雾的破碎过程而言, 尤为重要. 

Kang等人 [9~12]研究了气流运动对无黏圆柱液体

射流破碎的影响, 获得了很多有价值的结论, 然而由
于他们是以实心圆柱射流作为研究对象 , 因此研究
成果的普适性受到了一定的限制. Ponstein等人 [13,14]

研究了气流运动对环膜液体射流破碎的影响 , 然而
在他们的研究中 , 液体的黏性和气体介质并未被考
虑 . 这主要是由于液体黏性所带来的数学处理上巨
大的困难所导致的. 显然, 这种处理方法掩盖了射流
现象的一些本质特征, 因为在某些情况下, 液体的黏
性会对射流的破碎结果产生显著的影响.  

本文利用线性不稳定性理论研究了在黏性环膜

射流的破碎模式与射流的内、外气-液界面的关系. 通
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过对描述黏性环膜射流不稳定性的色散方程的推导

和数值求解, 研究了液体射流参数和内、外气体介质
参数对环膜射流破碎模式及其与气-液界面的关系的
影响规律.  

1  环膜液体射流模型及色散方程 
1.1  环膜液体射流模型 

图 1给出了液体环膜射流及内、外界面不稳定表
面波的示意图. 在环膜射流中, 内界面的半径为 a*, 
外表面的半径为 b*, 液体为密度 ρl, 液体动力黏度为
μ , 液体表面张力为 σ. 液体射流轴向运动速度为 Ul

*, 
其内外表面与气体介质接触. 内气体介质的密度为 ρi, 
轴向运动速度为 Ui

*, 气流做无旋旋转, 旋转强度为
Γi

*. 外气体介质的密度为 ρo, 轴向运动速度为Uo
*, 气

流做无旋旋转, 旋转强度为 Γo
*. 内、外界面表面波的

幅值分别为 ηi和 ηo.  

 
图 1  环膜液体射流模型及表面波 

 

1.2  环膜液体射流不稳定性的色散方程 

对于液体射流和内、外气体介质分别建立描述其

运动特征的连续性方程、动量方程(N-S 方程). 假设
扰动具有简正模态形式 , 并具有时间模式的发展特
征, 即扰动幅值在空间上稳定, 而随时间发展. 此时, 
扰动所引起的气体介质场和液体射流的各种参数变

化具有如下形式:  
( , , , )j j i op η ηu  

*( ( ), ( ), ( ), ( )) exp( )j j i or p r r r t i zη η ω α= +u ,   (1) 

其中 ( )j ru , ( )jp r , ( )i rη 和 ( )o rη 分别为速度、压力、

内外气-液界面位移的扰动初始幅值; 复频率 ω*的实

部即为表征射流不稳定性的扰动增长率; α 为扰动的
波数, j可取为 i, l, o, 分别表示内气体介质、液体射
流和外气体介质.   

借助第一类和第二类虚宗量贝塞尔函数 , 可得
到对于液体射流和内、外气体介质的压力场和轴向、

径向、周向速度场的表达式. 利用内、外气-液界面上
的动力边界条件和运动边界条件 , 经过一系列复杂
的推导过程 , 最终可以得到描述黏性环膜液体射流
破碎不稳定性的色散方程(dispersion equation).  

所得到的色散方程可由下式给出:  
 0=M  (2) 
|M |为一 10×10阶的行列式, 其中各项的表达式为 
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需要指出的是, 为使计算结果具有一般性, 色散方程
的各个参数经过无量纲化的处理过程, 其中 h为尺度
特征.  

* /a a h= ,   * /b b h= ,   
/i i lQ ρ ρ= , /o o lQ ρ ρ= , 

* */i i lU U U= ,  * */o o lU U U= , 

* */i i lU hΓ Γ= , * */o o lU hΓ Γ= , 
* /lRe U h ν= ,  

*2 /l lWe U hρ σ= ,  
* */ lh Uω ω= ,  k hα=  

色散方程中, k为波数, ω为复频率, Re为雷诺数, We
为韦伯数, a, b分别为内外界面半径, Qi, Qo分别为内

外气体与液体的密度比, Ui, Uo分别为内外气体与液

体的速度比, Γi, Γo分别为内外气体的旋转强度, I0, I1

分别为零阶和一阶第一类贝塞尔函数, K0, K1分别为

零阶和一阶第二类贝塞尔函数,  

1i = − ,  2 ( )s k Re ikω= + + . 
未标明各项的值均为零.  

上述的推导过程事实上是极其复杂的 , 必须借
助于一些符号运算程序才能获得 . 本文使用了
MAPLETM 程序完成色散方程的推导和简化过程, 然
而 , 对于色散方程的求解仍必须借助于数值化计算
方法获得.  

对上述色散方程的数值求解可采用 Muller 法进
行 . 求解结果可获得一定射流条件下环膜液体射流
的最大扰动增长率及其对应的波数和截止波数 , 以
及各种射流参数对环膜射流不稳定性及破碎模式的

影响规律. 为考虑普适性, 不稳定性的分析都是以无
量纲的形式进行的.  

2  两种特殊形式的射流 
为分析环膜液体射流的破碎模式 , 首先研究环

膜液体射流的两种特殊形式 , 即无界液体中的圆柱
气体射流和无界气体中的圆柱液体射流.  

2.1  无界液体中的圆柱气体射流 

保持环膜液体射流内气-液界面的半径 a不变化, 
外气-液界面的半径 b 趋近于无穷大时, 环膜液体射
流退化为无界液体中的圆柱气体射流. 此时, 外气-
液界面消失, 表面波只存在于内气-液界面上.  

在此条件下, 原色散方程(2)退化为 
 1 0=M , (3) 

1M 为一 5×5 阶的行列式, 其中各项的表达式可根
据方程(2)考虑当 b趋近于无穷大时化简得到.  

图 2给出了根据方程(3)计算所得到的内气体介质
旋转运动与射流不稳定性的关系.  

从图中可以看出 , 此时射流的最大扰动增长率
较大, 射流破碎较为迅速, 破碎尺度较大, 增长率曲
线较为“丰满”, 最大扰动增长率所对应的波数与射 
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图 2  无界液体中圆柱气体射流的不稳定性 

 
流的截止波数相差较大 , 最大扰动增长率所对应的
波式位于不稳定曲线的中前部. 同时, 随着内气体介
质旋转强度的增强, 射流的不稳定性迅速增加.  

2.2  无界气体中的圆柱液体射流 

当保持环膜液体射流外气-液界面的半径 b 不变
化, 外气-液界面的半径 a趋近于零时, 环膜液体射流
退化为无界气体中的圆柱液体射流. 此时, 内外气-
液界面消失, 表面波只存在于外气-液界面上.  

在此条件下, 原色散方程(2)退化为 
 2 0=M  (4) 

2M 为一 5×5 阶的行列式, 其中各项的表达式可根

据方程(2)考虑当 a趋近于零时化简得到.  
图 3给出了根据方程(4)计算所得到的外气体介质

旋转运动与射流不稳定性的关系.  
 

 
图 3  无界气体中圆柱液体射流的不稳定性 

 
从图中可以看出 , 此时射流的最大扰动增长率

较小, 射流破碎较为缓慢, 破碎尺度较小, 增长率曲

线较为“扁平”, 最大扰动增长率所对应的波数与射
流的截止波数较为接近 , 最大扰动增长率所对应的
波数位于不稳定曲线的中后部. 同时, 随着内气体介
质旋转强度的增强, 射流的不稳定性迅速减小. 

3  射流破碎模式与气-液界面的关联关系 
与上述特殊形式的射流破碎模式不同 , 环膜液

体射流存在着内、外两个气-液界面, 不稳定的表面波
存分别存在于这两个界面上 . 两个界面上的表面波
存在着一定的相位关系.  

进一步的研究结果表明 , 两个表面波的相位存
在两种不同的形式. 对于平面液膜射流而言, 两者的
相位差可能 0°, 这种模式被称为对称模式 (varicose 
mode); 相位差也可能是 180°, 这种模式被称为反对
称模式(sinuous mode), 如图 4所示. 对于环膜液体射
流 , 内外表面波的相位差与此类似 , 但并不完全相 
同, 因此, 对应于环膜液体射流的两种扰动模式被称
之为类对称模式(para-varicose mode)和类反对称模式
(para-sinuous mode). 

 
(a) 
 
 
 
 
(b) 

 
 
 

图 4  液膜射流的扰动模式 
(a) 反对称模式(sinuous mode); (b)对称模式(varicose mode) 

 
为研究环膜液体射流的破碎模式与内、外气-液

界面的关联关系 , 分别利用环膜射流不稳定性的色
散方程(2)研究了内外气-液界面半径的变化对环膜射
流两种破碎模式的影响规律.  

图 5给出了环膜液体射流内气-液界面半径对于射
流扰动增长率的影响规律. 从图中可以看出, 随着内
气-液界面半径 a的减小, 对于类反对称模式而言, 扰
动增长率先减小, 随后增加; 对于类对称模式而 言, 
随着内气-液界面半径的减小, 扰动增长率持续增加, 
同时, 类对称模式的不稳定性曲线逐渐趋近于图 3中
无界气体中的圆柱液体Γo = 0.5 的曲线. 而无界气体
中的圆柱液体射流只有一个外气-液界面, 这证明了
环膜液体射流的类对称破碎模式是与射流的外气-液
界面直接关联的 ,  而与内气 -液界面的关联程度不 
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图 5  环膜射流内气-液界面半径对射流不稳定性的影响 

(a) 类反对称模式; (b)类对称模式 
 

大. 换言之, 任何直接作用于外气-液界面上的作用
力都会对类对称模式的破碎起着显著的影响 , 而作
用于内气-液界面上的作用力对类对称模式的破碎影
响则有可能被液体射流强烈衰减 , 使得作用效果不
明显. 

需要说明的是, 随着内气-液界面半径 a 的减小, 
对于类反对称模式而言, 扰动增长率先减小, 随后增
加 . 出现这样的非单调的变化规律可以解释为在射
流不稳定性表现为破碎(breakup)的模式下(对应于小
波数), 扰动增长率随 a的减小而减小; 而当射流不稳
定性表现为雾化(atomization)的模式下(对应于大波
数), 扰动增长率随 a的增大而减小.  

图 6给出了环膜液体射流外气-液界面半径对于射
流不稳定性的影响规律. 从图中可以看出, 随着内气-
液界面半径 b 的增加, 对于类反对称模式而言, 扰动
增长率逐渐减小; 对于类对称模式而言 , 随着内气- 

液界面半径 b 的增加, 扰动增长率持续增加. 同时, 
类反对称模式的不稳定性曲线逐渐趋近于图 2 中空
心圆柱气体射流Γi = 1 的曲线. 而空心圆柱气体射流
只有一个内气-液界面, 这证明了环膜液体射流的类
反对称破碎模式是与射流的内气-液界面直接关联的, 
而与外气-液界面的关联程度不大. 换言之, 任何直
接作用于内气-液界面上的作用力都会对类反对称模
式的破碎起着显著的影响, 而作用于外气-液界面上
的作用力对类反对称模式的破碎影响则有可能被液

体射流强烈衰减.  

4  若干影响因素对环膜射流破碎模式与气
液界面关联关系的影响 
4.1  无量纲韦伯数(We)的影响 

韦伯数(We)主要用于定量描述液体的表面张力.  
由于液体的表面张力同时作用于内、外两个气-  

 
图 6  环膜射流外气-液界面半径对射流不稳定性的影响 

(a) 类反对称模式; (b)类对称模式 
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液界面上, 因此, We 数对类对称模式和类反对称模式
的不稳定性均有显著影响, 随着We数的增加, 两种模
式的扰动增长率都呈现出先下降, 然后增加的趋势, 
如图 7所示. 

4.2  无量纲雷诺数(Re)的影响 

无量纲雷诺数(Re)主要用于描述液体的黏性力. 
由于液体的黏性力亦同时作用于内、外两个气-液界
面上, 因此, Re 数对类对称模式和类反对称模式的不
稳定性均有显著影响, 随着 Re数的增加, 两种模式的
不稳定性都呈现出增加的趋势, 如图 8所示.  

4.3  无量纲速度比(Ui和 Uo)的影响 

无量纲速度比(Ui 和 Uo)主要用于描述气液惯性
力. 由于 Ui主要作用于内气-液界面上, 因此, Ui对环

膜射流的类反对称模式的扰动增长率具有显著的影

响. 从图 9中可以看出, 随着 Ui的增加, 类反对称模

式的最大扰动增长率先下降, 随后又迅速增加. 而对
于类对称模式, 作用效果要微弱得多, 显然, 由于类
对称模式主要与外气-液界面直接关联, Ui 的作用在

“穿透”液体射流后被大大衰减了.  
图 10给出了Uo对环膜射流最大扰动增长率的影

响. 由于 Uo 是直接作用于外气-液界面上, 因此对于
类对称模式的不稳定性影响十分显著 . 而对于类反
对称模式的不稳定性的作用效果则相对较弱.  

4.4  无量纲密度比(Qi和 Qo)的影响 

无量纲密度比(Qi 和 Qo)主要用于描述气液作用
力. 由于 Qi主要作用于内气-液界面上, 因此, Qi是环

膜射流类反对称模式的强烈失稳因素. 从图 11 中可
以看出, 随着Qi的增加, 类反对称模式和类对称模式
的最大扰动增长率均增长 , 但类反对称模式增加更
加明显. 这显然是由于类反对称模式是与内气-液界 

 

 
图 7  We数对环膜射流不稳定性的影响 

 

 
图 9  Ui对环膜射流不稳定性的影响 

 
图 8  Re数对环膜射流不稳定性的影响 

 

 
图 10  Uo对环膜射流不稳定性的影响 
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图 11  Qi对环膜射流不稳定性的影响 

 
面直接关联的原因. 

与此相反, Qo 主要作用于外气-液界面上, 因此, 
Qo 是环膜射流类对称模式的强烈失稳因素. 而对于
类反对称模式不稳定性的影响则相对较小, 如图 12
所示. 

 
图 12  Qo对环膜射流不稳定性的影响 

 
4.5  无量纲旋转强度(Γi、Γo)的影响 

无量纲气体旋转强度(Γi、Γo)主要用于描述气体
旋转离心力. 

Γi对于环膜液体射流有失稳作用, 但由于Γi主要

作用于内气-液界面上, 因此, Γi对类反对称模式的作

用较之类对称模式要强烈得多, 如图 13 所示. 另一
方面, Γo是环膜液体射流的促稳因素, 但由于Γo作用

于外气-液界面上, 因此, 对于类对称模式的促稳作
用更为强烈, 如图 14所示.  

 
图 13  Γi对环膜射流不稳定性的影响 

 

 
图 14  Γo对环膜射流不稳定性的影响 
 

5  结论 
(ⅰ) 环膜射流的类反对称模式主要与射流的内

气-液界面相关联, 而类对称模式主要与射流的外气
体-液界面相关联;  

(ⅱ) 各种射流参数对类反对称模式和类对称模
式不稳定性的作用性质是相同的 , 但作用效果的强
烈程度不同;  

(ⅲ) 与液相相关的力同时作用于内、外两个气-
液界面上, 因而对两种破碎模式的影响均较为显著;  

(ⅳ) 与内气体介质相关的力主要影响类反对称
模式的不稳定性 , 而外气体介质相关的力主要影响
类对称模式的不稳定性;  

(ⅴ) 各种作用力在“穿透”射流液相部分后被大
大衰减.  
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