
中国科学 : 数学 2022年 第 52卷 第 9期 : 997∼ 1014

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Guo S J, Zhang X H, Wang S X. Cohomology and deformations of BiHom-Lie conformal algebras (in Chinese).

Sci Sin Math, 2022, 52: 997–1014, doi: 10.1360/SSM-2020-0279

c⃝ 2021《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

BiHom-Lie 共形代数的上同调与形变

郭双建1∗, 张晓辉2, 王圣祥3

1. 贵州财经大学数学与统计学院, 贵阳 550025;

2. 曲阜师范大学数学科学学院, 曲阜 273165;

3. 滁州学院金融与数学学院, 滁州 239000

E-mail: shuangjianguo@126.com, zxhui-000@126.com, wangsx-math@163.com

收稿日期: 2020-09-11; 接受日期: 2021-08-27; 网络出版日期: 2021-11-12; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12161013, 11761017 和 11801304)、贵州省科技厅基金 (批准号: 黔科合基础 [2020]1Y005) 和安徽省

自然科学基金 (批准号: 1908085MA03) 资助项目

摘要 本文首先引入 BiHom-Lie 共形代数的概念并研究它的上同调理论. 随后, 讨论正则 BiHom-Lie

共形代数的形变理论并给出一些具体应用. 最后, 引入 BiHom-Lie 共形代数的导子并研究它的性质.
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1 引言

Kac [1] 引入了 Lie共形代数, 并对共形场理论中手征性场 (chiral fields)的算子积展开的奇异部分

给出了一个公理化的描述. 它是研究顶点代数的一个有用工具, 在 Lie 代数理论中有许多应用. 此外,

Lie共形代数与非线性演化方程理论中的 Hamilton形式有着密切的联系.有限 Lie共形代数在结构理

论 [2]、表示理论 [3] 和上同调理论 [4] 等方面得到了广泛的研究. 此外, Liberati [5] 引入了 Lie 共形双代

数结构, 包括共形经典 Yang-Baxter 方程、共形 Manin 三元组和共形 Drinfeld 偶. 正是这些非平凡的

结论使得对于 Lie 共形代数理论的研究更有理论价值和应用前景. 近年来, Hong 和 Bai [6]、Hong 和

Wu [7]、Wu 和 Yuan [8]、Fan 等 [9] 和 Su 等 [10] 系统地研究了 Lie 共形代数的共形导子、O 算子、半单

性、扩张与分类等内容.

代数形变理论最早由 Gemstenhaber 提出, 他构造与分析了结合代数与 Lie 代数的形变的单参数

族. 后来, 这种形变方法特别是保运算的离散形变方法被应用到各种量子现象的模型中, 用来分析某

些复杂的系统和过程, 而这些被离散形变后的代数结构具有更好的性质, 从而使得此系统和过程更有

研究价值. 这种形变的例子最初与 Witt 代数和 Virasoro 代数有关 (参见文献 [11]). 扭导子离散形
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变作用在 Lie 代数的向量空间上就产生了 Hom-Lie 代数 [12], 其中 Jacobi 等式被扭曲为 Hom-Jacobi

等式:

[α(x), [y, z]] + [α(y), [z, x]] + [α(z), [x, y]] = 0.

Yuan [13] 引入了 Hom-Lie 共形代数的概念, 研究了它的性质, 并验证了一类 Hom-Lie 共形代数等

价于 Hom-Gel’fand-Dorfman 双代数. 随后, Zhao 等 [14] 发展了 Hom-Lie 共形代数的上同调理论, 讨

论了正则 Hom-Lie 共形代数的形变, 引入了 Hom-Lie 共形代数的导子并研究了它的一些性质. 最近,

Guo 等 [15] 引入了 Hom- 左对称共形双代数的概念, 给出了一些非平凡的例子, 验证了 Hom- 左对称

共形双代数等价于 Hom-parakähler Lie 共形双代数.

BiHom-代数是一种其定义的结构的恒等式被两个同态 α和 β 扭曲的代数. 这类代数由一种范畴

方法引入, 它是 Hom- 代数的推广. 自引入以来, 许多学者对 BiHom- 代数的研究一直很感兴趣, 主要

是因为它们在数学物理中的应用. Graziani 等 [16] 给出了 BiHom- 代数的基础概念、动机和结果. 经典

的 BiHom- 代数结构包括 BiHom- 结合代数和 BiHom-Lie 代数等. 由于 Lie 共形代数与无限维 Lie 代

数是紧密相关的, 因此 BiHom-Lie 共形代数也与无限维 BiHom-Lie 代数紧密相关, 这是本文研究的动

机之一.结合 Hom-Lie共形代数与 BiHom-Lie代数的最新研究结果,本文引入 BiHom-Lie共形代数的

概念并研究它的上同调理论, 讨论正则 BiHom-Lie 共形代数的形变理论并得到形变理论的一些应用.

最后, 介绍 BiHom-Lie 共形代数的导子并研究它的性质.

2 预备知识

本文假设 C为复数域,所有代数系统均在 C上, Z表示整数集, Z+ 表示非负整数集. 下面简要介

绍本文中涉及的一些概念和符号,更多有关 Hom-Lie共形代数和 BiHom-代数中的概念与结果参见文

献 [13, 16].

定义 2.1 Hom-Lie 共形代数是一个三元组 (R, [·λ·], α), 其中 R 是 C[∂]- 模, α 是 R 上的线性自

同态并满足 α∂ = ∂α, [·λ·] : R⊗R→ R[λ] = C[λ]⊗R 是 C- 线性映射, 满足: 对任意的 a, b, c ∈ R, 有

[∂aλb] = −λ[aλb], [aλ∂b] = (∂ + λ)[aλb],

[aλb] = −[b−λ−∂a],

[α(a)λ[bµc]] = [[aλb]λ+µα(c)] + [α(b)µ[aλc]].

为了书写方便, 用 A 表示不定式 ∂ 中的多项式环 C[∂].
定义 2.2 A- 模 V 与 W 之间的共形线性映射是一个线性映射 ϕ : V → A[λ]⊗A W , 满足

ϕ(∂v) = (∂ + λ)ϕ(v).

Chom(V,W ) 表示所有共形线性映射 V 到 W 的集合, 使得 Chom(V,W ) 成为 A- 模, 只需

(∂ϕ)λv = −λϕλv.

本文用 Cend(V ) 来代替 Chom(V, V ).
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定义 2.3 BiHom-Lie 代数是一个四元组 (L, [·, ·], α, β), 其中 L 是线性空间, α, β : L → L 和

[·, ·] : L⊗ L→ L 是线性映射, 满足

α ◦ β = β ◦ α,

α([a, b]) = [α(a), α(b)], β([a, b]) = [β(a), β(b)],

[β(a), α(a′)] = −[β(a′), α(a)],

[β2(a), [β(a′), α(a′′)]] + [β2(a′), [β(a′′), α(a)]] + [β2(a′′), [β(a), α(a′)]] = 0,

其中 a, a′, a′′ ∈ L.

如果 α 和 β 为代数同构, 则称 (L, [·, ·], α, β) 为正则的.

3 BiHom-Lie 共形代数的上同调

定义 3.1 BiHom-Lie 共形代数是一个四元组 (R, [·λ·], α, β), 其中 R 是 C[∂]- 模, α 和 β 是

R 上交换的线性自同态并满足 α∂ = ∂α, β∂ = ∂β, α([aλb]) = [α(a)λα(b)], β([aλb]) = [β(a)λβ(b)],

[·λ·] : R⊗R→ R[λ] = C[λ]⊗R 是 C- 线性映射, 满足: 对任意的 a, b, c ∈ R, 有

[∂aλb] = −λ[aλb], [aλ∂b] = (∂ + λ)[aλb], (3.1)

[β(a)λα(b)] = −[β(b)−λ−∂α(a)], (3.2)

[β2(a)λ[β(b)µα(c)]] + [β2(b)µ[β(c)−λ−∂α(a)]] + [β2(c)−λ−µ−∂ [β(a)λα(b)]] = 0. (3.3)

如果 α 和 β 为代数同构, 则称 (R,α, β) 为正则的.

若 R 为有限生成的 C[∂]- 模, 则 BiHom-Lie 共形代数 R 称为有限的, 否则称为无限的.

设 (R,α, β) 为 BiHom-Lie 共形代数, 则有

LieR :=
R[t, t−1]

(∂ + ∂t)R[t, t−1]
, am := atm ∈ LieR, a ∈ R.

定义 [·, ·] 为

[am, bn] :=
∑
j∈Z+

m

j

 (a(j)b)m+n−j , α(am) := α(a)tm, β(am) := β(a)tm.

可以得到 (LieR, [·, ·], α, β) 是一个 BiHom-Lie 代数, 并且由所有的 an (n > 0) 张成的线性空间 LieR+

构成它的一个子代数.

例 3.1 设 R 为 Lie 共形代数, α, β : R→ R 为交换的线性自同态并满足

α∂ = ∂α, β∂ = ∂β, α([aλb]) = [α(a)λα(b)], β([aλb]) = [β(a)λβ(b)].

定义 C- 线性映射 [·λ·]′ : R⊗R→ R[λ] = C[λ]⊗R 为 [aλb]
′ := [α(a)λβ(b)], 则 (R,α, β) 为关于 [·λ·]′ 成

立的 BiHom-Lie 共形代数.

例 3.2 设 (L, [·, ·], α, β) 为 BiHom-Lie 代数. 令 L̂ = L ⊗ C[t, t−1] 并在 L̂ 上定义括号积与扭曲

映射:

[u⊗ tm, v ⊗ tn]′ := [u, v]⊗ tm+n,
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α(u⊗ tm) := α(u)⊗ tm, β(u⊗ tm) := β(u)⊗ tm,

其中 u, v ∈ L, m,n ∈ Z,则 (L̂, [·, ·]′, α, β)为一个 BiHom-Lie代数. 简单计算可得 BiHom-Lie共形代数

R = C[∂]L, 其中

[uλv] := [u, v],

α(f(∂)u) := f(∂)α(u), β(f(∂)u) := f(∂)β(u).

定义 3.2 BiHom-Lie 共形代数 (R,α, β) 的模是一个三元组 (M,αM , βM ), 其中 M 为 C[∂]- 模,

αM , βM : M → M 为线性自同态. C- 线性映射 ·λ· : R ⊗M → M [λ], a ⊗ v 7→ aλv 满足: 对任意的

a, b ∈ R, v ∈M , 有

αM ◦ βM = βM ◦ αM ,

αM (a ·m) = α(a) · αM (m),

βM (a ·m) = β(a) · βM (m),

αβ(a)λ(bµv)− β(b)µ(α(a)λv) = [β(a)λb]λ+µβM (v),

(∂a)λv = −λ(aλv), aλ(∂v) = (∂ + λ)aλv,

βM ◦ ∂ = ∂ ◦ βM , αM ◦ ∂ = ∂ ◦ αM ,

αM (aλv) = α(a)λ(αM (v)), βM (aλv) = β(a)λ(βM (v)).

例 3.3 设 (R,α, β) 为 BiHom-Lie 共形代数, 则 (R,α, β) 为 R- 模, 即模作用为 aλb := [aλb], 其

中 a, b ∈ R.

命题 3.1 设 (R,α, β) 为正则 BiHom-Lie 共形代数, (M,αM , βM ) 为 R- 模. 假设 α 和 βM 是双

射. 定义 C- 线性映射 [·λ·]: 对任意的 a, b ∈ R, u, v ∈M , 有

[(a+ u)λ(b+ v)]M := [aλb] + aλv − α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u);

定义扭曲映射 α+ αM , β + βM : R⊕M → R⊕M 为

(α+ αM )(a+ u) := α(a) + αM (u), (β + βM )(a+ u) := β(a) + βM (u),

则 (R⊕M,α+ αM , β + βM ) 为一个 BiHom-Lie 共形代数.

证明 已知等式

∂(a+ u) = ∂(a) + ∂(u), ∀ a ∈ R, u ∈M.

不难验证, 对任意的 a, b ∈ R 和 u, v ∈M , 有

(α+ αM ) ◦ ∂ = ∂ ◦ (α+ αM ), (β + βM ) ◦ ∂ = ∂ ◦ (β + βM ),

(α+ αM )([(a+ u)λ(b+ v)]M ) = [((α+ αM )(a+ u))λ(α+ αM )(b+ v)]M ,

(β + βM )([(a+ u)λ(b+ v)]M ) = [((β + βM )(a+ u))λ(β + βM )(b+ v)]M .

对于 (3.1), 有

[∂(a+ u)λ(b+ v)]M = [(∂a+ ∂u)λ(b+ v)]M
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= [∂aλb] + (∂a)λv − α−1β(b)−∂−λ∂αMβ
−1
M (u)

= −λ[aλb]− λaλv − (∂ − λ− ∂)α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u)

= −λ([aλb] + aλv − α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u))

= −λ[(a+ u)λ(b+ v)]M ,

[(a+ u)λ∂(b+ v)]M = [(a+ u)λ(∂b+ ∂v)]M

= [aλ∂b] + aλ∂v − ∂α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u)

= (∂ + λ)[aλb] + (∂ + λ)aλv − (∂ + λ)α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u)

= (∂ + λ)([aλb] + aλv − α−1β(b)−∂−λαMβ
−1
M (u))

= (∂ + λ)[(a+ u)λ(b+ v)]M .

对于 (3.2), 有

[(β(b) + βM (v))−∂−λ(α(a) + αM (u))]M

= [β(b)−∂−λα(a)] + β(b)−∂−λαM (u)− β(a)λαM (v)

= −[β(a)λα(b)]− β(a)λαM (v) + β(b)−∂−λαM (u)

= −[(β(a) + βM (u))λ(α(b) + αM (v))]M .

对于 (3.3), 有

[(α+ αM )(β + βM )(a+ u)λ[(b+ v)µ(c+ w)]M ]M

= [(αβ(a) + αMβM (u))λ[(b+ v)µ(c+ w)]M ]M

= [(αβ(a) + αMβM (u))λ
(
[bµc] + bµw − α−1β(c)−∂−µαMβ

−1
M (v)

)
]M ,

[(β + βM )(b+ v)µ[(α+ αM )(a+ u)λ(c+ w)]M ]M

= [β(b)µ[α(a)λc]] + β(b)µ(α(a)λw)− β(b)µ
(
α−1β(c)−∂−µα

2
Mβ

−1
M (u)

)
− α−1β([α(a)λc])−∂−µαM (v),

[[(β + βM )(a+ u)λ(b+ v)]Mλ+µ(β + βM )(c+ w)]M

= [[β(a)λb]λ+µβ(c)] + [β(a)λb]λ+µβM (w)− α−1β2(c)−∂−λ−µαMβ
−1
M (β(a)λv)

− α−1β2(c)−∂−λ−µαMβ
−1
M (α−1β(b)−∂−λαM (u)).

由于 (M,αM , βM ) 为 R- 模, 因此有

αβ(a)λ(bµv)− β(b)µ(α(a)λv) = [β(a)λb]λ+µβM (v).

由此可得

[(α+ αM )(β + βM )(a+ u)λ[(b+ v)µ(c+ w)]M ]M

= [(β + βM )(b+ v)µ[(α+ αM )(a+ u)λ(c+ w)]M ]M

+ [[(β + βM )(a+ u)λ(b+ v)]Mλ+µ(β + βM )(c+ w)]M .

因此, (R⊕M,α+ αM , β + βM ) 为 BiHom-Lie 共形代数.
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定义 3.3 正则 BiHom-Lie 共形代数 (R,α, β) 的 n- 上链 (n ∈ Z+) 为系数在模 (M,αM , βM ) 中

的 C- 线性映射:

γ : Rn →M [λ1, . . . , λn], (a1, . . . , an) 7→ γλ1,...,λn(a1, . . . , an),

其中 M [λ1, . . . , λn] 表示系数在 M 中的多项式空间, 满足

(1) 共形反线性:

γλ1,...,λn(a1, . . . , ∂ai, . . . , an) = −λiγλ1,...,λn(a1, . . . , ai, . . . , an);

(2) 斜对称性:

γ(a1, . . . , β(ai+1), α(ai), . . . , an) = −γ(a1, . . . , β(ai), α(ai+1), . . . , an);

(3) 交换性:

γ ◦ α = αM ◦ γ, γ ◦ β = βM ◦ γ.

设 R⊗0 = C ∈M 为 0- 上链. 定义上链 γ 的微分 d 为

(dγ)λ1,...,λn+1(a1, . . . , an+1)

=

n+1∑
i=1

(−1)i+1αβn−1(ai)λiγλ1,...,λ̂i,...,λn+1
(a1, . . . , âi, . . . , an+1)

+
∑

16i<j6n+1

(−1)i+jγλi+λj ,λ1,...,λ̂i,...,λ̂j ,...,λn+1
([α−1β(ai)λiaj ], β(a1), . . . , âi, . . . , âj , . . . , β(an+1)),

其中 γ 在多项式 λi 是线性的. 特别地, 若 γ 是 0- 上链, 则 (dγ)λa = aλγ.

命题 3.2 dγ 是上链并且 d2 = 0.

证明 设 γ 为 n- 上链, 不难验证 d 满足共形反线性、斜对称性和交换性, 即 d 为 (n+ 1)- 上链,

只需验证 d2 = 0. 事实上, 对任意的 a1, . . . , an+2 ∈ R, 有

(d2γ)λ1,...,λn+2(a1, . . . , an+2)

=

n+1∑
i=1

(−1)i+1αβn(ai)λi(dγ)λ1,...,λ̂i,...,λn+2
(a1, . . . , âi, . . . , an+2)

+
∑

16i<j6n+1

(−1)i+j(dγ)λi+λj ,λ1,...,λ̂i,...λ̂j ,...,λn+2
([α−1β(ai)λiaj ], β(a1), . . . , âi, . . . , âj , . . . , β(an+2))

=

n+2∑
i=1

i−1∑
j=1

(−1)i+jαβn(ai)λi(αβ
n−1(aj)λjγλ1,...,λ̂j,i,...,λn+2

(a1, . . . , âj,i, . . . , an+2)) (3.4a)

+

n+2∑
i=1

n+2∑
j=i+1

(−1)i+j+1αβn(ai)λi(αβ
n−1(aj)λjγλ1,...,λ̂i,j ,...,λn+2

(a1, . . . , âi,j , . . . , an+2)) (3.4b)

+

n+2∑
i=1

n+2∑
16j<k<i

(−1)i+j+k+1αβn(ai)λiγλj+λk,λ1,...,λ̂j,k,i,...,λn+2

× ([α−1β(aj)λjak], β(a1), . . . , âj,k,i, . . . , β(an+2)) (3.4c)

+

n+2∑
i=1

n+2∑
16j<i<k

(−1)i+j+kαβn(ai)λiγλj+λk,λ1,...,λ̂j,i,k,...,λn+2
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× ([α−1β(aj)λjak], β(a1), . . . , âj,i,k, . . . , β(an+2)) (3.4d)

+

n+2∑
i=1

n+2∑
16i<j<k

(−1)i+j+k+1αβn(ai)λiγλj+λk,λ1,...,λ̂i,j,k,...,λn+2

× ([α−1β(aj)λjak], β(a1), . . . , âi,j,k, . . . , β(an+2)) (3.4e)

+

n+2∑
16i<j

i−1∑
k=1

(−1)i+j+kαβn(ak)λkγλi+λj ,λ1,...,λ̂k,i,j ,...,λn+2

× ([α−1β(ai)λiaj ], β(a1), . . . , âk,i,j , . . . , β(an+2)) (3.4f)

+

n+2∑
16i<j

j−1∑
k=i+1

(−1)i+j+k+1αβn(ak)λkγλi+λj ,λ1,...,λ̂i,k,j ,...,λn+2

× ([α−1β(ai)λjaj ], β(a1), . . . , âi,k,j , . . . , β(an+2)) (3.4g)

+

n+2∑
16i<j

n+2∑
k=j+1

(−1)i+j+kαβn(ak)λkγλi+λj ,λ1,...,λ̂i,j,k,...,λn+2

× ([α−1β(ai)λiaj ], β(a1), . . . , âi,j,k, . . . , β(an+2)) (3.4h)

+

n+2∑
16i<j

(−1)i+jαβn−1([α−1β(ai)λiaj ])λi+λjγλ1,...,λ̂j ,...λ̂i,...,λn+2
(β(a1), . . . , âj , . . . , âi, . . . , β(an+2)) (3.4i)

+

n+2∑
i,j,k,l互不相同,i<j,k<l

(−1)i+j+k+lsign{i, j, k, l}

× γλk+λl,λi+λj ,λ1,...,λ̂i,j,k,l,...,λn+2
(β[α−1β(ak)λkal], β[α

−1β(ai)λiaj ], . . . , âi,j,k,l, . . . , β
2(an+2)) (3.4j)

+

n+2∑
i,j,k=1,i<j,k ̸=i,j

(−1)i+j+k+lsign{i, j, k}

× γλi+λk+λj ,λ1,...,λ̂i,j,k,...,λn+2
([[α−1β(ai)λiaj ]λi+λj , β(αk)], β

2(a1), . . . , âi,j,k, . . . , β
2(an+2)), (3.4k)

其中 sign{i1, . . . , ip} 是将指标按递增顺序排列的符号, âi,j , âi, âj , . . . 表示省略.

显然, (3.4c) + (3.4h) = 0. 类似地, (3.4d) + (3.4g) = (3.4e) + (3.4f) = 0. 由 BiHom-Jacobi等式可

知 (3.4k) = 0. 由斜对称性可知 (3.4j) = 0. 由于 (M,αM , βM ) 为 R- 模, 计算可得

αβ(a)λ(bµv)− β(b)µ(α(a)λv) = [β(a)λb]λ+µβM (v).

因为 γ ◦ α = αM ◦ γ, γ ◦ β = βM ◦ γ, 所以有 (3.4a) + (3.4b) + (3.4i) = 0. 因此 d2γ = 0.

因此系数在模 M 中 BiHom-Lie 共形代数 R 的上链构成一个复形, 表示为

C̃•
α,β = C̃•

α,β(R,M) =
⊕
n∈Z+

C̃n
α,β(R,M),

称为 R- 模 (M,αM , βM ) 的基本复形.

4 BiHom-Lie 共形代数的形变与 Nijenhuis 算子

设 R 为正则 BiHom-Lie 共形代数. 对任意的 a, b ∈ R, 定义 aλb = [αs(a)λb]. 设 Rs 为 R 的 αs 伴

随模. 令 γ ∈ C̃n
α,β(R,Rs). 定义算子 ds : C̃

n
α,β(R,Rs) → C̃n+1

α,β (R,Rs) :

(dsγ)λ1,...,λn+1(a1, . . . , an+1)
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=
n+1∑
i=1

(−1)i+1[αs+1βn−1(ai)λiγλ1,...,λ̂i,...,λn+1
(a1, . . . , âi, . . . , an+1)]

+
∑

16i<j6n+1

(−1)i+jγλi+λj ,λ1,...,λ̂i,...λ̂j ,...,λn+1
([α−1β(ai)λiaj ], β(a1), . . . , âi, . . . , âj , . . . , β(an+1)).

显然, 微分 d 可诱导出算子 ds. 因此 ds 保留上链的空间并且满足 d2s = 0. 假定 C̃•
α,β(R,Rs) 关于算子

ds 是结合的.

令 s = −1. 设 ψ ∈ C̃2(R,R)0 为与 α 和 β 可交换的双线性算子. 考虑 R 上一簇 t- 参数化的双线

性算子,

[aλb]t = [aλb] + tψλ,−∂−λ(a, b), ∀ a, b ∈ R. (4.1)

若 [·λ·] 赋予 (R, [·λ·], α, β) 一个 BiHom-Lie 共形代数结构, 则称 ψ 生成 BiHom-Lie 共形代数 R 的一

个形变. 容易验证 [·λ·] 满足 (3.1). 由 [·λ·] 的斜对称性可知

[β(a)λα(b)]t = [β(a)λα(b)] + tψλ,−∂−λ(β(a), α(b)),

[β(b)−∂−λα(a)]t = [β(b)−∂−λα(a)] + tψ−∂−λ,λ(β(b), α(a)),

则 [β(a)λα(b)]t = −[β(b)−∂−λα(a)]t 当且仅当

ψλ,−∂−λ(β(a), α(b)) = −ψ−∂−λ,λ(β(b), α(a)). (4.2)

若等式 (3.3) 成立, 则

[αβ(a)λ[bµc]] + t([αβ(a)λψµ,−∂−µ(b, c)] + ψλ,−∂−λ(αβ(a), [bµc])) + t2ψλ,−∂−λ(αβ(a), ψµ,−∂−µ(b, c))

= [β(b)µ[α(a)λc]] + t([β(b)µ(ψλ,−∂−λ(α(a), c))] + ψµ,−∂−µ(β(b), [α(a)λc]))

+ t2ψµ,−∂−µ(β(b), ψλ,−∂−λ(α(a), c)) + [[β(a)λb]λ+µβ(c)]

+ t([(ψλ,−∂−λ(β(a), b))λ+µβ(c)] + ψλ+µ,−∂−λ−µ([β(a)λb], β(c)))

+ t2ψλ+µ,−∂−λ−µ(ψλ,−∂−λ(β(a), b), β(c))

当且仅当

ψλ,−∂−λ(αβ(a), ψµ,−∂−µ(b, c))

= ψµ,−∂−µ(β(b), ψλ,−∂−λ(α(a), c)) + ψλ+µ,−∂−λ−µ(ψλ,−∂−λ(β(a), b), β(c)), (4.3)

[αβ(a)λ(ψµ,−∂−µ(b, c))] + ψλ,−∂−λ(αβ(a), [bµc])

= [β(b)µ(ψλ,−∂−λ(α(a), c))] + ψµ,−∂−µ(β(b), [α(a)λc])

+ [(ψλ,−∂−λ(β(a), b))λ+µβ(c)] + ψλ+µ,−∂−λ−µ([β(a)λb], β(c)). (4.4)

显然, (4.3) 和 (4.4) 意味着 ψ 在 R 上定义了一个 BiHom-Lie 共形代数结构.

若存在线性算子 f ∈ C̃1
α,β(R,R−1) 满足

Tt([aλb]t) = [Tt(a)λTt(b)], (4.5)

其中 a, b ∈ R, Tt = id + tf , 则称形变是平凡的.
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定义 4.1 对任意的 a, b ∈ R, 如果

[f(a)λf(b)] = f([aλb]N ) (4.6)

成立, 其中 [·, ·]N 定义为

[aλb]N = [f(a)λb] + [aλf(b)]− f([aλb]), (4.7)

则称线性算子 f ∈ C̃1
α,β(R,R−1) 为 Nijenhuis 算子.

定理 4.1 设 (R,α, β) 为正则 BiHom-Lie 共形代数, f ∈ C̃1
α,β(R,R−1) 为 Nijenhuis 算子, 则由

(R,α, β) 上的形变可得

ψλ,−∂−λ(a, b) = [aλb]N , (4.8)

其中 a, b ∈ R. 此外, 形变是平凡的.

证明 为了验证 ψ 生成一个形变, 只需验证 (4.2)–(4.4) 成立. 首先验证

ψ(β(a), α(b)) = −ψ(β(b), α(a)).

事实上, 对任意的 a, b ∈ R, 有

ψ(β(a), α(b)) = [aλb]N

= [f(β(a))λα(b)] + [β(a)λf(α(b))]− f [β(a)λα(b)]

= −([f(β(b))λα(a)] + [β(b)λf(α(a))]− f [β(b)λα(a)])

= −[β(b), α(a)]N

= −ψ(β(b), α(a)).

由等式 (4.5)–(4.7) 可得

ψλ,−∂−λ(αβ(a), ψµ,−∂−µ(b, c)) + ψµ,−∂−µ(β(b), ψ−∂−λ,λ(α
−1β(c), α2β−1(a)))

+ ψ−∂−λ−µ,λ+µ(α
−1β2(c), ψλ,−∂−λ(α(a), αβ

−1(b)))

= [f(αβ(a))λ[f(b)µc]] + [f(αβ(a))λ[bµf(c)]]− [f(αβ(a))λf([bµc])]

+ [αβ(a)λ[f(b)µf(c)]]− f([αβ(a)λ[f(b)µc]])− f([αβ(a)λ[bµf(c)]])

+ f([αβ(a)λf([bµc])]) + [f(β(b))µ[f(α
−1β(c))−∂−λα

2β−1(a)]]

+ [f(β(b))µ[α
−1β(c)−∂−λf(α

2β−1(a))]]− [f(β(b))µf([α
−1β(c)−∂−λα

2β−1(a)])]

+ [β(b)µ[f(α
−1β(c))−∂−λf(α

2β−1(a))]]− f([β(b)µ[f(α
−1β(c))−∂−λα

2β−1(a)]])

− f([β(b)µ[α
−1β(c)−∂−λf(α

2β−1(a))]]) + [f(β(b))µf([α
−1β(c)−∂−λα

2β−1(a)])]

+ [f(α−1β2(c))−∂−λ−µ[f(α(a))λαβ
−1(b)]] + [f(α−1β2(c))−∂−λ−µ[α(a)λf(αβ

−1(b))]]

− [f(α−1β2(c))−∂−λ−µf([α(a)λαβ
−1(b)])] + [α−1β2(c)−∂−λ−µ[f(α(a))λf(αβ

−1(b))]]

− f([α−1β2(c)−∂−λ−µ[f(α(a))λαβ
−1(b)]])− f([α−1β2(c)−∂−λ−µ[α(a)λf(αβ

−1(b))]])

+ f([α−1β2(c)−∂−λ−µf([α(a)λαβ
−1(b)])]).
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由于 f 为 Nijenhuis 算子, 于是

− [f(αβ(a))λf([bµc])] + f([αβ(a)λf([bµc])])

= −f([f(αβ(a))λ[bµc]]) + f2([αβ(a)λ[bµc]])

− [f(β(b))µf([α
−1β(c)−∂−λα

2β−1(a)])] + f([β(b)µf([α
−1β(c)−∂−λα

2β−1(a)])])

= −f([f(β(b))µ[α−1β(c)−∂−λα
2β−1(a)]]) + f2([β(b)µ[α

−1β(c)−∂−λα
2β−1(a)]])

− [f(α−1β2(c))−∂−λ−µf([α(a)λαβ
−1(b)])] + f([α−1β2(c)−∂−λ−µf([α(a)λαβ

−1(b)])])

= −f [f(α−1β2(c))−∂−λ−µ[α(a)λαβ
−1(b)]] + f2([α−1β2(c)−∂−λ−µ[α(a)λαβ

−1(b)]]).

由等式

[αβ(a)λ[bµc]] + [α−1β2(c)−∂−λ−µ[α(a)λαβ
−1(b)]] + [β(b)µ[α

−1β(c)−∂−λα
2β−1(a)]] = 0

可得

ψλ,−∂−λ(αβ(a), ψµ,−∂−µ(b, c)) + ψµ,−∂−µ(β(b), ψ−∂−λ,λ(α
−1β(c), α2β−1(a)))

+ ψ−∂−λ−µ,λ+µ(α
−1β2(c), ψλ,−∂−λ(α(a), αβ

−1(b)))

= 0.

类似可得 (4.4) 成立. 因此 ψ 在正则 BiHom-Lie 共形代数 (R,α, β) 上定义了一个形变.

设 Tt = id + tf . 由 (4.8), 可得

Tt([aλb]t) = (id + tf)([aλb] + tψλ,−∂−λ(a, b))

= (id + tf)([aλb] + t[aλb]N )

= [aλb] + t([aλb]N + f([aλb])) + t2f([aλb]N ). (4.9)

另一方面,

[Tt(a)λTt(b)] = [(a+ tf(a))λ(b+ tf(b))]

= [aλb] + t([f(a)λb] + [aλf(b)]) + t2[f(a)λf(b)]. (4.10)

结合 (4.9) 和 (4.10) 可得 Tt([aλb]t) = [Tt(a)λTt(b)], 即形变是平凡的.

5 BiHom-Lie 共形代数的导子

定义 5.1 设 (R,α, β) 为 BiHom-Lie 共形代数, 如果对任意的 a, b ∈ R, 下列等式成立:

Dλ ◦ α = α ◦Dλ, Dλ ◦ β = β ◦Dλ,

Dλ([aµb]) = [Dλ(a)λ+µα
kβl(b)] + [αkβl(a)µDλ(b)], (5.1)

则称共形线性映射 Dλ : R→ R 为 (R,α, β) 的 αkβl- 导子.
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记 Derαs,βl 为 BiHom-Lie 共形代数 (R,α, β) 的所有 αsβl- 导子的集合.

选取 a ∈ R, 使得 α(a) = a, β(a) = a, 定义 Dk,l : R→ R 为

Dk,l(a)λ(b) := [aλα
k+1βl−1(b)], ∀ b ∈ R,

则 Dk,l(a) 是 αk+1βl- 导子, 称为内 αk+1βl- 导子. 事实上,

Dk,l(a)λ(∂b) = [aλα
k+1βl−1(∂b)] = [aλ∂α

k+1βl−1(b)] = (∂ + λ)Dk,l(a)λ(b),

Dk,l(a)λ(α(b)) = [aλα
k+2βl−1(b)] = α[aλα

k+1βl−1(b)] = α ◦Dk,l(a)λ(b),

Dk,l(a)λ(β(b)) = [aλα
k+1βl(b)] = β[aλα

k+1βl−1(b)] = β ◦Dk,l(a)λ(b),

Dk,l(a)λ([bµc]) = [aλα
k+1βl−1([bµc])]

= [αβ(a)λ[α
k+1βl−1(b)µα

k+1βl−1(c)]]

= [[β(a)λα
k+1βl−1(b)]λ+µα

k+1βl(c)] + [αk+1βl(b)µ[α(a)λα
k+1βl−1(c)]]

= [[aλα
k+1βl−1(b)]λ+µα

k+1βl(c)] + [αk+1βl(b)µ[aλα
k+1βl−1(c)]]

= [Dk,l(a)λ(b)λ+µα
k+1βl(c)] + [αk+1βl(b)µ(Dk,l(a)λ(c))].

记 Innαkβl(R) 为所有内 αkβl- 导子的集合. 对任意的 Dλ ∈ Derαkβl(R) 和 D′
µ−λ ∈ Derαsβt(R), 定义

[DλD
′]µ 为

[DλD
′]µ(a) = Dλ(D

′
µ−λa)−D′

µ−λ(Dλa), ∀ a ∈ R. (5.2)

引理 5.1 对任意的 Dλ ∈ Derαkβl(R) 和 D′
µ−λ ∈ Derαsβt(R), 有

[DλD
′] ∈ Derαk+sβl+t(R)[λ].

证明 对任意的 a, b ∈ R, 一方面,

[DλD
′]µ(∂a) = Dλ(D

′
µ−λ∂a)−D′

µ−λ(Dλ∂a)

= Dλ((∂ + µ− λ)D′
µ−λa) +D′

µ−λ((µ+ λ)Dλa)

= (∂ + µ)Dλ(D
′
µ−λa)− (∂ + µ)D′

µ−λ(Dλa)

= (∂ + µ)[DλD
′]µ(a);

另一方面,

[DλD
′]µ([aγb]) = Dλ(D

′
µ−λ[aγb])−D′

µ−λ(Dλ[aγb])

= Dλ([D
′
µ−λ(a)µ−λ+γα

sβt(b)] + [αsβt(a)γD
′
µ−λ(b)])

−D′
µ−λ([Dλ(a)λ+γα

kβl(b)] + [αkβl(a)γDλ(b)])

= [Dλ(D
′
µ−λ(a))µ+γα

k+sβl+t(b)] + [αkβl(D′
µ−λ(a))µ−λ+γDλ(α

sβt(b))]

+ [Dλ(α
sβt(a))λ+γα

kβl(D′
µ−λ(b))] + [αk+sβl+t(a)γ(Dλ(D

′
µ−λ(b)))]

− [(D′
µ−λDλ(a))µ+γα

k+sβl+t(b)]− [αsβt(Dλ(s))λ+γ(D
′
µ−λ(α

kβl(b)))]

− [(D′
µ−λ(α

kβl(a)))µ−λ+γα
sβt(Dλ(b))]− [αk+sβl+t(a)λ(D

′
µ−λ(Dλ(b)))]

= [([DλD
′]µa)µ+γα

k+sβl+t(b)] + [αk+sβl+t(a)γ([DλD
′]µb)].

因此, [DλD
′] ∈ Derαk+sβl+t(R)[λ].
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定义

Der(R) =
⊕

k>0,l>0

Derαkβl(R). (5.3)

命题 5.1 设 R 是有限秩的, 则 (Der(R), α′, β′) 关于 (5.3) 是一个 BiHom-Lie 共形代数, 其中

α′(D) = D ◦ α, β′(D) = D ◦ β.

证明 由 (5.3), 容易验证 (3.1) 和 (3.2) 成立. 为了验证 BiHom-Jacobi 等式, 我们计算如下:

[α′β′(D)λ[D
′
µD

′′]]θ(a) = (D ◦ αβ)λ([D′
µD

′′]θ−λa)− [D′
µD

′′]θ−λ((D ◦ αβ)λa)

= Dλ([D
′
µD

′′]θ−λαβ(a))− [D′
µD

′′]θ−λ(Dλαβ(a))

= Dλ(D
′
µ(D

′′
θ−λ−µαβ(a)))−Dλ(D

′′
θ−λ−µ(D

′
µαβ(a)))

−D′
µ(D

′′
θ−λ−µ(Dλαβ(a))) +D′′

θ−λ−µ(D
′
µ(Dλαβ(a))),

[β′(D′)µ[α
′(D)λD

′′]]θ(a) = D′
µ(Dλ(D

′′
θ−λ−µαβ(a)))−D′

µ(D
′′
θ−λ−µ(Dλ(αβ(a))))

−Dλ(D
′′
θ−λ−µ(D

′
µαβ(a))) +D′′

θ−λ−µ(Dλ(D
′
µαβ(a))),

[[β′(D)λD
′]λ+µβ

′(D′′)]θ(a) = Dλ(D
′
µ(D

′′
θ−λ−µαβ(a)))−D′

µ(Dλ(D
′′
θ−λ−µαβ(a)))

−D′′
θ−λ−µ(Dλ(D

′
µαβ(a))) +D′′

θ−λ−µ(D
′
µ(Dλαβ(a))).

因此,

[α′β′(D)λ[D
′
µD

′′]]θ(a) = [β′(D′)µ[α
′(D)λD

′′]]θ(a) + [[β′(D)λD
′]λ+µβ

′(D′′)]θ(a),

则 (Der(R), α′, β′) 是 BiHom-Lie 共形代数.

最后, 给出正则 BiHom-Lie 共形代数 (R,α, β) 的 α0β1- 导子的应用.

对任意的 Dλ ∈ Cend(R), 在向量空间 R⊕ CD 上定义双线性算子 [·λ·]D:

[(a+mD)λ(b+ nD)]D = [aλb] +mDλ(b)− nD−λ−∂(αβ
−1(a)), ∀ a, b ∈ R, m, n ∈ C

和线性映射 α′, β′ : R⊕ CD → R⊕ CD:

α′(a+D) = α(a) +D, β′(a+D) = β(a) +D.

命题 5.2 设 R 是有限秩的, 则 (R ⊕ CD,α′, β′) 为正则 BiHom-Lie 共形代数当且仅当 Dλ 为

(R,α, β) 的 α0β1- 导子.

证明 假设 (R⊕ CD,α′, β′) 为正则 BiHom-Lie 共形代数. 对任意的 a, b ∈ R, m,n ∈ C, 有

α′ ◦ β′(a+mD) = α′(β(a) +mD) = α ◦ β(a) +mD,

β′ ◦ α′(a+mD) = β′(α(a) +mD) = β ◦ α(a) +mD.

因此, α ◦ β = β ◦ α⇔ α′ ◦ β′ = β′ ◦ α′. 同时,

α′[(a+mD)λ(b+ nD)]D = α′([aλb] +mDλ(b)− nD−λ−∂(αβ
−1(a)))

= α[aλb] +mα(Dλ(b))− nα(D−λ−∂(αβ
−1(a))),

[α′(a+mD)λα
′(b+ nD)] = [α(a) +mDλα(b) + nD]
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= [α(a)λα(b)] +mDλα(b)− αβ−1 ◦ nD−λ−∂α(a),

即 α ◦Dλ = Dλ ◦ α. 类似可得 β ◦Dλ = Dλ ◦ β. 其次, 由 BiHom-Jacobi 等式得

[α′β′(D)λ[aµb]D]D = [β′(a)λ[α
′(D)µb]D]D + [[β′(D)µa]Dλ+µβ

′(b)]D,

由等式 (5.1) 可得

Dµ([aλb]) = [(Dµa)λ+µα
0β1(b)] + [α0β1(a)λ(Dµb)].

因此 Dλ 是 (R,α, β) 的 α0β1- 导子.

反之, 假设 Dλ 为 (R,α, β) 的 α0β1- 导子. 对任意的 a, b ∈ R, m,n ∈ C, 计算可得

[β′(b+ nD)−∂−λα
′(a+mD)]D

= [(β(b) + nD)−∂−λ(α(a) +mD)]D

= [β(b)−∂−λα(a)] + nD−∂−λ(α(a))−mDλ(α(b))

= −[β(a)λα(b)] + nD−∂−λ(α(a))−mDλ(α(b))

= −([β(a)λα(b)]− nD−∂−λ(α(a)) +mDλ(α(b)))

= −[(β(a) +mD)λ(α(b) + nD)]D.

因此 (3.2) 成立. 其次,

[∂Dλa]D = −λ[Dλa]D,

[∂aλD]D = −D−∂−λ(∂a) = −λ[aλD]D,

[Dλ∂a]D = Dλ(∂a) = (∂ + λ)Dλ(a) = (∂ + λ)[Dλa]D,

[aλ∂D]D = −(∂D)−λ−∂a = (∂ + λ)[aλD]D,

α′ ◦ ∂ = ∂ ◦ α′, β′ ◦ ∂ = ∂ ◦ β′.

因此 (3.1) 成立. 最后, 容易验证 BiHom-Jacobi 等式成立, 即 (R⊕CD,α′, β′) 为正则 BiHom-Lie 共形

代数.

6 BiHom-Lie 共形代数的广义导子

设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数. 定义

Ω = {Dλ ∈ Cend(R) | Dλ ◦ α = α ◦Dλ, Dλ ◦ β = β ◦Dλ},

则 Ω 关于 (5.2) 是一个 BiHom-Lie 共形代数, Der(R) 是 Ω 的 BiHom-Lie 共形子代数.

定义 6.1 (1) 如果存在 D′
µ, D

′′
µ ∈ Ω 满足

[(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)] + [αkβl(a)λ(D

′
µ(b))] = D′′

µ([aλb]), ∀ a, b ∈ R, (6.1)

则称元素 Dµ ∈ Ω 为 R 的广义 αkβl- 导子.
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(2) 如果存在 D′
µ ∈ Ω 满足

[(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)] + [αkβl(a)λ(Dµ(b))] = D′

µ([aλb]), ∀ a, b ∈ R, (6.2)

则称元素 Dµ ∈ Ω 为 R 的 αkβl- 拟导子.

(3) 如果存在 Dµ ∈ Ω 满足

[(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)] = [αkβl(a)λ(Dµ(b))] = Dµ([aλb]), ∀ a, b ∈ R, (6.3)

则称元素 Dµ ∈ Ω 为 R 的 αkβl- 中心.

(4) 如果存在 Dµ ∈ Ω 满足

[(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)] = [αkβl(a)λ(Dµ(b))], ∀ a, b ∈ R, (6.4)

则称元素 Dµ ∈ Ω 为 R 的 αkβl- 拟中心.

(5) 如果存在 Dµ ∈ Ω 满足

[(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)] = Dµ([aλb]) = 0, ∀ a, b ∈ R, (6.5)

则称元素 Dµ ∈ Ω 为 R 的 αkβl- 中心导子.

记 GDerαkβl(R)、QDerαkβl(R)、Cαkβl(R)、QCαkβl(R)和 ZDerαkβl(R)分别为 R的所有广义 αkβl-

导子、αkβl- 拟导子、αkβl- 中心、αkβl- 拟中心和 αkβl- 中心导子的集合. 令

GDer(R) :=
⊕

k>0,l>0

GDerαkβl(R), QDer(R) :=
⊕

k>0,l>0

QDerαkβl(R),

C(R) :=
⊕

k>0,l>0

Cαkβl(R), QCαkβl(R) :=
⊕

k>0,l>0

QCαkβl(R),

ZDer(R) :=
⊕

k>0,l>0

ZDerαkβl(R).

容易验证

ZDer(R) ⊆ Der(R) ⊆ QDer(R) ⊆ GDer(R) ⊆ Cend(R), C(R) ⊆ QC(R) ⊆ GDer(R). (6.6)

命题 6.1 设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数, 则

(1) GDer(R)、QDer(R) 和 C(R) 为 Ω 的 BiHom-Lie 共形子代数;

(2) ZDer(R) 为 Der(R) 的 BiHom-Lie 共形理想.

证明 (1) 仅验证 GDer(R) 为 Ω 的 BiHom-Lie 共形子代数. 其他的验证方法类似.

对任意的 Dµ ∈ GDerαkβl(R), Hµ ∈ GDerαsβt(R), a, b ∈ R, 存在 D′
µ, D

′′
µ ∈ Ω (或 H ′

µ, H
′′
µ ∈ Ω) 对

于 Dµ (或 Hµ) 使得 (6.1) 成立. 因为 α′(Dµ) = Dµ ◦ α 和 β′(Dµ) = Dµ ◦ β, 所以,

[(α′(Dµ)(a))λ+µα
k+1βl(b)] = [(Dµ(α(a)))λ+µα

k+1βl(b)]

= α([(Dµ(a))λ+µα
kβl(b)])

= α(D′′
µ([aλb])− [αkβl(a)λD

′
µ(b)])

= α′(D′′
µ)([aλb])− [αk+1βl(a)λ(α

′(D′
µ)(b))],
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即 α′(Dµ) ∈ GDerαk+1βl(R). 类似可得 β′(Dµ) ∈ GDerαkβl+1(R). 此外, 只需验证

[D′′
µH

′′]θ([aλb]) = [([DµH]θ(a))λ+θα
k+sβl+t(b)] + [αk+sβl+t(a)λ([D

′
µH

′]θ(b))]. (6.7)

由 (6.4) 可知

[([DµH]θ(a))λ+θ(b)] = [(Dµ(Hθ−µ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]− [(Hθ−µ(Dµ(a)))λ+θα

k+sβl+t(b)]. (6.8)

由 (6.1) 可得

[(Dµ(Hθ−µ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]

= D′′
µ([(Hθ−µ(a))λ+θ−µα

sβt(b)])−D′′
µ([α

kβl(a)λ(H
′
θ−µ(α

sβt(b)))])

= D′′
µ(H

′′
θ−µ([aλb]))−D′′

µ([α
sβt(a)λ(H

′
θ−µ(b))])

−H ′′
θ−µ([α

kβl(a)λ(D
′
µ(b))]) + [αk+sβl+t(a)λ(H

′
θ−µ(D

′
µ(b)))], (6.9)

[(Hθ−µ(Dµ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]

= H ′′
θ−µ([(Dµ(a))λ+µα

kβl(b)])− [αsβt(Dµ(a))λ+µ(H
′
θ−µ(α

kβl(b)))]

= H ′′
θ−µ(D

′′
µ([aλb]))−H ′′

θ−µ([α
kβl(a)λ(D

′
µ(b))])

−D′′
µ([α

sβt(a)λ(H
′
θ−µ(b))]) + [αk+sβl+t(a)λ(D

′
µ(H

′
θ−µ(b)))]. (6.10)

由 (6.7)–(6.10) 可知 [DµH] ∈ GDerαk+sβl+t(R)[µ]. 因此 GDer(R) 为 Ω 的 BiHom-Lie 共形子代数.

(2) 对任意的 D1µ ∈ ZDerαkβl(R), D2µ ∈ Derαsβt(R), a, b ∈ R, 有

[(α′(D1)µ(a))λ+µα
k+1βl(b)] = α([(D1µ(a))λ+µα

kβl(b)]) = α′(D1)µ([aλb]) = 0,

即 α′(D1) ∈ ZDerαk+1βl(R). 类似地, β′(D1) ∈ ZDerαkβl+1(R). 由 (6.5) 可知

θ([aλb]) = D1µ(D2θ−µ([aλb]))−D2θ−µ(D1µ([aλb]))

= D1µ(D2θ−µ([aλb]))

= D1µ([(D2θ−µ(a))λ+θ−µα
sβt(b)] + [αsβt(a)λD2θ−µ(b)])

= 0,

[[D1µD2]θ(a)λ+θα
k+sβl+t(b)]

= [D1µ(D2θ−µ(a))−D2θ−µ(D1µ(a))λ+θα
k+sβl+t(b)]

= [−(D2θ−µ(D1µ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]

= −D2θ−µ([D1µ(a)λ+µα
kβl(b)]) + [αsβt(D1µ(a))λ+µD2θ−µ(α

kβl(b))]

= 0,

即 [D1µD2] ∈ ZDerαk+sβl+t(R)[µ]. 因此 ZDer(R) 为 Der(R) 的 BiHom-Lie 共形理想.

引理 6.1 设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数, 则

(1) [Der(R)λC(R)] ⊆ C(R)[λ];

(2) [QDer(R)λQC(R)] ⊆ QC(R)[λ];

(3) [QC(R)λQC(R)] ⊆ QDer(R)[λ].

1011



郭双建等: BiHom-Lie 共形代数的上同调与形变

证明 略.

定理 6.1 设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数, 则 GDer(R) = QDer(R) +QC(R).

证明 对任意的 Dµ ∈ GDerαk(R), 存在 D′
µ, D

′′
µ ∈ Ω 使得

[Dµ(a)λ+µα
kβl(b)] + [αkβl(a)λD

′
µ(b)] = D′′

µ([aλb]), ∀ a, b ∈ R (6.11)

成立. 由等式 (3.2) 和 (6.11) 可得

[αkβl(b)−∂−λ−µDµ(a)] + [D′
µ(b)−∂−λα

kβl(a)] = D′′
µ([b−∂−λa]). (6.12)

在等式 (6.12) 中令 λ′ = −∂ − λ− µ, 由等式 (3.1) 可得

[αkβl(b)λ′Dµ(a)] + [D′
µ(b)µ+λ′αkβl(a)] = D′′

µ([bλ′a]). (6.13)

交换 a 和 b 的位置并在等式 (6.13) 中用 λ 替换 λ′, 有

[αkβl(a)λDµ(b)] + [D′
µ(a)λ+µα

kβl(b)] = D′′
µ([aλb]). (6.14)

由等式 (6.11) 和 (6.14) 可得[
Dµ +D′

µ

2
(a)λ+µα

kβl(b)

]
+

[
αkβl(a)λ

Dµ +D′
µ

2
(b)

]
= D′′

µ([aλb]),[
Dµ −D′

µ

2
(a)λ+µα

kβl(b)

]
−

[
αkβl(a)λ

Dµ +D′
µ

2
(b)

]
= 0.

由此可见,
Dµ+D′

µ

2 ∈ QDerαkβl(R),
Dµ−D′

µ

2 ∈ QCαkβl(R). 因此

Dµ =
Dµ +D′

µ

2
+
Dµ −D′

µ

2
∈ QDerαkβl(R) +QCαkβl(R).

所以, GDer(R) ⊆ QDer(R) +QC(R). 反方向的包含关系由等式 (6.6) 和引理 6.1 可验证.

定理 6.2 设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数, α 和 β 为满同态, Z(R) 是 R 的中心,

则 [C(R)λQC(R)] ⊆ Cend(R,Z(R))[λ]. 若 Z(R) = 0, 则 [C(R)λQC(R)] = 0.

证明 由于 α 和 β 是满同态, 对任意的 b′ ∈ R, 存在 b ∈ R 满足 b′ = αk+sβl+t(b). 对任意的

D1µ ∈ Cαkβl(R), D2µ ∈ QCαsβt(R), a ∈ R, 由等式 (6.3) 和 (6.4) 可得

[([D1µD2]θ(a))λ+θb
′] = [([D1µD2]θ(a))λ+θα

k+sβl+t(b)]

= [(D1µ(D2θ−µ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]− [(D2θ−µ(D1µ(a)))λ+θα

k+sβl+t(b)]

= D1µ([D2θ−µ(a)λ+θ−µα
sβt(b)])− [αsβt(b)(D1µ(a))λ+µD2θ−µ(α

kβl(b))]

= D1µ([D2θ−µ(a)λ+θ−µα
sβt(b)])−D1µ([α

sβt(a)λD2θ−µ(b)])

= D1µ([D2θ−µ(a)λ+θ−µα
sβt(b)]− [αsβt(a)λD2θ−µ(b)])

= 0.

因此, [D1µD2](a) ∈ Z(R)[µ], [D1µD2] ∈ Cend(R,Z(R))[µ]. 若 Z(R) = 0, 则 [D1µD2](a) = 0. 从而

[C(R)λQC(R)] = 0.
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命题 6.2 设 (R,α, β) 为有限秩的 BiHom-Lie 共形代数, α 和 β 为满同态. 若 Z(R) = 0, 则

QC(R) 为 BiHom-Lie 共形代数当且仅当 [QC(R)λQC(R)] = 0.

证明 只需验证必要条件. 假设 QC(R) 为 BiHom-Lie 共形代数, 由于 α 和 β 为满同态, 对任意

的 b′ ∈ R, 存在 b ∈ R 使得 b′ = αk+sβl+t(b). 对任意的 D1µ ∈ QCαkβl(R), D2µ ∈ QCαsβt(R), a ∈ R,

由 (6.4) 可得

[([D1µD2]θ(a))λ+θb
′] = [([D1µD2]θ(a))λ+θα

k+sβl+t(b)] + [αk+sβl+t(a)λ([D1µD2]θ(b))]. (6.15)

由等式 (5.2) 和 (6.4) 可得

[([D1µD2]θ(a))λ+θα
k+sβl+t(b)]

= [(D1µ(D2θ−µ(a)))λ+θα
k+sβl+t(b)]− [(D2θ−µ(D1µ(a)))λ+θα

k+sβl+t(b)]

= [αkβl(D2θ−µ(a))λ+θ−µ(D1µ(α
sβt(b)))]− [αsβt(D1µ(a))λ+µ(D2θ−µ(α

kβl(b)))]

= [αk+sβl+t(a)λ(D2θ−µ(D1µ(b)))]− [αk+sβl+t(a)λ+µ(D1µ(D2θ−µ(b)))]

= −[αk+sβl+t(a)λ([D1µD2]θ(b))].

由等式 (6.15) 可得

[([D1µD2]θ(a))λ+θb
′] = [([D1µD2]θ(a))λ+θα

k+sβl+t(b)] = 0.

由 Z(R) = 0 可知 [D1µD2]θ(a) ∈ Z(R)[µ] = 0. 因此, [QC(R)λQC(R)] = 0.

致谢 衷心感谢审稿人提出的宝贵意见.
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