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摘要  几何代数的多维统一与坐标无关特性为构建 GIS 多维统一计算模型奠定基础. 利用基

本几何对象的几何代数内、外积表达, 基于多重向量构建几何-拓扑结构统一的多维地理场景

对象自适应表达模型. 基于几何代数基本算子构建面向几何、拓扑以及 GIS 分析的多维运算

算子, 形成表达结构与运算结构统一, 且可支撑多维复杂场景分析的统一计算框架. 三维社

区实例验证表明, 基于几何代数的多维统一计算模型可有效支撑多维复杂地理场景表达与分

析, 并可借鉴和继承现有 GIS 算法和地理模型, 从而推进 GIS 多维统一表达、分析与建模的

发展.  
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复杂地理对象和地理场景的组织与表达是实现

高可用性 GIS 的关键[1~4]. 可支撑运算的对象表达与

计算模型构建, 是实现 GIS 从静态特征研究转向时

空分布结构、动态演化过程及机理模拟和预测等综合

性研究, 进而实现 GIS 与专业领域模型集成与综合

应用的重要环节[5~8]. 基于欧氏几何的传统 GIS 在支

撑复杂地理对象表达、多维空间关系和地学分析上仍

存在诸多局限[9]. 基于新的数学理论, 构建可支撑多

维地理对象统一表达与运算的表达与计算模型 , 是

降低现有多维 GIS 系统架构复杂性, 提升其运算与

分析效率的可行途径 [10,11]. 几何代数作为连接代数

和几何、数学和物理、抽象时空和实体时空的统一描

述性语言, 通过“积”来定义几何、度量、拓扑等空间

操作集合, 可对欧氏、齐次以及共形空间进行表达及

相互转化, 进而实现多种代数、几何系统的统一与表

达[12,13]. 微积分、几何学及信号处理方法均可在几何

代数框架下的重构与扩展 [14,15], 为几何代数框架下

地学模型的扩展与重构提供了借鉴 . 本文基于几何

代数多重向量数学结构与几何代数算子 , 构建了几

何结构与拓扑结构统一的维度自适应对象表达模型, 

以及表达结构与运算结构统一的多维统一计算模型, 

并以三维社区进行了实例验证.  

1  可支撑运算的多维统一表达 

几何代数以维度运算为基础, 利用内积、外积进

行不同维度几何对象构建 , 不同维度几何对象的多

重向量统一表达可直接支撑计算 . 基于几何代数的

基本运算与基本算子, 可以扩充出简洁、直观的几何

与代数运算 [16,17], 为几何对象多维统一表达与运算

提供基础[13,16].   

1.1  基于片积的多维复杂对象表达 

共形几何代数 (Conformal Geometric Algebra, 

CGA)是最常用的几何代数系统之一[18], 通过引入 e0

和 e 两个辅助坐标以及共形变换 , 实现了不同维度

对象和不同坐标系统的统一, 并赋予内、外积明确的

几何意义 . 在几何代数空间 Cl(p,q)中 , 任意两向量

a,b 间运算规则封闭于两者的几何积(即任意运算均

可以归结至几何积运算), 两者的几何积 ab 可按下式

进行展开:  
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grade( ) grade( ) grade( ) grade( ).         a b a bab a b a b ab ab  

(1) 

几何积的定义表明其结果为一个混合维度的向

量 , 称之为多重向量(multivector), 多重向量和片积

(blades)是几何代数的基本数学结构, 也是支撑多维

对象统一表达和不同维度空间中空间关系解析与运

算的基础.  

一个 k 阶的片积是由 k 个独立的向量通过外积形

成 : 1 2k kA a a a      . 在几何代数中任意的标

量(0 阶片积)、向量、二重向量、三重向量乃至更高

维度向量均是独立的片积 . 片积的几何结构定义了

一个 k 维的子空间, 并使得在该 k 维子空间中任意由

对象 A所确定的向量 x 满足 0x  A [19]. 在几何结构

上, 片积可以直接表达欧氏几何空间中点、线、面等

简单几何对象, 其子空间特性使其还可表达点对、几

何空间等非常规几何对象. 表 1 给出了部分基本几何

对象的内、外积表达. 相对于欧氏空间中的单形表达, 

基于几何代数的几何对象均由外积(内积)直接构建, 

因而同时具备了几何对象和代数表达两种特性 , 可

直接用于几何计算. 如线 L 相对于平面 P 的投影及反

射分别为(L·P)L1 和 LPL1, 即几何对象的片积表达

同时具备对象表达与运算算子的双重性质 , 并在结

构和运算规则上具有一致性 , 从而不仅赋予了几何

代数对象表达明确的几何与代数意义 , 同时也为表

达结构与运算结构的统一提供了完备的数学基础.  

在 CGA 中, 几何对象的 Grassmann 结构与维度

结构一致 , 保证了基于外积的几何形体表达可反映

不同层次几何形体间的相互构建关系 . 几何对象的

内积表达内蕴了对象构建的几何特性与几何关系 , 

度量内蕴性则可衍生出内蕴距离、角度等度量参数的

几何对象参数化表达. 而内外积表达的坐标无关性, 

使得几何对象表达具有多维自适应性以及几何结构

自适应性, 并可有效简化计算, 如 Dorst 等人[13]构建

了球面、平面自适应拟合算法. 几何形体在表达形式

及几何意义上的统一性 , 可实现坐标无关且兼顾维

度构建关系和几何度量关系的基本几何对象自适应

表达, 进而可同时实现基于几何层次关系、几何位置

关系以及几何度量关系的几何形体表达与建模 . 上

述特性为同时包含几何造型与几何关系的多维几何

对象的统一与自适应表达提供基础[20~22].  

与 GIS 中的单纯复形结构表达类似, 可以将结构

各异的多维几何对象(复合几何要素)分解成由点、线、

面、体等不同维度的单一几何要素(单一几何要素类)

的集合, 并用片积对各几何要素类加以表达; 应用多

重向量连接上述几何要素类的表达 , 可实现复杂几

何对象的几何代数表达 [21](图  1). 其实现层次如下 : 

① 几何表达: 通过地理对象的分对象、分要素拆分, 

实现不同层次地理对象的几何构造与表达 , 基于多

重向量进行不同维度对象统一表达与存储 , 进而重

构出原始地理对象; ② 对象组织: 构建融合几何表

达与拓扑关系的多维地理对象的层次关系 , 实现复

杂几何对象的层次分解 , 得到不同维度上单一的几

何要素. 利用基本几何元素的几何代数表达, 将上述

结构与几何代数空间中的片积相关联 , 利用内积和

外积实现不同维度几何对象的相互转化与构建 , 进

而基于多重向量实现不同维度片积的统一整合、表达

与存储 ; ③  属性嵌入 : 基于多重向量的对象表达 , 

建立语义描述、对象关联以及属性嵌入方法实现对象

属性嵌入. 根据原始数据的语义关联关系, 对基于多

重向量表达的数据进行语义和属性配置 , 并进行完

整性、一致性检验, 以保证地理对象表达的语义与属

性的一致性.  

表 1  基本几何对象的内、外积表达 a)[18] 

外积表达 内积表达 

点 A A  点 A · 0X A  

点对(A,B) A B  过(A,B)中点的平面 ( ) 0X   A B  

圆(A,B,C)  A B C  过 P 点方向 Ak 的对偶平面 ( ( )) 0kX e   P A  

直线(A,B) e A B  法向量 n, 支撑向量的对偶平面 ( ) 0X e  n n  

球(A,B,C,D)   A B C D  球心 A 半径的球 ( 0.5 ) 0X e   A  

平面(A,B,C) e  A B C  过 P 点法向量为 n 的对偶平面 ( ( )) 0X e   P n  

三维欧氏空间    A B C D E  任意几何体 S 的内积表达 0X  S  

a) 表中黑斜体为对应对象的几何代数表达 
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图 1  地理对象的多维统一表达 

1.2  基于多重向量的多维复杂场景统一组织 

基于片积数学结构可实现不同维度对象的一体

化表达、存储与计算. 其维度操作直接内蕴于基本代

数运算 , 因而可直接利用内积和外积实现不同维度

几何对象相互转换与构建 , 并可保证不同维度的对

象组织关系与其拓扑结构的一致性 . 不同维度几何

形体的参数化表达 , 使得地理对象结构自适应于构

成该对象的次一级几何形体变化 , 降低了数据存储

量及拓扑结构与空间关系维护的难度 . 而多重向量

对不同维度片积的统一表达与运算 , 则为地理场景

中多维对象统一组织与存储及多维统一的几何运算

提供了运算规则与原生的数学结构 . 基于多重向量

的地理场景组织的关键在于: ① 如何基于不同的片

积及片积集合形成可进行有效数据管理及运算的多

重向量对象; ② 如何根据运算需求从多重向量中快

速提取所需的几何对象. 图 2 展示了从简单几何元素

片积表达构建复杂地理场景多重向量表达的过程.  

基本几何元素表达由包含于“[ ]”中的几何代数

表达和用于限定对象边界“< >”中的点序列两部分组

成 . 由于基于片积的几何对象表达的几何维度与其

Grassmann 结构具有一致性, 基本几何对象仅需与其

Grassmann 等级相对应个数的点集即可实现其所在

形体表达. 例如: 线(段)对象和多边形对象只需 2 个

点和 3 个点即可分别表达它们所在的直线 ( 1 A  

1 eB )和平面 ( 1 1 1 e  A B C ). 同时选择合适的

点序列按序进行边界限制 , 如线段 1 1A B 和多边形

A1B1C1D1E1F1 的限制点集分别为<A1,B1>和 A1,B1,C1, 

D1,E1,F1>. 同理可推导出(球)体以及更高维度基本几

何元素的表达 . 复合对象以及地理场景则通过“  ”

连接基本几何元素 , 进而实现基于多重向量的多维

统一表达. 简单几何体“[ ]”中存储的是 Blade, 复杂

的几何对象与地理场景的“[ ]”中存储对象为多重向

量 , 它们均可运用几何代数算子进行多维统一几何

与拓扑运算. 为便于场景对象管理及空间分析, 对多

重向量表达的场景对象按类型重组 , 形成基于多重

向量的复杂几何对象/场景的形式化表达:  

. . .

 . ,

GeoObjMv Obj Points Obj Lines Obj Planes

Obj Sphere

  
   (2)

 

其中, “ ”表示不同 Blade 之间的连接符. Obj. Points, 

Obj.Lines 等分别为表征特定维度的片积的集合

(Bladelist). 据图 2所示的基本几何对象的表达, 可进

一步将式(2)写成如下形式:  

. . . ,GeoObjMv Obj Points Obj Lines Lines Pointsindex    
 . . ,Obj Planes Planes Pointsindex     

 . . ,Obj Sphere Sphere Pointsindex   (3) 

其中, Obj.Points, Obj.Lines 等存储的是几何对象的片

积表达, 但进行外积的元素并非真正的几何对象, 而

是其 ID 索引表. Lines.Pointsindex 和 Planes.Points-     

index 中存储几何对象边界限制点, 同样仅存储点的

ID 索引表. 上述索引表包含了场景中不同维度对象

间的关联关系与组织结构 . 基于点集索引的多维场

景的多重向量表达 , 一方面可以有效表征场景中不

同维度对象的分布以及各自间组合、构建关系, 同时

其形式化表达可以采用类似符号计算的方式进行规

则推理与判断, 而仅在最后需要输出数值运算(此处

的数值运算为广义的数值运算 , 其结果可能是几何

对象的几何方程或表达式)结果时, 才按需进行运算, 

从而可以大幅简化其计算复杂度[22,23].  

多重向量结构中“ ”仅用于连接不同维度对象, 

而不进行数值计算, 通过对组成该多重向量的 Blade

结构、类型及其几何意义进行解析与提取, 可实现具 
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图 2  基于多重向量的地理场景组织 
黑斜体为点的几何代数表达 

针对性的几何表达与运算 [22]. 多重向量为多维空间

数据存储结构与存取策略设计以及结构与流程优化

提供了理论基础与实现方法 . 通过运算过程中对各

Blade 的 Grade 的跟踪和判定, 不仅可解析出运算结

果中不同维度的对象及其组成 , 基于不同维度对象

构成坐标基的正交性, 可通过坐标约除简化计算. 基

于多重向量的地理对象表达 , 不仅可表征其几何构

成 , 且其作为一个复形集合可整体应用相关的几何

与度量算子 , 获取其自身结构以及不同地理对象间

的几何与度量关系 , 所构建的多数空间分析算子与

算法也可同时适用于笛卡尔坐标系和球面坐标系.  

2  基于几何代数的多维统一计算 

与欧氏几何基于“形”的几何计算不同 , 在几何

代数框架下 , 无论几何体还是几何关系均是基于几

何积的代数表达, 其表达内蕴几何特征、参数特征和

计算特征 , 使得同时包含对象表达与关系运算的多

维统一运算成为可能, 从而实现了存储结构、表达结

构和运算结构的统一, 进而可构造出灵活、高效的计

算空间与计算流程, 简化复杂分析[18,22].  

2.1  表达结构与运算结构统一 

在几何代数框架下 , 任意几何对象的表达及其

计算均可统一至几何积 , 对象表达具有明确的几何

意义 , 且对象表达与运算参数直接蕴含于计算表达

式, 使得其在运算过程中可自适应更新. 表达与运算

结构的统一性为基于几何代数算子的直接几何计算

提供了基础 , 不仅可继承原始算子所表达的几何特

性与意义, 且其结果也多具有明确的几何结构. 以求

交运算为例(图  3), 利用几何代数外积的 Grassmann

结构, 可实现不规则多面体的统一的点、线、面的层

次性表达. 应用多维统一的求交算子(meet)于此类层

次性表达, 对运算过程按拓扑结构逐级分解与简化, 

可充分发挥几何代数表达的关系内蕴特性 , 实现表

达结构对运算结构的直接支撑.  

多重向量可以实现不同维度、不同类型几何对象

的统一表达, 对其特性进行拓展后, 可实现对复杂地

理对象与空间关系的一体化、形式化表达. 在几何代

数框架下, 多数的几何、拓扑关系算子及其运算结果

也可表达成多重向量 , 从而可设计同时包含几何对

象与关系集合的新型存储结构 . 相对于静态对象关

系存储方法, 该方案具有更好的自适应性与动态性, 

其关系可参数化表达 , 且可与几何对象同时应用相

关算子进行分析 . 基于几何代数不仅可建立多维统

一描述框架 , 还可有效地借鉴和继承现有的算法和

模型, 从而支撑地理现象和地理对象的多维表达、分

析与建模.  

2.2  多维统一计算的自适应性 

多维统一运算是 GIS 支撑地理模型分析的关

键 [24,25]. 几何代数对不同维度对象以及不同坐标系

统的统一 , 为几何对象的多维统一表达与运算提供

基础 . 几何代数的坐标无关性与维度无关性使其表

达的几何特征是几何对象自身内蕴的几何特征 , 计

算获得的几何关系也是各几何对象间不依赖坐标的

相对关系, 从而可用于几何对象的自适应表达、动态

更新与关系计算. 图 4 所示为两几何对象的求交流程, 

meet 算子计算结果自适应于求交对象, 仅与对象自

身的几何特性有关, 而与其所在维度、所处坐标以及

表达形式无关 , 进而可构建几何代数框架下的统一

计算流程.  

基于多重向量的表达结构使得几何对象及其关

系表达在满足多维统一性的同时 , 又具有较好的独 
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图 3  表达结构与计算结构的统一 

 

图 4  多维几何对象的自适应计算 

立性; 表达的形式化、参数化与维度的自适应性特征

保障了算法的简洁性与通用性 [12,26]. 通过几何代数

算子实现的多维 GIS 计算具有多维统一性、对象自适

应性以及运算独立性等特点 , 且基于算子的运算结

果本身也是一个具有明确几何意义的多重向量 , 因

此可以构建多重向量对象及关系解析算法 , 实现对

多重向量的解析和计算结果的输出.  

2.3  面向 GIS 分析的多维统一计算流程与算子集 

GIS算子的 CGA表达几何意义明确, 可支撑 GIS

多维统一计算 . 如变换算子构成组分的结构特征解

析 , 可直接计算移动方向、角度、旋转轴等状态参

数[22]. 基本算子与变换算子运算具有可叠加、整体结

构保形和顺序无关等特性 , 通过算子组合可实现复

杂的分析功能 , 并可通过算子运算顺序调整实现算

法优化[23,27]. 基于 CGA 还可实现对运动对象的统一

表达, 如可以基于 Versor 构建同时包含平移、旋转和

缩放变换的三维几何对象复合运动的统一表达与插

值算法[20,28]. 表 2 给出了部分常用算子的几何代数定

义及其几何意义, 基于几何代数算子的几何度量、变

换以及空间关系计算多直接内蕴了几何对象的形式

化表达且几何意义明确 , 可实现表达结构与运算结

构的有效统一, 进而可发展空间分析算法[18,22].  

基于多重向量的对象表达与场景组织可直接支

撑计算 , 进而可利用多维统一的几何代数算子实现

算法构建与 GIS 计算. 基于几何对象多维统一的几

何代数表达 , 通过定义上述几何代数算子与运算框

架, 辅以可同时支撑几何代数系统构建、多维向量表

达运算以及多对象存储容器的数据对象与数据结构, 

可构建多维 GIS 空间分析的统一框架. 通过对相关 
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表 2  多维统一计算算子集 a) 

类型 算子名称 几何代数表达 描述 

基本算子 投影 1( )P  A B B  A 在 B 上的投影 

 
反射 

1

1

R MxM

R MxM






 





 对象 x 在 M 上的反射 

对偶 * 1A AI   广义法子空间求解关系化简与计算 

变换算子 缩放 2

2

( )
( )

( )
e e

e e
e e

x c
I x c

x c

 
 


 

基于球或圆的缩放 

 

平移 21
1

2

a
e

aT ae e


    沿向量 a 平移 

旋转 2cos sin
2 2

R e



         
   

L
L  以 L 为转轴, 为旋转角度的旋转 

度量关系算子 点点距离 2 ( , ) 2d A B   A B  点 A 到点 B 距离的平方 

 

点线距离 ( , ) ( )d A L e   A L B  带符号的线 L 到点 A 的距离 

点圆关系 
e

  
  

A B C D

A B C
 

点 D 与圆 ABC 之间的关系 

为正则点在圆内, 为负则点在圆外 

圆圆关系 2(( ) ( ))   A B C D E F  
圆 ABC 与圆 DEF 之间的关系 

为正两圆相交/为零两圆相切/为负两圆相离 

线圆关系 2(( ) ( ))e    A B C D E  
线 AB 与圆 CDE 之间的关系 

为正线圆相交/为零线圆相切/为负线圆相离 

拓扑关系算子 左缩进   A B A B  求取 A 中与 B 差别最大的部分 

 

右缩进   A B B A  求取 B 中与 A 差别最大的部分 

Meet * A B B A  求取 A 与 B 的交 

Join 1( )M   A B A B  求取 A 与 B 的并 

a) 表中黑斜体为对应对象的几何代数表达 

功能函数及算子算法的定义, 实现数据输入、对象分

析、几何代数运算、运算结果解析以及数据输出及可

视化的全过程. 其核心在于通过函数定义, 从地理对

象数据中提取、解析并转换成共形空间中可进行几何

运算的数据类型与数据结构 . 利用相关分析算子与

GIS 分析算法进行问题求解与计算. 几何对象表达结

构上的一致性以及几何代数运算的多维统一性、坐标

无关性和特征内蕴性 , 使得多数几何代数算子均可

自适应于不同维度、不同类型的对象, 且其结果仍为

几何意义明确的多重向量表达.  

3  多维统一表达与计算应用示范 

3.1  多维统一表达与计算模型构建思路 

以几何代数理论为基础 , 应用片积和多重向量

对多维几何对象统一表达及运算的直接支撑, 构建多

维对象的拆分与场景重构机制, 实现基于多重向量的

多维复杂地理场景的统一表达、存储与计算(图 5). 在

对象表达层面 , 通过多源场景数据解析进而运用内 

 

图 5  GIS 多维统一计算模型构建思路 

积表达、外积表达与多重向量表达等多维统一表达方

法实现场景的统一建模; 在运算层面, 基于几何代数

理论结合地理分析需求构造运算空间, 实现 GIS 空

间数据向几何代数空间的空间转换机制与关系映射

方法, 进而面向几何、拓扑关系以及更复杂的空间分
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析需求构造相应的运算规则及算子算法 . 基于多重

向量表达的多维场景运算具有多维统一的运算结构、

对象自适应的运算方法和多维统一的计算流程 , 从

而可为多维场景的统一计算提供支持.  

3.2  面向三维社区应用示范 

基于上述多维统一表达与计算模型框架 , 在基

于 Clifford 代数的时空统一分析系统(CAUSTA)[18]中, 

对上述表达方式及计算方法进行实现 , 并以德国

Waldbruecke 村的三维社区的建模、空间分析及应用

为例进行案例分析 , 重点演示了多维复杂场景中的

对象建模与场景组织、多维场景中几何、拓扑关系的

统一计算 , 进而面向地学分析构建空间插值与网络

分析算法 , 并以污染物扩散条件下的应急疏散应用

为例对上述算法进行验证 . 上述建模与计算过程均

在几何代数框架下实现 , 并以多重向量的形式予以

表达, 可直接支撑各类后续的空间分析.  

首先对 CityGML 格式的社区建筑数据、道路网

络等数据进行解析 , 应用基于几何代数的多维统一

数据模型和索引机制 [23,28], 进行几何对象的空间转

换和对象表达、编码, 构建多重向量场景(图 6(a)); 综

合利用 Grade 等算子和对象索引表构建基于几何代 

 

图 6  基于几何代数的多维统一分析系统分析实例 
(a) 场景数据建模; (b) 场景对象查询; (c) 几何计算参数设置; (d) 几何计算结果显示; (e) 网络分析数据导入; (f) 网络分析计算结果 
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数表达的场景对象查询与检索方法 , 实现对不同维

度对象及其几何代数表达的检索与互操作(图  6(b)); 

通过对多重向量表达的各几何对象间几何计算参数

的设置, 利用几何代数算子实现基本的几何、拓扑运

算(图  6(c)); 利用几何代数算子运算的独立性构建对

象间距离、拓扑关系的同步计算算法, 实现对象间几

何拓扑关系的批量计算(图  6(d)); 面向地学应用将三

维场景、污染物采样点数据以及道路网络进行叠加; 

在基于共形几何代数的多维统一 Voronoi 算法和最

短路径分析算法 [27,29]等基础上 , 建立污染物空间离

散化模型(图  6(e)), 实现污染物浓度约束下的应急疏

散路线计算(图 6(f)).  

4  结束语 

三维以及高维对象的表达、建模与分析是未来

GIS 发展的方向[30~35]. 本文引入几何代数理论, 基于

基本几何对象的内、外积表达, 构建了兼顾几何结构

与拓扑结构、不同维度对象统一的几何对象表达机制, 

实现了具有维度自适应与几何结构自适应的多维几

何对象统一表达 , 进而实现了兼顾对象维度层次关

系与几何度量关系 , 基于多重向量的多维动态场景

的统一组织与表达 . 构建了基于几何代数的多维统

一计算框架, 实现了表达结构、运算结构以及分析结

构的统一 , 并可有效支撑复杂多维场景的统一表达

和运算. 三维社区案例分析显示, 基于几何代数的多

维统一表达与计算模型可以有效支撑复杂地理场景

的建模、运算与分析. 因此, 基于几何代数构建多维

统一数据模型 , 对多维地理场景进行一体化表达与

建模, 并进行 GIS 分析算法实现以支持地理分析, 可

望形成从理论架构－数据模型－数据表达－数据分

析有机融合的基本框架与应用平台 , 为地理现象发

展演化过程表达、建模与模拟提供新的技术支撑.  
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