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摘要 本文提出一种基于投影的两阶段检验方法, 用来对超高维参数单指标模型进行拟合优度检验.

将样本数据随机等分成两组, 在第一组数据上进行变量筛选, 并保留一部分有用的协变量和一部分候

选的协变量; 在第二组数据上基于筛选后的协变量进行基于投影的拟合优度检验. 该两阶段方法避免

了高维检验中可能出现的第 I 类错误膨胀和功效损失的问题. 此外, 在第二阶段的检验中提出了一个

全新的、不依赖于调节参数并能避免维数灾难的检验统计量. 该统计量在原假设下是 n 相合的, 在备

择假设下则是
√
n 相合的. 本文使用野自助法来确定该检验的临界值并在理论上证明该方法的有效

性. 最后, 通过统计模拟和一个实际数据分析展示该方法的有限样本性质.

关键词 超高维 参数单指标模型 拟合优度检验 第 I 类错误 功效
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1 引言

本文研究超高维数据下的参数单指标模型的检验问题, 即当协变量的维数 p 远大于样本量 n 时,

如何检验一维响应变量 Y 与 p 维协变量 x
def
= (X1, X2, . . . , Xp)

T 之间是否存在一个参数单指标关系.

这个问题在许多科学领域都有重要的应用, 如生物医药、基因诊断、遗传学、农业、地质、经济学和金

融学等. 本文的目标是提出一种有效的检验方法,该方法能够在高维场景下保持良好的真实水平 (size)

和检验功效 (power).

参数单指标模型是一类常用的统计模型, 它假设响应变量 Y 的条件期望 E(Y | x) 是协变量 x 的

某个线性组合的函数, 即

Y = m(βTx) + ε, (1.1)
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其中 m(·) 是一个已知的平方可积的连续函数, β 是未知的 p 维参数向量, ε 是随机误差项且满足

E(ε | x) = 0. 选择不同的 m(·) 可以得到不同类型的参数单指标模型, 例如, 当 m(·) 取恒等函数时, 模

型 (1.1) 退化为针对连续响应变量的普通线性模型; 而当 m(·) 为 Logit 函数或者 Probit 函数时, 模型

(1.1) 分别对应处理二值响应变量的 Logistic 模型和 Probit 模型; 当 m(·) 取自然对数函数时, (1.1) 是

能够对有序离散的响应变量建模的 Poisson 回归模型. 值得注意的是, 本文所讨论的参数单指标模型

包含广义线性模型, 但相较于广义线性模型, 参数单指标模型的假设更为简化, 仅假设响应变量只依

赖于协变量的某一个线性组合, 而对响应变量的分布并未作出特殊要求. 而广义线性模型则需要进一

步假设响应变量的分布属于指数分布族. 因此, 我们认为参数单指标模型相对于广义线性模型具有更

广泛的适用性与一般性.

然而, 在使用参数单指标模型之前, 首先需要验证这个模型是否适合当下的数据集, 即是否能够

刻画出响应变量 Y 与协变量 x 之间的真实关系. 这涉及一个假设检验问题:

H0 : Pr{E(Y | x) = m(xTβ)} = 1 对某个 β ∈ Rp 成立,

H1 : Pr{E(Y | x) = m(xTβ)} < 1 对所有的 β ∈ Rp 成立. (1.2)

如果原假设成立, 则说明参数单指标模型是合适的; 否则, 说明存在一些其他形式的相关关系, 需

要使用更复杂或更灵活的模型来拟合数据. 这个检验问题在低维或中等维数的情形下已经有很多研

究, 如文献 [3, 8, 23, 24, 29]. 但是, 在超高维情形下, 即当 p ≫ n 时, 这些方法都会失效或不适用. 第 2

节通过例 2.1 来说明当协变量的维数增大时, 模型检验的检验功效将会显著下降.

近几年也有一些其他的文章关注了超高维情形下的假设检验问题,但主要集中在模型的单个参数

或者组参数的显著性检验和区间估计方面,而对模型检验却极少涉猎. 有兴趣的读者可以参见文献 [2]

中的总结. 此外, Shah 和 Bühlmann [19] 针对超高维的线性模型提出了一种基于残差的模型检验方法.

他们的思路是先用普通最小二乘或 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) 回归 (当

维数 p 很大时) 拟合数据, 并得到残差 ε̂. 如果原假设成立, 即数据真实服从某个线性模型, 则残差中

应该只含有很少的信息, 与随机误差项 ε 相似; 如果原假设不成立, 即存在一个更合适的非线性模型,

则残差中应该含有一些非线性信号.基于这个假设, 他们用某一回归模型 (如随机森林)来预测残差中

的非线性信号, 并根据预测能力的强弱来判断是否拒绝原假设. 随后, Janková 等 [10] 提出了针对高维

广义线性模型的拟合优度检验方法. 该方法首先利用带有惩罚项的广义线性模型 (GLM (generalized

linear model) LASSO) 来估计参数并获取残差, 若模型设定有误, 则残差中将含有特定信号. 通过数据

分组和加权 LASSO 回归的方式对检验统计量进行校正, 在模型拟合不佳的情形下, 检验统计量将呈

现较大值, 从而有效地揭示模型的不足, 实现模型检验的目的. 另外, 文献 [27, 28] 在充分降维的框架

下提出了一种基于变量筛选的拟合优度检验方法,但是这种方法的检验功效可能会受到变量筛选阶段

漏选重要变量的影响.

为了解决超高维情形下的检验问题, 需要引入一个重要的假设: 稀疏性条件. 这个假设认为, 在所

有协变量中, 只有一小部分对响应变量有真正的影响作用, 而其他大部分都是无关紧要或冗余的. 用

集合 A 表示那些有影响作用的协变量所对应的下标, 并用 xA = {Xk : k ∈ A} 表示这些协变量本身.

稀疏性条件可以表示为

A def
= {k : E(Y | x) 在函数意义上依赖于 Xk,其中 k = 1, . . . , p}. (1.3)

在这种情形下, 原来的检验问题可以简化为

H0 : Pr{E(Y | x) = m(xT
AβA)} = 1 对某个 βA ∈ R|A| 成立,
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H1 : Pr{E(Y | x) = m(xT
AβA)} < 1 对所有的 βA ∈ R|A| 成立, (1.4)

其中 |A|表示集合 A的大小 (即集合中元素的个数). 基于这个简化后的检验问题,考虑一种朴素的两

阶段检验方法: 首先进行变量筛选并得到集合 A 的估计 Sa, 然后基于第一阶段筛选出来的变量 xSa

进行模型检验.

为了实现检验问题的简化, 首先需要估计出那些有影响作用的协变量所对应的下标集合 A. 在这

方面,一类受到广泛关注的方法是独立筛选的方法,它们的目标是在保留真正有用的协变量的同时,尽

可能多地剔除对响应变量没有影响的协变量. 这类方法自从 Fan和 Lv [5] 首次提出后就引发了大量的

研究, 如文献 [1, 6, 14, 15, 17, 20, 32] 等. 感兴趣的读者可参见文献 [16] 在这方面的综述. 理论上这类方

法具有良好的确定筛选性质 (sure screening property), 即随着样本量的增大, 这些方法能以趋于 1 的

概率保证 A ⊂ Sa. 在超高维数据的应用环境中, 最理想的状态是 A = Sa, 但这基本上是不可能实现

的. 在第一阶段中, 由于样本有限, 所以总有一部分没有用的协变量会保留下来, 即 A ( Sa, 将这种称

作 “过拟合” 情形 (over-fitting case). 随后会在例 2.2 中展示过拟合情形导致后续检验第 I 类错误膨

胀, 并提出数据分组的方法解决这一问题.

另外, 在实际应用中, 由于样本量有限、假设条件不满足、数据的随机性等因素, 所以也有可能在

第一阶段的筛选中遗漏一些重要的协变量, 即 Sa ∩ A ̸= A. 将这种称作 “欠拟合” 情形 (under-fitting

case),并在例 2.3中展示欠拟合情形导致后续检验功效损失.为了解决这一问题,考虑在第一阶段的变

量筛选中, 先后选出一部分有用的变量 xSa 和一部分候选的变量 xSc , 并基于这些筛选出的变量构造

检验统计量, 进而能缓解欠拟合情形下的检验失效问题.

在得到估计的指标集 S = Sa ∪ Sc 之后, 只要满足 A ⊂ S, 就可以基于筛选出来的 (中等维数的)

协变量 xS 构造模型检验方法. 文献中已经存在很多模型检验方法, 大致可以分为两大类: 局部光滑

方法 [9, 29] 和全局光滑方法 [12, 21,22]. 感兴趣的读者可参见文献 [7] 在此方面的综述. 然而, 上述模型检

验方法多适用于协变量的维数 p 较小的情形, 若 p 不断增加将会出现典型的维数灾难问题进而导致

检验失效. 为了避免这种情形, 文献 [13, 25] 提出了基于投影的光滑方法, 文献 [8] 针对参数单指标模

型提出了基于充分降维的检验方法. 但这些方法的结果很大程度上依赖于窗宽的选择.

本文提出一种改进的两阶段检验方法. 第一阶段, 利用一部分数据, 采用变量筛选的方法, 从所有

协变量中筛选出一部分有用的协变量 xSa 和一部分候选的协变量 xSc ; 第二阶段, 利用另一部分数据,

基于筛选出来的协变量 xS = xSa∪Sc , 构造一个检验统计量, 并进行假设检验. 本文的方法有以下几个

优点:

(1)通过将数据分成两部分,能够避免第一阶段变量筛选的过拟合现象对第二阶段检验的影响,从

而保证检验的大小不会膨胀.

(2) 通过引入候选协变量 xSc
, 能够缓解第一阶段变量筛选的欠拟合现象对第二阶段检验的影响,

从而提高检验的功效.

(3)构造的检验统计量是基于投影的,既能够避免高维情形下的维数灾难问题,又不需要选择任何

调节参数.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节通过几个例子展示过拟合和欠拟合对后续检验的影响, 进而引

出本文的两阶段检验. 第 3 节详细介绍基于数据分组的两阶段检验方法. 该检验的相关理论性质的研

究总结在第 4 节. 第 5 节给出大量的数据模拟和一个实际数据分析, 用来展示本文所提检验方法在有

限样本下的表现. 第 6 节是介绍多重数据分组策略的扩展章节. 所有的技术细节被归入附录中.
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2 高维模型检验中存在的问题

本节通过不同的例子说明高维模型检验中可能存在的几个问题,并提出一种改进的两阶段检验方

法来解决这些问题. 具体而言, 例 2.1 说明传统的检验方法的检验功效会随着维数的增加而显著降低;

例 2.2和 2.3分别说明当第一阶段的变量筛选时,多选了没用的变量 (即 A ( Sa)或者漏选了有用的变

量 (即 Sa ∩A ̸= A),会导致第二阶段中出现怎么样的检验结果.本文将这两种情形分别称作 “过拟合”

和 “欠拟合”. 在本节所有的例子中, 固定样本量 n = 100, 并将每个实验重复 1,000 次. 在例 2.2 和 2.3

中, 固定协变量维数 p = 2,000. 同时使用基于累积差异 (参见文献 [30, 31]) 的筛选方法进行第一阶段

的变量筛选, 并基于保留的 (中等维数的) 协变量进行第二阶段的拟合优度检验, 检验统计量 (3.6) 在

第 3 节中将会详细介绍.

例 2.1 设 x = (X1, . . . , Xp)
T 来自于均值向量为 0、协方差矩阵为 Σ = (σkl)p×p 的多元正态分

布, 其中 σkl = 0.5|k−l|, k, l = 1, . . . , p. 令 Y = c0X1 + (1 − c0)ε, 其中 ε 与 x 独立且服从标准正态分

布. 对于假设检验 H0 : E(Y | x) = EY , 考察 c0 = 0 和 c0 = 1 两种情形. 当 c0 = 0 时, 原假设成立, 考

察的是检验的真实水平 (size); 而当 c0 = 1 时, 备择假设成立, 考察的是检验的功效 (power). 考察不

同的协变量维数 p = 5, 10, 20, 100, 2,000 和不同的检验水平 α = 0.05, 0.10, 并将每一个实验重复 1,000

次. 检验的结果列在表 1 中.

可以发现, 当 c0 = 0 时, 检验的真实水平并没有随着维数 p 的变化而产生较大的波动, 整体而言,

检验的真实水平很接近于预设水平 α. 但是当 c0 = 1 时, 即原假设不成立时, 检验的功效随着维数 p

的增大而急剧下降; 当 p = 2,000 时, 检验已经完全失效. 这种由于超高维数所带来模型检验的失效问

题很常见,这是因为我们的目标备择假设是任意的相关关系,导致检验方法没有针对性,而在高维场景

下备择假设类别又过于庞大 [26]. 所以在超高维的情形下, 上述的模型检验的方法都不再适用.

例 2.2 本例展示过拟合下的第 I 类错误膨胀, 并提出数据分组的方法解决这一问题. 记 x =

(X1, . . . , Xp)
T 是来自于均值为 0、协方差矩阵为 Σ = (σkl)p×p 的多元正态, 其中 σkl = 0.5|k−l|,

k, l = 1, . . . , p. 独立地产生 Y ∼ N (0, 1). 我们检验 H0 : E(Y | x) = βTx 对某些 β ∈ Rp 成立. 考虑如

下两种检验方式, 这两种检验的结果列在表 2 中.

(1) 不使用数据分组的两阶段检验: 首先基于全部的数据集 D 进行变量筛选并保留一个有用变
量; 随后在同一组数据集 D 上, 基于这个选中的变量进行拟合优度检验.

(2) 使用数据分组的两阶段检验: 先将整个数据集 D 随机等分成两组, 分别记作 D1 和 D2. 首先

在数据集 D1 上进行变量筛选并保留一个有用变量;随后在数据集 D2 上,基于这个选中的变量进行拟

合优度检验.

在此例中, Y 与 x 独立, 所以在第一阶段中保留的那一个变量就属于 “多选出来的无用的变量”,

即过拟合. 从表 2 中可以看到, 不使用数据分组的检验会导致显著的第 I 类错误膨胀, 即当一些 (在总

表 1 例 2.1 中基于 1,000 次的重复实验所得到的检验的真实水平 (当 c0 = 0 时) 和功效 (当 c0 = 1 时). 考察

p = 5, 10, 20, 100, 2,000, 检验的水平取 α = 0.05, 0.10

c0 α p = 5 p = 10 p = 20 p = 100 p = 2, 000

0
0.05 0.045 0.044 0.044 0.043 0.042

0.10 0.108 0.104 0.104 0.102 0.103

1
0.05 1.000 0.999 0.445 0.067 0.046

0.10 1.000 1.000 0.895 0.148 0.096
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表 2 例 2.2 中检验的第 I 类错误. 考虑两种检验方式: 不使用数据分组的两阶段检验和使用数据分组的两阶段检

验. 考察不同的显著性水平 α = 0.05, 0.10

α 无数据分组 数据分组

0.05 0.194 0.061

0.10 0.286 0.101

体水平上) 无用的协变量 (在样本水平上) “表现地” 好像对响应变量有影响时, 直接基于这些带有虚

假相关性的协变量的检验会导致第 I 类错误膨胀 [4]. 若采用随机数据分组的策略, 则在数据集 D1 上

具有虚假相关性的协变量在数据 D2 上对响应变量的影响会减小, 进而能够避免两阶段检验中第 I 类

错误膨胀的问题.

例 2.3 本例展示欠拟合下的功效损失,并通过将候选协变量 xSc 引入到后续检验中来有效缓解

这一问题. 响应变量 Y 来自于回归模型

Y = X1 +X2 + c0(X
2
2 − 1) + ε,

其中 x = (X1, . . . , Xp)
T 的分布与例 2.2中相同,误差项 ε ∼ N (0, 1)并与 x独立. 考虑检验 H0 : E(Y |

x) = βTx 对某些 β ∈ Rp 成立, 考察 c0 = 0, 1. 当 c0 = 0 时, 原假设成立; 当 c0 = 1 时, 备择假设成立.

为了排除第一阶段中可能筛选出的虚假相关变量后续检验的影响,选择固定的变量作为第二阶段

中的检验变量. 分别选择 {X1, X2}、{X3, X4} 和 {X300, X400} 作为有用的协变量, 在第二阶段中, 根

据这些预先指定的协变量进行模型拟合优度检验. 表 3 的左半部分 (“无候选变量”) 总结了检验的第

I 类错误的概率 (当 c0 = 0 时) 和功效 (当 c0 = 1 时). 结果显示, 当 c0 = 0 时, 即使在测试过程中未选

择 X1 或 X2, 也会接受原假设. 这是因为, 当 Y 和 x 服从联合正态分布时, 无论在第一阶段筛选出哪

些协变量作为有用变量, Y 与所选的协变量依然服从联合正态分布, 因此线性关系始终成立. 但是, 由

于 X300 和 X400 几乎与 Y 独立, 它们不足以刻画 Y 关于 x 的条件均值函数. 当 c0 = 1 时, 可以清楚

地看到, 当缺少重要的协变量 X1 或 X2 时, 检验的功效将显著损失.

为了避免上述现象,我们建议在检验 Y 是否线性依赖于当前筛选出的协变量的同时, 检验当前筛

选出的协变量是否足够刻画 Y 的条件均值函数. 具体而言,在第一阶段,首先选择一组与 Y 最均值相

关的 (中等维数的) 协变量 xSa , 然后基于 xSa 构造 (参数单指标) 回归模型并得到相应的残差, 随后

选出一组与残差最均值相关的协变量作为候选变量 xSc . 这里 Sc 满足 Sc ⊂ Sc
a, 其中 Sc

a 是集合 Sa 关

于集合 {1, 2, . . . , p} 的补集. 通过上述步骤, 我们既能系统地选择出一组与 Y 直接相关的协变量 xSa ,

又能选出与一组与 Y 中未被 xSa 所解释的部分紧密相关的协变量 Sc 作为候选变量. 这样的选择过

程有助于我们更全面地理解 Y 与协变量之间的关系,并为后续的模型构建和检验提供有力的支持. 在

表 3 例 2.3 中检验的第 I 类错误 (当 c0 = 0 时) 和功效 (当 c0 = 1 时). 考察两种检验过程: 一种是没

有候选变量, 另一种则是有 X2 作为候选变量. 对于每个过程, 分别基于选定的协变量 {X1, X2}、{X3, X4} 和
{X300, X400} 来评价检验的结果. 研究不同的显着性水平 α = 0.05, 0.10

无候选变量 候选变量为 X2

c0 α X1, X2 X3, X4 X300, X400 X3, X4 X300, X400

0
0.05 0.049 0.054 0.054 1.000 1.000

0.10 0.098 0.108 0.108 1.000 1.000

1
0.05 1.000 0.152 0.067 1.000 1.000

0.10 1.000 0.245 0.129 1.000 1.000
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第二阶段, 进行拟合优度检验, 即考察 E[{Y −m(βT
Sa
xSa)} | xS ] = 0 是否成立, 其中 S = Sa ∪ Sc 且

xS
def
= (xT

Sa
,xT

Sc
)T.

下面使用上述检验方法来考察例 2.3 中欠拟合情形下的检验结果. 为简单起见, 固定 X2 为候选

变量. 从表 3 的右侧部分 (“候选变量为 X2”) 可以看到, 带有候选变量的检验可以有效地拒绝基于

{X3, X4} 或 {X300, X400} 的检验, 即检验的结果认为 {X3, X4} 或 {X300, X400} 并不足以刻画原始协
变量与响应变量之间的条件均值关系. 此外, 当 c0 = 1 时, 模型的非线性部分是 X2 的函数, 当将 X2

作为候选变量引入后, 能够更直接地考虑到 X2 对模型的影响, 从而显著提高检验的功效.

结合例 2.2 和 2.3, 整理出改进的两阶段检验方法如下:

(S0) 数据分组: 将样本观测 D def
= {(xi, Yi), i = 1, . . . , n} 随机等分成两组, 分别记作 D1

def
=

{xi, Yi}n1
i=1 和 D2

def
= {xi, Yi}n1+n2

i=n1+1, 其中 n1 + n2 = n.

(S1)第一阶段: 在数据集 D1 上进行 (迭代的)变量筛选,并保留一部分有用的协变量 xSa 和一部

分候选的协变量 xSc .

(S2)第二阶段: 在数据集 D2 上进行拟合优度检验, 考察 E[{Y −m(βT
Sa
xSa)} | xS ] = 0 是否成立,

其中 xS
def
= (xT

Sa
,xT

Sc
)T.

此外,漏选了重要的变量 (欠拟合)也可能导致后续检验中潜在第一类错误膨胀,第 6节扩展部分

说明此现象并使用多重数据分组策略来缓解这一问题.

3 改进的两阶段检验方法

第 2 节针对超高维情形下模型 (1.2) 的检验问题提出一种改进的两阶段方法. 本节介绍这种两阶

段方法的操作细节.

3.1 第一阶段: 在观测集 D1 上基于累积差异 (cumulative divergence, CD) 的边际筛选

在稀疏性原理的假定下, 检验 (1.2) 与 (1.4) 等价. 但是由于 A 往往是未知的, 于是需要事先估

计. 本小节在数据集 D1 上采用基于累积差异 [30, 31] 的边际筛选来选择变量 xS . 之所以采用累积差异

作为单个协变量的边际效用, 主要原因是: 第一,累积差异其定义本身就是度量条件均值 (而非条件分

布, 参见文献 [15, 32]) 的独立性问题, 因此与本文研究的主题相吻合; 第二, 累积差异具有对异常值稳

健的性质 (文献 [20] 提出的义鞅差相关系数 (martingale difference correlation, MDC) 虽然也是用来度

量条件均值的独立性问题,但是却容易受到极端值的影响),这种稳健性在超高维的数据分析中格外具

有优势, 因为高维数会导致样本观测中出现极端值的概率大大增加; 第三, 基于累积差异的边际筛选

不需要对 E(Y | Xk) 的参数或者半参数结构有假定限制, 因此能广泛地使用到各类数据集上.

给定第一部分的观测数据 D1, 定义

Sa
def
= {k : ĈD(Y | Xk) 是 {ĈD(Y | X1), . . . , ĈD(Y | Xp)} 中前 sa 个最大的值}, (3.1)

其中 sa 是人为指定的中等维数的模型大小, 并且 ĈD(Y | Xk) 的定义可参见文献 [31, (2.5)].

在一定的正则条件下, 基于 CD 的筛选方法具有确定筛选性质, 即当样本量趋于无穷时, Pr(A
⊂ Sa) → 1 成立. 相关技术细节与文献 [32] 中的相似, 因此在此省略.

首先在数据集 D1 上, 基于 (迭代的) 筛选方法选出一部分有用的协变量 xSa 和一部分候选协变

量 xSc ; 随后在数据集 D2 上检验 E[{Y −m(βT
Sa
xSa)} | xS ] = 0 是否成立, 其中 xS

def
= (xT

Sa
,xT

Sc
)T. 在
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第二阶段, 我们是基于协变量 xS , 而非协变量 xA, 进行的检验. 我们真正检验的是

H0 : Pr{E(Y | xS) = m(βT
Sa
xSa)} = 1 对某个 βSa

∈ R|Sa| 成立,

H1 : Pr{E(Y | xS) = m(βT
Sa
xSa)} < 1 对所有的 βSa

∈ R|Sa| 成立. (3.2)

于是一个很重要的问题是, 检验 (1.4) 和 (3.2) 是否等价. 下面的定理回答了这个问题.

定理 3.1 对 (1.3) 中定义的集合 A 和任意下标集合 Sa, 只要 A ⊆ Sa 成立, 检验 (1.4) 和 (3.2)

就等价.

3.2 第二阶段: 在观测集 D2 上的拟合优度检验

本小节在数据集 D2 上对模型 (3.2) 提出一种基于投影的拟合优度检验.

定义 ε
def
= Y −m(βT

Sa
xSa), 当 (3.2) 中 H0 成立时, 有

E{ε | xS} = 0. (3.3)

(3.3) 等价于

E(ε | αTxS) = 0 对所有的 α 满足 ∥α∥ = 1, (3.4)

其中 ∥ · ∥ 表示 Euclid 范数. 注意到 (3.4) 进一步地等价于

E{εI(αTxS 6 t)} = 0 对所有的 α 满足 ∥α∥ = 1 和 t ∈ R,

或者等价地写作 ∫
t∈R,∥α∥=1

E{ε1ε2I(αTx1,S 6 t)I(αTx2,S 6 t)}dFαTxS (t)dα = 0.

上式又可以等价地表示为∫
∥α∥=1

E{ε1ε2I(αTx1,S 6 αTx3,S)I(α
Tx2,S 6 αTx3,S)}dα = 0. (3.5)

所以在检验 (3.2) 时, 只需要检验 (3.5) 是否成立. 而根据文献 [3], 有∫
∥α∥=1

I(αTx1,S 6 αTx3,S)I(α
Tx2,S 6 αTx3,S)dα

=
π|S|/2−1

Γ(|S|/2 + 1)

∣∣∣∣π − arccos

{
(x1,S − x3,S)

T(x2,S − x3,S)

∥x1,S − x3,S∥∥x2,S − x3,S∥

}∣∣∣∣,
其中 Γ(·) 是伽马函数. 于是定义

T
def
= E

[
ε1ε2

∣∣∣∣π − arccos

{
(x1,S − x3,S)

T(x2,S − x3,S)

∥x1,S − x3,S∥∥x2,S − x3,S∥

}∣∣∣∣].
特别地, 当 x1,S = x2,S ̸= x3,S 或者 x1,S = x3,S ̸= x2,S 或者 x2,S = x3,S ̸= x1,S 时, 定义∣∣∣∣π − arccos

{
(x1,S − x3,S)

T(x2,S − x3,S)

∥x1,S − x3,S∥∥x2,S − x3,S∥

}∣∣∣∣ = π,

7
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当 x1,S = x2,S = x3,S 时, 定义上式的取值为 2π.

定义 T 的一个自然的估计量为

Tn2

def
= n−3

2

n∑
i,j,k=n1+1

ε̂iε̂j

∣∣∣∣π − arccos

{
(xi,S − xk,S)

T(xj,S − xk,S)

∥xi,S − xk,S∥∥xj,S − xk,S∥

}∣∣∣∣, (3.6)

其中 ε̂
def
= Y −m(β̂T

Sa
xSa), 而 θ̂S 是通过求解估计方程 (A.3) 得到的 θS 的普通最小二乘估计.

为了简化表达, 定义

D(x1,S ,x2,S ,x3,S)
def
= π − arcos

{
(x1,S − x3,S)

T(x2,S − x3,S)

∥x1,S − x3,S∥∥x2,S − x3,S∥

}
,

于是有 T = E[ε1ε2D(x1,S ,x2,S ,x3,S)]. 由于 T > 0 恒成立并且当且仅当 (3.2) 中的 H0 成立时 T = 0,

所以在实际应用中, 我们倾向于在 Tn2 较大时拒绝 (3.2) 中的原假设. 第 4 节会使用自助法决定该检

验的临界值并证明此方法的相合性.

4 理论性质

本节考察上述检验方法的理论性质. 本文研究检验统计量 Tn2 在原假设下的渐近分布, 提出使用

野自助法去决定该检验的临界值并证明这种做法的合理性. 此外, 还考察检验统计量 Tn2 在全局备择

假设和局部备择假设下的渐近分布, 并探讨检验的功效问题.

首先讨论 Tn2
在原假设下的渐近分布.给定显著性水平 α,确定检验 (3.2)的临界值意味着需要研

究清楚检验统计量 Tn 的渐近分布. 在此之前, 假定一些正则条件 (C1)–(C4) 如下:

(C1) supl∈Sa
E(X2

l ) < ∞ 对 l = 1, . . . , |Sa| 和 E(ε2 | xS) < ∞ 成立.

(C2) m(βT
Sa
xSa) 是在 R|Sa| 上 Borel 可测、在 R|Sa| 的紧子集上两阶连续可导的实函数.

(C3) 存在一个可积函数 L(xSa) 满足 |gl(βT
Sa
xSa)| 6 L(xSa) 对所有的 βSa

和 l = 1, . . . , |Sa| 都成
立, 其中, gl(β

T
Sa
xSa) 是 g(βT

Sa
xSa) 的第 l 个元素, g(βT

Sa
xSa)

def
= ∂m(βT

Sa
xSa)/∂βSa

.

(C4) 定义 β̃Sa

def
= argminβSa∈R|Sa| E[{Y −m(βT

Sa
xSa)}2]. β̃Sa

是上述优化问题的唯一解并且是一

个内点. 此外, E[g(βT
Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T] 在参数 βSa

的真值处是正定的.

条件 (C1)–(C3) 用来保证参数 βSa
的最小二乘估计的

√
n 相合性, 条件 (C4) 保证了相关估计量的渐

近正态性.

定理 4.1 假定正则条件 (C1)–(C4) 成立, 当 (3.2) 中的 H0 成立时, 有 T = 0 且

n2Tn2

d−→ c−1(|S|)
∫

ζ2(α, t)dFαTxS (t)dα, 当 n2 → ∞ 时,

其中 c(|S|) = π|S|/2−1

Γ(|S|/2+1) ; ζ(α, t) 是一个均值为 0、协方差函数为 cov{ζ(α, t), ζ(α0, t0)} 的 Gauss 过程,

这里 cov{ζ(α, t), ζ(α0, t0)} 的定义参见 (B.1); “
d−→” 表示 “依分布收敛”.

考虑到检验统计量 Tn2 在 H0 下的渐近分布的特殊形式, 在给定显著性水平 α 的条件下, 本文使

用自助法去决定检验 (3.2) 的临界值. 具体步骤如下所述:

步骤 1 在数据集 D2 上, 估计参数 βSa
并得到估计量 β̂Sa

. 计算残差 ε̂i = Yi − m(β̂T
Sa
xi,Sa),

i = n1 + 1, . . . , n, 并根据 (3.6) 计算检验统计量 Tn2 .

步骤 2 定义 Y ∗
i = m(β̂T

Sa
xi,Sa) + δi|ε̂i|, i = n1 + 1, . . . , n, 其中 δi (i = n1 + 1, . . . , n) 是独立同分

布的随机权重并且满足 Pr(δi = 1) = Pr(δi = −1) = 1/2.
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步骤 3 基于新的数据集 (xi,S , Y
∗
i ), i = n1 + 1, . . . , n, 重复步骤 1 并得到新的检验统计量 T̃n2 .

步骤 4 将步骤 2 和 3 重复 B 次, 进而得到 B 个检验统计量 T̃
(1)
n2 , T̃

(2)
n2 , . . . , T̃

(B)
n2 .

定义检验的 p 值为

B−1
B∑

b=1

I(T̃ (b)
n2

> Tn2),

其中 I(·) 是示性函数. 给定显著性水平 α, 在 p 值 < α 时拒绝 H0. 下面的定理证明了该自助法的相

合性.

定理 4.2 当定理 4.1 中的条件都成立时, T̃n2 是 n 相合的, 且其渐近分布为

n2T̃n2

d−→ c−1(|S|)
∫

ζ2(α, t)dFαTxS (t)dα, 当 n2 → ∞ 时.

定理 4.2 意味着, 尽管 Tn2 在原假设下的渐近分布形式棘手, 但可以使用自助法来近似该极限分

布, 进而确定检验的 p 值.

接下来, 研究检验的功效问题. 考虑一列备择假设如下:

H1,n2 : Y = m(βT
Sa
xSa) + Cn2G(xS) + ε, (4.1)

其中, G(·)是一个未知的光滑函数且满足 E{G(xS)} = 0和 E{G2(xS)} < ∞,残差项满足 E(ε | xS) = 0.

当 Cn2 为一个非零的固定常数时, H1,n2 成为一个全局备择假设; 当 Cn2 → 0 时, H1,n2 是一个局部备

择假设.

定理 4.3 假定正则条件 (C1)–(C4) 成立, 则

(1) 在检验 (3.2) 的全局备择假设下, n2
1/2(Tn2 − T ) 依分布收敛到均值为 0、方差为 σ2

0 的正态分

布, 其中 σ2
0

def
= var(Z1 + Z2 + Z3), 且 Z1、Z2 和 Z3 的定义参见 (B.2)–(B.4).

(2) 在检验 (3.2) 的局部备择假设下, 若 Cn2 = n
−1/2
2 , 则有

n2Tn2

d−→ c−1(|S|)
∫

ζ20 (α, t)dFαTxS (t)dα, 当 n2 → ∞ 时,

其中 ζ0(α, t) 是均值函数为 (B.5)、协方差函数为 cov{ζ0(α, t), ζ0(α0, t0)} (定义参见 (B.1)) 的 Gauss

过程.

从定理 4.3 中可以看出, 本文的方法不仅对于全局备择假设有功效, 同时对于收敛速度为 n
−1/2
2

的局部备择假设也有功效.

5 数值分析

第 5.1 小节利用大量的 Monte Carlo 模拟详细展示两阶段检验方法的有限样本性质. 接着, 第 5.2

小节将这一检验方法应用到实际数据中, 以进一步验证其可行性.

5.1 Monte Carlo 模拟

固定样本量 n = 200, 协变量的维数 p = 2,000, 自助法次数 B = 1,000, 并且对每一个实验重复

1,000 次. 考虑以下 3 个实验:

实验 (I) : Y = X1 +X2 + c0(X
2
1 +X2

2 ) + ε,

9
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实验 (II) : Y = 5X1 + 5X2 + 5X3 + 2(X4 + c0X
2
4 ) + ε,

实验 (III) : Y = (2 +X1 +X2 +X3)
2 + c0(X

2
1 +X2

2 ) + ε.

在这 3 个实验中, x = (X1, . . . , Xp)
T 来自于多元正态分布 N (0,Σ), 其中 Σ = (0.5|i−j|)p×p. 独立

误差项 ε来自于标准正态分布.分别考察 c0 取 0、0.2、0.4、0.6、0.8和 1.0的不同情形, 其中当且仅当

c0 = 0 时原假设 (1.2) 成立.

变量筛选结果 由定理 3.1 可知, 只要在第一阶段中保留了所有真正有用的变量, 检验 (1.4) 和

(3.2) 就等价. 因此, 首先需要考察有限样本水平上的一致筛选性是否成立.

本文在第一部分的数据集 D1 上进行基于累积差异的边际筛选, 并采用以下两个标准评价筛选结

果的好坏:

M 表示当所有有用的协变量都被选中时最小的模型大小. 我们给出的是基于 1,000 次重复实验

所得到的M 的 0%、25%、50%、75% 和 100% 的分位数.

P 表示给定最终的模型大小 |S|, 所有有用的协变量同时被选中的经验概率, 其中 S = Sa ∪ Sc,

|S| 是集合 S 中元素的个数. 分别考察选择的有用协变量的个数 |Sa| = 3, 6 和候选协变量的个数

|Sc| = 0, 1 共 4 种情形. 相应的结果列在表 4 中.

由于实验 (I)、(II) 和 (III) 中真正有用的协变量的个数分别为 2、4 和 3, 从表 4 中可看出, 在所

有的情形下, 最小的模型大小 M 都非常接近真实的模型大小. 此外, 除了实验 (II) 中取 |Sa| = 3 和

表 4 基于累积差异的边际筛选的筛选结果. 考察M 的 0%、25%、50%、75% 和 100% 的分位数, 以及 |Sa| =
3, 6 和 |Sc| = 0, 1 下的 P

M P

实验 c |Sc| = 1 |Sc| = 0

0% 25% 50% 75% 100% |Sa| = 3 |Sa| = 6 |Sa| = 3 |Sa| = 6

(I) 0.0 2 2 2 2 2 1.000 1.000 1.000 1.000

0.2 2 2 2 2 2 1.000 1.000 1.000 1.000

0.4 2 2 2 2 2 1.000 1.000 1.000 1.000

0.6 2 2 2 2 2 1.000 1.000 1.000 1.000

0.8 2 2 2 2 10 0.999 0.999 0.999 0.999

1.0 2 2 2 2 37 0.986 0.997 0.986 0.997

(II) 0.0 4 4 4 4 50 1.000 1.000 0.000 0.966

0.2 4 4 4 4 55 1.000 1.000 0.000 0.968

0.4 4 4 4 4 71 1.000 1.000 0.000 0.970

0.6 4 4 4 4 101 1.000 1.000 0.000 0.974

0.8 4 4 4 4 130 0.999 1.000 0.000 0.973

1.0 4 4 4 4 163 0.997 1.000 0.000 0.970

(III) 0.0 3 3 3 3 5 1.000 1.000 0.998 1.000

0.2 3 3 3 3 6 1.000 1.000 0.997 1.000

0.4 3 3 3 3 9 1.000 1.000 0.996 0.999

0.6 3 3 3 3 10 1.000 1.000 0.993 0.999

0.8 3 3 3 3 19 1.000 0.999 0.990 0.998

1.0 3 3 3 3 44 0.999 0.999 0.988 0.998
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图 1 关于经验 p 值与均匀分布的 QQ 图: (a)、(b) 和 (c) 分别对应实验 (I)、(II) 和 (III). 每张图中展示 4 种

不同的检验的结果: Oracle 检验 (实线), 改进后的取 Sa = 6 和 Sc = 1 的两阶段检验 (虚线), 取 Sa = 6 的

DRMA 检验 (点线)、RP 检验 (点虚线) 和 GPR 检验 (长虚线)

|Sc| = 0 的情形外, 第一阶段的筛选结果将所有有用的变量都保留下来的概率趋近于 1.

拟合优度检验结果 在检验 (3.2) 时, 本文比较检验统计量 Tn2 和以下 3 种检验统计量的表现:

文献 [8]中提出的基于降维的模型自适应的 (dimension-reduction model-adaptive, DRMA)检验统计量

(考虑基于切片逆回归 (sliced inverse regression, SIR) 的 DEE 方法所得到的检验统计量), 文献 [19] 提

出的基于残差投影的检验统计量 (residual prediction, RP), 文献 [10] 提出的针对高维广义线性模型基

于残差投影的检验统计量 (generalized residual prediction, GRP). 由于不使用数据分组会导致两阶段

检验出现第 I 类错误膨胀的问题, 所以这里只展示基于数据分组的检验结果.

此外, 为了缓解欠拟合所导致的功效损失, 我们建议在第一阶段的筛选中保留一个候选变量, 即

|Sc| = 1. 同时也比较了无候选变量的情形, 即 |Sc| = 0. 定义 Oracle 检验: 假定事先知道了真正有用

的变量, 并给予这些变量进行后续检验. 这是在最理想的情形下得到的检验, 并将作为一个比较的基

准. 考察不同的显著性水平 α = 0.01, 0.02, 0.05, 0.10, 并使用第 4 节中介绍的自助法确定检验的 p 值.

基于 1,000 次重复实验的检验的第 I 类错误总结在表 5 中.

可以看到, 只要第一阶段的筛选过程将所有真正有用的协变量都保留下来, 本文的方法的第 I 类

错误的概率就非常接近真实的水平 α. 对于实验 (II), 由于真正有用的变量个数为 4, 若在筛选阶段仅

选择 3 个最重要的变量, 则至少会遗漏一个重要变量. 如果在第二阶段中, 直接基于这 3 个筛选出的

变量进行后续检验, 即 |Sc| = 0, 我们也会接受 Y 是关于 xSa 线性的假设, 但仅用 3 个变量去预测 Y

会导致效率损失. 这时, 可以通过再添加一个候选变量, 即 |Sc| = 1, 来避免这种情形. 根据表 5, 当实

验 (II) 在第一阶段仅保留 3 个变量时, 我们拒绝零假设.

至于文献 [8] 提出的 DRMA 方法, 有限的经验表明它对所选窗宽非常敏感. 另外, 从图 1 中也能

看出, 本文的方法的经验 p 值更接近于均匀分布. 基于残差投影的两类方法表现比较类似. 在模型 (I)

和 (II) 中, RP 检验对第 I 类错误的控制较好, 其概率非常接近预设的显著性水平 α. 相较之下, GRP

检验犯第一类错误的概率却略低于给定的显著性水平, 意味着检验的功效会受到一定程度的影响. 另

外, 值得注意的是, 无论是 RP 检验还是 GRP 检验, 在非线性模型 (III) 中均不适用, 第一类错误概率

均显著超出了给定的显著性水平 α, 这进一步显示了这两种检验方法在应用上的局限性.

下面固定显著性水平 α = 0.05, 考察 c0 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 时检验的功效. 不同的检验功效总

结的在表 6 中. 可以看到本文的检验方法随着 c0 的增大, 功效也在随之上升, 尤其是在模型大小较小
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时. 在实验 (II)中,当 |Sa| = 3且 |Sc| = 0时出现了功效损失,这是因为在第一阶段中漏选了某些重要

变量 (|Sa| = 3), 并基于单次筛选出来的、并不完整的 (|Sc| = 0) 的协变量进行了后续的检验. 这个结

果与引言中声明的一致. 此外, 对于线性模型 (即实验 (I) 和 (II)), RP 检验的功效增长相对缓慢, 且整

体上处于较低水平. 相比之下,更一般的 GRP检验方法显示出显著的功效增长趋势. 然而,即便 GRP

表 5 给定显著性水平 α, 不同的检验方法基于 1,000 次的重复实验所得到的犯第 I 类错误 (当 c0 = 0 时) 的经

验概率. 考虑 4 种不同的显著性水平 α = 0.01, 0.02, 0.05, 0.10

实验 α
|Sc| = 1 |Sc| = 0

Oracle
DRMA

RP GRP
|Sa| = 3 |Sa| = 6 |Sa| = 3 |Sa| = 6 |Sa| = 6

(I) 0.01 0.010 0.013 0.015 0.013 0.018 0.006 0.005 0.003

0.02 0.020 0.021 0.029 0.029 0.028 0.013 0.014 0.006

0.05 0.057 0.065 0.061 0.060 0.060 0.049 0.045 0.017

0.10 0.111 0.125 0.124 0.125 0.100 0.111 0.100 0.047

(II) 0.01 1.000 0.039 0.019 0.011 0.011 0.004 0.009 0.002

0.02 1.000 0.044 0.026 0.017 0.019 0.010 0.015 0.007

0.05 1.000 0.065 0.060 0.038 0.053 0.038 0.042 0.020

0.10 1.000 0.105 0.118 0.083 0.094 0.112 0.092 0.037

(III) 0.01 0.010 0.007 0.006 0.008 0.010 0.001 0.395 0.843

0.02 0.016 0.015 0.019 0.016 0.019 0.006 0.410 0.855

0.05 0.045 0.049 0.046 0.049 0.051 0.040 0.438 0.870

0.10 0.111 0.106 0.106 0.107 0.107 0.101 0.465 0.885

表 6 给定显著性水平 α = 0.05, 不同的检验方法基于 1,000 次的重复实验所得到的检验的功效. 考察 c0 = 0.2,

0.4, 0.6, 0.8, 1.0

实验 c
|Sc| = 1 |Sc| = 0

Oracle
DRMA

RP GRP
|Sa| = 3 |Sa| = 6 |Sa| = 3 |Sa| = 6 |Sa| = 6

(I) 0.2 0.294 0.213 0.560 0.424 0.641 0.076 0.284 0.054

0.4 0.820 0.682 0.965 0.899 0.981 0.198 0.356 0.218

0.6 0.978 0.909 0.998 0.996 1.000 0.317 0.363 0.464

0.8 0.998 0.975 1.000 1.000 1.000 0.425 0.349 0.635

1.0 0.992 0.994 1.000 1.000 1.000 0.545 0.385 0.759

(II) 0.2 1.000 0.252 0.078 0.425 0.565 0.071 0.193 0.071

0.4 1.000 0.673 0.107 0.887 0.963 0.140 0.192 0.307

0.6 1.000 0.892 0.145 0.971 0.998 0.212 0.208 0.569

0.8 1.000 0.956 0.181 0.978 1.000 0.336 0.218 0.712

1.0 0.999 0.977 0.219 0.979 1.000 0.507 0.223 0.777

(III) 0.2 0.628 0.636 0.654 0.646 0.630 0.072 − −

0.4 0.993 0.990 0.969 0.977 0.980 0.104 − −

0.6 1.000 1.000 0.996 1.000 1.000 0.245 − −

0.8 1.000 1.000 0.997 1.000 1.000 0.386 − −

1.0 1.000 0.999 0.998 1.000 1.000 0.472 − −
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方法有了这样的改进, 本文提出的检验方法仍然在这两种模型上展现出更高的功效.

5.2 实际数据分析

下面将两阶段检验方法应用到心肌病微阵列的数据集上. 这个数据集曾经被分别在文献 [15] 中

使用 DC-SIS 方法和文献 [20] 中使用 MDC-SIS 方法分析过. 响应变量 Y 是基因 Ro1 的表达水平, 协

变量 x = (X1, . . . , Xp)
T 是其他的基因表达水平. 样本量 n = 30, 协变量维数 p = 6,319. 本文的目标

是, 检验给定协变量 x 的条件下, Y 的条件均值是否是一个关于 x 的线性模型.

首先对单个协变量 Xk, k = 1, . . . , p 进行边际标准化, 并对响应变量 Y 进行中心化. 接下来, 将

样本数据随机地等分为两组, 并在第一组数据集上基于累积差异进行变量筛选. 本文的筛选结果显示

基因 Msa.2877.0 和基因 Msa.2134.0 排在最前面, 这与 DC-SIS 和 MDC-SIS 的结果一致 (尽管基于

DC-SIS 的筛选结果的顺序略有不同). 在 Li 等 [15] 以及 Shao 和 Zhang [20] 的研究中, 他们推荐基于筛

选出来的变量拟合一个可加模型. 然而考虑到线性模型的简易性和可解释性, 我们自然而然地想要探

究:最简单的线性模型是否足够刻画响应变量 Y 和筛选出来的基因 Msa.2877.0与基因 Msa.2134.0之

间的回归关系? 即检验下述模型是否成立:

Y = β1X1 + β2X2 + ε, (5.1)

其中 X1 和 X2 分别是基因 Msa.2877.0 和基因 Msa.2134.0 的表达水平.

对上述模型 (5.1) 进行基于普通最小二乘的参数估计, 考察参数检验与模型检验, 并将相关结果

总结在表 7 中. 从表 7 中可以看出, 基因 Msa.2877.0 和基因 Msa.2134.0 的回归系数都是显著非零的.

此外, 调整后的 R 平方为 0.777, 而相应的 F 检验的 p 值为 0. 这些检验结果意味着线性模型 (5.1) 足

够刻画出筛选出的基因 (X1, X2)
T 与响应变量 Y 之间的回归关系.

上述结果显然与 Li等 [15] 以及 Shao和 Zhang [20] 所声称的相互矛盾,于是在第二组数据集上使用

(3.6) 中的检验统计量 Tn2 , 探究到底哪个结论更加合理. 本文选出候选基因 Msa.15450.0, 并将自助法

的重复次数设定为 B = 1,000,然后计算出检验的 p值为 0.007. 这意味着,在给定显著性水平 α = 0.05

的条件下, 拒绝线性模型 (5.1) 的假定. 这一结论与 Li 等 [15] 以及 Shao 和 Zhang [20] 的结论一致, 即

Y

图 2 响应变量 Y 与拟合值 β̂1X1 + β̂2X2 之间的散点图. 实线是局部线性回归拟合, 虚线是 95% 的逐点置信带
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表 7 模型 (5.1) 的参数估计及相应的检验的 p 值

估计值 标准误 t 值 p 值

Msa.2877.0 0.65 0.13 5.02 2.9× 10−5

Msa.2134.0 0.29 0.13 2.21 3.5× 10−2

认为一个非参数的可加模型更适用于该数据集. 此外, 从图 2 中也可以看出, Y 与 β̂1X1 + β̂2X2 之间

的确存在非线性关系.

6 扩展: 多重数据分组策略

在之前的分析中,都是针对 (3.2)进行假设检验,而不是直接针对 (1.4),这主要是因为确定筛选性

保证了这两个检验在渐近的角度等价. 但正如在引言中提到的那样, 由于样本量有限或某些假设不满

足,在特征筛选的过程中,可能会漏选一些重要的变量,从而导致第 I类错误膨胀. 为了解决上述问题,

可以在变量筛选的过程中多保留一些变量或使用迭代筛选的方法,这样可以尽可能减小漏选重要变量

的风险. 但是, 保留变量的增加, 可能会导致第二步模型检验的功效降低, 如表 1 所示. 类似文献 [18]

的想法, 本节讨论另外一种有效的解决方案. 具体而言, 对样本数据集进行多次 (如 M 次) 随机分组,

对于每次分组后的样本, 使用之前讨论的检验方法计算得到一个 p 值. 这样, 能够获得 M 个 p 值, 将

它们分别记为 p1, . . . , pM . 对于每个固定的 γ, 对 p 值作如下修正:

Q(γ) = min

[
1, qγ

(
pi
γ

)]
,

其中 γ ∈ (γmin, 1), 且 qγ({pi/γ}) 是 {pi/γ}, i = 1, . . . ,M 的 γ 分位数. 这里的 γmin ∈ (0, 1) 是 γ 可能

取到的下界, 在实际中, 一般将其设为 0.05 或者 1/M . 但是, 由于这个修正后的 p 值, Q(γ) 取决于 γ

的选取, 而在实践中可能很难正确地选择 γ. 因此, 进一步定义自适应 p 值如下:

Q∗ = min
{
1, (1− log γmin) inf

γ∈(γmin,1)
Q(γ)

}
.

接下来的定理表明, 基于修正后的 p 值或自适应的 p 值进行检验, 可以将第 I 类错误渐近地控制在给

定的显著性水平.

定理 6.1 假设 limn→∞ Pr(A ⊆ Sa,i) = 1, 其中 Sa,i 是根据第 i 次对样本进行分割时, 在特征筛

选阶段挑选出来的变量的下标, i = 1, . . . ,M , 则

lim
n→∞

supPr{Q(γ) 6 α} 6 α, lim
n→∞

supPr{Q∗(γ) 6 α} 6 α.

下面通过一个具体的例子来说明, 当某些重要的变量以不可忽略的概率被漏选时, 本文提出的多

重数据分组的方法可以将第 I 类错误控制在给定的 α 水平. 令

Y = 0.3X1 + 2X2 + ε,

其中 x = (X2, . . . , Xp)
T 来自于均值为 0、协方差矩阵为 Σ = (σkl)(p−1)×(p−1) 的多元正态, 这里

σkl = 0.5|k−l|, k, l = 2, . . . , p. 定义 X1 = (1 −X2)
2 + ε1, 独立误差项 ε 服从标准正态分布, ε1 与 ε 独
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表 8 基于单次数据分组的检验和多重数据分组的检验得到的第 I 类错误的比较

单次数据分组 多重数据分组

α 0.01 0.02 0.05 0.10 0.01 0.02 0.05 0.10

第 I 类错误 0.050 0.072 0.149 0.246 0.000 0.010 0.050 0.081

立同分布. 固定样本量 n = 200, 协变量维数 p = 2,000, 每次筛选 |Sa| = 3 个有用变量, 1 个候选变量,

每次检验中自助法次数为 200 次, 并重复数据分组过程 M = 50 次.

若只基于单次数据分组进行检验,则在 1,000次的重复实验中,重要变量 X1 和 X2 分别会被漏选

262 和 0 次, 这说明在变量筛选的过程中, X1 会以不可忽略的比例被漏选. 从表 8 中可以看到, 如果

只基于单次数据分组进行检验, X1 的漏选会导致第 I 类错误显著膨胀. 若采用多重数据分组的策略,

可以很好地将第 I 类错误维持在名义水平 (尤其当水平 α = 0.05 和 α = 0.10 时), 这说明多重数据分

组的策略可以显著地改善因重要变量漏选所导致的第 I 类错误膨胀的问题.

致谢 感谢审稿人对本文提出的许多优秀的修改意见.
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附录 A 引理

引理 A.1 在局部备择假设 (4.1) 下, 若正则条件 (C1)–(C4) 成立, 则有

n
1/2
2 (β̂Sa

− βSa
) = (E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

g(βT
Sa
xi,Sa)εi

+

(
n−1
2

n∑
i=n1+1

[g(βT
Sa
xi,Sa){g(β

T
Sa
xi,Sa)}T]

)−1

Cn2n
1/2
2 E{G(xS)g(β

T
Sa
xSa)}

+ op(1), (A.1)

其中 g(βT
Sa
xSa)

def
= ∂m(βT

Sa
xSa)/∂βSa

.

特别地, 当 Cn2 = 0 时, 局部备择假设 (4.1) 退化成检验 (3.2) 中的原假设, 则有

n
1/2
2 (β̂Sa

− βSa
) = (E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xi,Sa)}T])−1n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

g(βT
Sa
xSa)εi

+ op(1). (A.2)

证明 首先验证 β̂Sa
是参数 βSa

的一个强相合估计. 证明的细节与文献 [11, 定理 6 和 7] 类似,

因此省略. β̂Sa
一定满足如下方程:

n−1
2

n∑
i=n1+1

[{Yi −m(β̂T
Sa
xi,Sa)}g(β̂T

Sa
xi,Sa)] = 0. (A.3)

等号左边应用 Lagrange 定理可得

n−1
2

n∑
i=n1+1

[{Yi −m(βT
Sa
xi,Sa)}g(β

T
Sa
xi,Sa)] +An2(β

∗
Sa
)(β̂Sa

− βSa
) = 0.
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其中 β∗
Sa
落于 β̂Sa

和 βSa
之间, 且 An2(β

∗
Sa
)

def
= n−1

2

∑n
i=n1+1[{Yi −m(β∗T

Sa
xi,Sa)}∂g(β

∗T
Sa

xi,Sa)/∂β
∗T
Sa

−g(β∗T
Sa

xi,Sa){g(β
∗T
Sa

T
xi,Sa)}T]. 于是, 有

(β̂Sa
− βSa

) = −{An2(β
∗
Sa
)}−1 · n−1

2

n∑
i=n1+1

[{Yi −m(βT
Sa
xi,Sa)}g(β

T
Sa
xi,Sa)].

在 H1,n2 下有 Yi = m(βT
Sa
xi,Sa) + Cn2G(xS) + εi, 进而得到结论 (A.1). 剩下的证明细节与文献 [8, 引

理 3] 类似, 因此省略.

附录 B 技术证明

定理 3.1 的证明 由于 Sa ⊂ S, 所以在稀疏性原则下有 E(Y | x) = E(Y | xA) 成立, 再利用重期

望定理, 有

E(Y | xS) = E{E(Y | x) | xS} = E(Y | xA)

对所有满足 A ⊆ Sa 的集合 Sa 都成立. 一方面, 如果 Pr{E(Y | x) = m(βT
AxA)} = 1 成立, 则通过选

择 βSa
= (βT

A,01×(|Sa|−|A|))
T, 有 E(Y | xS) = m(βT

AxA) = m(βT
Sa
xSa) 成立.

另一方面, 如果 Pr{E(Y | xS) = m(βT
Sa
xSa)} = 1 成立, 由于已经知道 E(Y | xS) = E(Y | xA) 对

所有满足 A ⊆ Sa 的集合 Sa 都成立, 则参数 θk, k ∈ S ∩ Ac 一定为 0, 即 E(Y | xS) 仅仅只依赖于

xA, 这确保了 Pr{E(Y | xS) = m(βT
AxA)} = 1. 此外, 由于 Pr{E(Y | x) = E(Y | xS)} = 1, 于是有

Pr{E(Y | x) = m(βT
AxA)} = 1 成立.

至此完成了定理 3.1 的证明.

定理 4.1 的证明 由于 ε̂i
def
= Yi −m(β̂T

Sa
xi,Sa), 于是将其改写为

ε̂i = εi + {m(βT
Sa
xi,Sa)−m(β̂T

Sa
xi,Sa)}.

定义经验过程

ζn2(α, t)
def
= n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

ε̂iI(α
Txi,S 6 t)

def
= V1(α, t) + V2(α, t),

其中 V1(α, t)
def
= n

−1/2
2

∑n
i=n1+1 εiI(α

Txi,S 6 t) 且

V2(α, t)
def
= n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

{m(βT
Sa
xi,Sa)−m(β̂T

Sa
xi,Sa)}I(αTxi,S 6 t).

注意到 V1(α, t) 是 n2 个独立同分布且均值为 0 的随机变量之和, 首先处理 V2(α, t). 在引理 A.1

中已经证明了

n
1/2
2 (β̂Sa

− βSa
) = n

−1/2
2 (E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1

n∑
i=n1+1

g(βT
Sa
xi,Sa)εi + op(1),

利用 Taylor 展开, 有

V2(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

{g(βT
Sa
xi,Sa)}TI(αTxi,S 6 t)(βSa

− β̂Sa
) + op(1)
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= −E[{g(βT
Sa
xSa)}TI(αTxS 6 t)](E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1

· n−1/2
2

n∑
i=n1+1

g(βT
Sa
xi,Sa)εi + op(1).

由于 ζn2(α, t) =
∑2

k=1 Vk(α, t) 且 V1(α, t) 是 n2 个独立同分布且均值为 0 的随机变量之和, 在原假设

下容易得到 E{ζn2(α, t)} = o(1) 当 n2 趋于无穷时成立. 此外,

ζn2(α, t)ζn2(α0, t0) = V1(α, t)V1(α0, t0) + V2(α, t)V2(α0, t0)

+ V1(α, t)V2(α0, t0) + V2(α, t)V1(α0, t0).

可计算出上式等号右边第一项的期望为

E{V1(α, t)V1(α0, t0)} = E[ε2I(αTxS 6 t)I(αT
0 xS 6 t0)].

注意到 β̂Sa
是渐近正态的, 即 n

1/2
2 (β̂Sa

− βSa
) 依分布收敛到一个零均值的正态随机变量. 于是有

E{V2(α, t)V2(α0, t0)} = E[{g(βT
Sa
x1,Sa)}TΣg(βT

Sa
x2,Sa) · I(αTx1,S 6 t)I(αT

0 x2,S 6 t0)] + o(1).

再一次使用引理 A.1 来重新表示 (β̂Sa
− βSa

), 得到

E{V1(α, t)V2(α0, t0)} = −E(ε22{g(β
T
Sa
x1,Sa

)}T(E[g(βT
Sa
xSa

){g(βT
Sa
xSa

)}T])−1

· g(βT
Sa
x2,Sa

)I(αT
0 x1,S 6 t0,α

Tx2,S 6 t)) + o(1),

E{V2(α, t)V1(α0, t0)} = −E(ε22{g(β
T
Sa
x1,Sa

)}T(E[g(βT
Sa
xSa

){g(βT
Sa
xSa

)}T])−1

· g(βT
Sa
x2,Sa

)I(αTx1,S 6 t,αT
0 x2,S 6 t0)) + o(1).

记 ζ(α, t) 为一个均值为 0、协方差函数为 cov{ζ(α, t), ζ(α0, t0)} 的 Gauss 过程, 其中 cov{ζ(α, t),

ζ(α0, t0)} 的形式如下:

E[ε2I(αTxS 6 t)I(αT
0 xS 6 t0)] + E[{g(βT

Sa
x1,Sa)}TΣg(βT

Sa
x2,Sa)I(α

Tx1,S 6 t,αT
0 x2,S 6 t0)]

− E[ε22{g(β
T
Sa
x1,Sa)}T(E[g(β

T
Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1g(βT

Sa
x2,Sa)I(α

T
0 x1,S6 t0,α

Tx2,S6 t)]

− E[ε22{g(β
T
Sa
x1,Sa)}T(E[g(β

T
Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1g(βT

Sa
x2,Sa)I(α

Tx1,S6 t,αT
0 x2,S6 t0)]. (B.1)

特别地, 取 α = α0 和 t = t0 时, 有

E{ζ2n2
(α, t)} = cov{ζ(α, t), ζ(α, t)}+ o(1),

于是得到结论: ζn2(α, t) 依分布收敛到 ζ(α, t), 进而当 n2 → ∞ 时, 有

c(|S|)n2Tn2 =

∫
ζ2n2

(α, t)dFn2,αTxS (t)dα
d→
∫

ζ2(α, t)dFαTxS (t)dα.

至此完成了定理 4.1 的证明.

定理 4.2 的证明 由于自助法产生 Y ∗ = m(β̂T
Sa
xSa) + ε̃, 其中 ε̃

def
= δ|ε̂|. 由于 δ 与 x 和 ε 独立,

所以有 E(ε̃ | xS) = 0, 即原假设自动地成立.
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与定理 4.1 中的证明类似, 定义经验过程如下:

ζ̃n2(α, t)
def
= n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

̂̃εiI(αTxi,S 6 t).

将 ζ̃n2(α, t) 分解成 Ṽ1(α, t) + Ṽ2(α, t) 两部分, 其中

Ṽ1(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=1

ε̃iI(α
Txi,S 6 t),

Ṽ2(α, t) = −E[{g(β̂T
Sa
xSa)}TI(αTxS 6 t)](E[g(β̂T

Sa
xSa){g(β̂T

Sa
xSa)}T])−1

· n−1/2
2

n∑
i=1

g(β̂T
Sa
xi,Sa)ε̃i + op(1).

与定理 4.1 的证明类似, 可得

E{Ṽ1(α, t)Ṽ1(α0, t0)} = E{V1(α, t)V1(α0, t0)}+ o(1),

E{Ṽ2(α, t)Ṽ2(α0, t0)} = E{V2(α, t)V2(α0, t0)}+ o(1).

进而有

E{Ṽ2(α, t)Ṽ1(α0, t0)} = E{V2(α, t)V1(α0, t0)}+ o(1),

E{Ṽ1(α, t)Ṽ2(α0, t0)} = E{V1(α, t)V2(α0, t0)}+ o(1),

于是得到

E{ζ̃n2(α, t)ζ̃n2(α0, t0)} = E{ζn2(α, t)ζn2(α0, t0)}+ o(1).

类似于定理 4.1 中的讨论, 最终得到

n2c(|S|)T̃n2

d→
∫

ζ2(α, t)dFαTxS (t)dα.

至此完成了定理 4.2 的证明.

定理 4.3 的证明 在全局备择假设下, 首先记 E(Y | xS) = m(β̃T
Sa
xSa) + G(xS), 其中参数 β̃Sa

与原假设下参数的真值不同. 在全局备择假设下得到的参数 β̃Sa
的估计量 β̂Sa

是
√
n2 相合的. 与原

假设下的讨论类似, 将经验过程分解如下:

V1(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

{G(xi,S) + εi}I(αTxi,S 6 t),

V2(α, t) = −E[{g(β̃T
Sa
xSa)}TI(αTxS 6 t)](E[g(β̃T

Sa
xSa){g(β̃T

Sa
xSa)}T])−1

· n−1/2
2

n∑
i=n1+1

g(β̃T
Sa
xi,Sa){G(xi,S) + εi}+ op(1).

由于 E{G(xS) | xS} = 0 不成立, 所以有

ζ2n2
(α, t) = 2n

1/2
2 [ζn2(α, t)− n

1/2
2 E{G(xS)I(α

TxS 6 t)}]E{G(xS)I(α
TxS 6 t)}
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+ n2E
2{G(xS)I(α

TxS 6 t)}+Op(1).

由 ζn2
(α, t) = V1(α, t) + V2(α, t), 经过一些计算可得∫

2[V1(α, t)− n
1/2
2 E{G(xS)I(α

TxS 6 t)}]E{G(xS)I(α
TxS 6 t)}dFn2,αTxS (t)dα

= n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

Z1,i + op(1),

其中 Z1,i, i = n1 + 1, . . . , n 是 n2 个如下随机变量的独立副本:

2c(|S|){G(xi,S) + εi}E
[
G(x1,S)

∣∣∣∣π − arccos

{
(xi,S − x2,S)

T(x1,S − x2,S)

∥xi,S − x2,S∥∥x1,S − x2,S∥

}∣∣∣∣]− 2T. (B.2)

类似地, 可推导出∫
2V2(α, t)E{G(xS)I(α

TxS 6 t)}dFn2,αTxS (t)dα = n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

Z2,i + op(1),

其中 Z2,i, i = n1 + 1, . . . , n 是 n2 个如下随机变量的独立副本:

2c(|S|)E
[
G(x1,S){g(β̃T

Sa
x2,Sa)}T

∣∣∣∣π − arccos

{
(x1,S − x3,S)

T(x2,S − x3,S)

∥x1,S − x3,S∥∥x2,S − x3,S∥

}∣∣∣∣]
· (E[g(β̃T

Sa
xSa){g(β̃T

Sa
xSa)}T])−1g(β̃T

Sa
xi,Sa){G(xi,S) + εi}. (B.3)

此外, 还可以证明∫
E2{G(xS)I(α

TxS 6 t)}dFn2,αTxS (t)dα =

∫
E2{G(xS)I(α

TxS 6 t)}dFn2,αTxS (t)dα

= n−1
2

n∑
i=n1+1

∫
E2{G(xS)I(α

TxS 6 αTxi,S)}dα

def
= n−1

2

n∑
i=n1+1

Z3,i. (B.4)

将上述结果整理起来, 可将检验统计量 Tn2 简化为

Tn2 − T = n−1
2

n∑
i=n1+1

(Z1,i + Z2,i + Z3,i) + op(n
−1/2
2 ),

即渐近地是 n2 个独立同分布的随机变量的均值. 根据中心极限定理, 我们完成了全局备择假设下的

证明部分.

在局部备择假设 H1,n2 下, 有 Y = m(βT
Sa
xSa) + CnG(xS) + ε. 尤其当 Cn2 = n

−1/2
2 时, 可将

ζn2(α, t) 分解为 V1(α, t) + V2(α, t), 其中

V1(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=1

{εi + n
−1/2
2 G(xi,S)}I(αTxi,S 6 t),

V2(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

{m(βT
Sa
xi,Sa)−m(β̂T

Sa
xi,Sa)}I(αTxi,S 6 t).
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很直观地, 可将 V1(α, t) 化为

V1(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=1

εiI(α
Txi,S 6 t) + E{G(xS)I(α

TxS 6 t)}+Op(n
−1/2).

如引理 A.1 中展示的,

n
1/2
2 (β̂Sa

− βSa
) = (E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1n

−1/2
2

n∑
i=n1+1

g(βT
Sa
xi,Sa)εi

+

(
n−1
2

n∑
i=n1+1

[g(βT
Sa
xi,Sa){g(β

T
Sa
xi,Sa)}T]

)−1

Cn2n
1/2
2 E{G(xS)g(β

T
Sa
xSa)}

+ op(1).

再根据 Taylor 展开, 在局部备择假设下可推导出

V2(α, t) = n
−1/2
2

n∑
i=n1+1

{g(βT
Sa
xi,Sa)}TI(αTxi,S 6 t)(βSa

− β̂Sa
) + op(1)

= −E[{g(βT
Sa
xSa)}TI(αTxS 6 t)](E[g(βT

Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1

·
[
n
−1/2
2

n∑
i=1

g(βT
Sa
xi,Sa)εi + E{G(xS)g(β

T
Sa
xSa)}

]
+ op(1).

记 ζ0(α, t) 是均值函数为 E{ζ0(α, t)}、协方差函数为 cov{ζ0(α, t), ζT0 (α0, t0)} 的 Gauss 过程, 其中

E{ζ0(α, t)} = E{G(xS)I(α
TxS 6 t)} − E[{g(βT

Sa
xSa)}TI(αTxS 6 t)]

· (E[g(βT
Sa
xSa){g(β

T
Sa
xSa)}T])−1E{G(xS)g(β

T
Sa
xSa)}, (B.5)

cov{ζ0(α, t), ζT0 (α0, t0)} 的形式参见 (B.1).

类似地, 当 n2 → ∞ 时, 有

n2c(|S|)Tn2

d−→
∫

ζ20 (α, t)dFαTxS (t)dα.

至此完成了定理 4.3 的证明.

定理 6.1 的证明 与文献 [18] 类似, 为了简化证明表达, 在证明中省略 “inf” 和 “min” 函数部

分. 定义 π(u)
def
= M−1

∑M
i=1 I(pi 6 u), 则 π(αγ) = M−1

∑M
i=1 I(pi 6 αγ), 且 {π(αγ) > γ} 表示

{pi; i = 1, . . . ,M} 中至少有 γ 的比例不超过 αγ, 即 {pi; i = 1, . . . ,M} 的 γ 分位数不超过 αγ, 也即

{Q(γ) 6 α}, 其中 Q(γ) = qγ({pi/γ; i = 1, . . . ,M}). 也就是 {Q(γ) 6 α} 与 {π(αγ) > γ} 等价. 于是有

Pr{Q(γ) 6 α} = Pr{π(αγ) > γ} 6 γ−1E{π(αγ)} = (γM)−1
M∑
i=1

P (pi 6 αγ),

其中第一个不等式成立是由于 Markov 不等式, 最后一个等式成立是由于 π(·) 函数的定义.

由于在原假设下, 当 A ⊂ Sai 时, pi 服从均匀分布, 因此 Pr(pi 6 αγ | A ⊂ Sai) = αγ. 又由于

Pr(A ⊂ Sai) → 1, 进而推导出 Pr(pi 6 αγ) → αγ. 注意到 M 为固定常数, (γM)−1
∑M

i=1 P (pi 6 αγ)

→ α. 将其代入上述不等式可得定理的第一个结论成立.
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接下来验证定理的第二个结论. 由于在原假设下, 当 A ⊂ Sai 时, pi ∼ U(0, 1), 于是有

E
{

sup
γ∈(γmin,1)

γ−1I(pi 6 αγ)
}
=

∫ αγmin

0

{
sup

γ∈(γmin,1)

γ−1I(x 6 αγ)
}
dx

+

∫ α

αγmin

{
sup

γ∈(γmin,1)

γ−1I(x 6 αγ)
}
dx.

注意到当 0 6 x 6 αγmin 时, supγ∈(γmin,1) γ
−1I(x 6 αγ) = supγ∈(γmin,1) γ

−1 = γ−1
min; 当 αγmin < x 6 α

时, supγ∈(γmin,1) γ
−1I(x 6 αγ) = supγ∈(γmin,1) γ

−1I(γ > x/α) = α/x, 进而得到

E
{

sup
γ∈(γmin,1)

γ−1I(pi 6 αγ)
}
=

∫ αγmin

0

γ−1
mindx+

∫ α

αγmin

αx−1dx = α(1− log γmin).

由 {Q(γ) 6 α} 与 {π(αγ) > γ} 的等价性和 Markov 不等式可得

Pr
{

inf
γ∈(γmin,1)

Q(γ) 6 α
}
= E

[
sup

γ∈(γmin,1)

I{π(αγ) > γ}
]
6 α(1− log γmin).

因此, 令 θ = α/(1− log γmin), 可得

Pr
[

inf
γ∈(γmin,1)

Q(γ)(1− log γmin) 6 θ
]
6 θ.

至此完成了定理 6.1 的证明.

A lack-of-fit test for parametric index model with
ultrahigh-dimensional covariates

Tingyou Zhou, Yaowu Zhang & Liping Zhu

Abstract In this paper, we propose a modified two-stage model checking for the parametric index model with
ultrahigh-dimensional covariates. Specifically, we randomly split the whole data set into two equal halves D1

and D2. In the first stage, we carry out a screening procedure to select some active variables and candidate
variables based on D1. Then in the second stage, we propose a lack-of-fit test based on the selected variables
using dataset D2. Our method can avoid potential type-I error inflation and power loss, which widely exist in
ultrahigh-dimensional cases. We put forward a novel test statistic with no tuning parameters in the second stage.
It can avoid the curse of dimensionality, and is n-consistent under the null hypothesis and root-n-consistent
under the alternative hypothesis. A consistent bootstrap procedure is suggested to decide the critical value.
Comprehensive simulations as well as an application to a real dataset are conducted to demonstrate the finite
sample performances of our proposal.
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