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摘要 本文介绍一类算子半群有界平均振动 (bounded mean oscillation, BMO) 空间及其在非交换 Lp

分析上的应用. 作者主要介绍 Ferguson 等 (2019)、Junge 和 Mei (2012) 的内插定理和 H∞- 泛函演算

定理, 并通过实例给出不同 BMO 空间的比较及转移定理的运用.
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1 引言

有界平均振动 (bounded mean oscillation, BMO) 空间是经典分析中的一个重要研究对象. 给定实

线上一个局部可积函数 f , 定义 f 的平均振幅 ∥f∥BMO 为

∥f∥BMO = sup
I⊂R

(EI |f − EIf |2)
1
2 ,

这里 I 取遍所有实线上的有界区间, EI 是平均算子 EIf = 1
|I|

∫
I
f 1). BMO 空间是所有具有有界平均

振幅的局部可积函数所组成的线性空间. 它比 L∞ 空间更大, 同时又拥有很好的 Lp 内插性质. 这使

得它在调和分析中, 特别是 Fourier 乘子 Lp 有界性的研究中, 有着非常重要的作用.

Fourier 乘子和 BMO 本质上是基于 Laplace 算子 ∆ 的谱乘子和函数空间. 自然地, 我们可以考

虑基于其他微分算子 L 的 BMO 以应用于更广义的 Fourier 乘子. Duong 和 Yan [1, 2] 考虑了如下范数

并在这个方向做出了开创性工作:

∥f∥BMO = sup
I⊂R

(EI |f − e|I|
mLf |2) 1

2 , (1.1)

1) 由 John-Nirenberg 不等式, 这里的指数 2 可以换成任意正实数 p, 得到的是一类等价量.
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这里 m 是一个关于 e−L 的热核下降速度的指数. 关于这方面的工作可参见文献 [3, 4].

在很早期的研究中, 大家就注意到可以通过热半群或 Poisson 半群 Pt = e−t
√
−∆ 来刻画经典的

BMO 空间 (参见文献 [5, 6]). 事实上, 通过积分表达式

Ptf =
t

π(x2 + t2)
∗ f

和初等计算可以得出

∥f∥BMO ≃ sup
t>0

∥Pt|f − Ptf |2∥
1
2

L∞
. (1.2)

如果将上面刻画中的 Pt 换成其他算子半群, 例如, Ornstein-Uhlenbeck 半群, 是否得到相同的空

间? 经典的定理, 例如, BMO 内插定理是否仍然成立? 能否如 Stein [7] 的抽象 Littlewood-Paley 理论

那样重建一套仅基于算子半群语言的 BMO-Hardy 空间理论? Junge 和 Mei [8] 考虑用抽象的 Markov

半群 St = e−tL 替换 (1.2) 中的 Poisson 半群定义 BMO 如下:

∥f∥BMO(L) = sup
t>0

∥St|f − Stf |2∥
1
2

L∞
, (1.3)

并证明了相应的 Lp 内插定理. 文献 [9] 进一步证明了, 在 Γ2 > 0 条件下 (见 (2.6)), Markov 算子半群

的生成算子 L 在对应的算子半群 BMO 空间上具有有界 H∞- 泛函演算. 这些研究基于泛函分析的观

点, 着眼于对非交换 Fourier 分析的应用 2).

非交换空间逼近性质和非交换几何理论驱动了非交换 Fourier 乘子有界性的研究. “区间” “锥体”

等经典几何概念在非交换空间中往往没有具体的对应, 但是在很多非交换空间上都可以找到与经典

Poisson 半群性质类似的抽象算子半群. 例如, (1.3) 定义的算子半群 BMO 范数往往是关于一族 ∗- 同
态的不变量. 这样, 转移方法可以方便地应用于这类 BMO 空间 (见例 4.1). 在近期的一系列非交换分

析的工作中, 算子半群 BMO 被很好地应用到对非交换 Fourier 乘子的研究中去. 本文对文献 [8, 9] 中

的工作做简要介绍,并通过具体例子比较不同的算子半群 BMO.对算子半群 BMO的其他工作及应用

的介绍, 可参见文献 [10].

2 算子半群 BMO

2.1 非交换 LpLpLp 空间

从泛函分析的视角, 函数空间 L∞(如 L∞(R)) 和 n× n 矩阵代数 Mn 都属于 von Neumann 代数,

也就是 Hilbert空间上的有界算子空间 B(H)的对于弱 ∗拓扑的闭对合子代数. Mn 和 L∞(R)都可被
赋予一个正的线性泛函 τ , 即矩阵代数的迹函数 tr 和 L∞(R) 上的积分函数

∫
R · dµ(x). 这两种情形下

τ 都满足如下的基本性质: 对 ∀ f, g, τ ∈ Mn 或 L∞(R), 满足
(i) 迹性: τ(fg) = τ(gf);

(ii) 忠实性: 对 f > 0, τ(f) = 0 当且仅当 f = 0;

(iii) 下半连续性: 对任意上升序列 fi > 0, τ(sup fi) = sup τ(fi);

(iv) 半有限性: 对任意 f > 0, 可以找到 0 < g 6 f 使得 τ(g) < ∞.

2) 这也是 (1.3) 比 Duong 和 Yan [1, 2] 的定义更加抽象的原因.
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基于这些观察, 我们把 von Neumann 代数上满足 (i)–(iv) 的保正线性泛函 τ 称作 von Neumann

代数的半有限迹. 给定一个 von Neuman 代数 M 及其上的一个半有限迹 τ . 对 f ∈ M, 定义 Lp 范

数为

∥f∥p = (τ |f |p)
1
p , 1 6 p < ∞,

这里 |f |p = (f∗f)p/2 通过自伴算子的泛函演算定义. 定义基于 (M, τ) 的非交换 Lp 空间为

{f ∈ M, ∥f∥p < ∞}

的闭包, 记为 Lp(M), 1 6 p < ∞. Schatten p- 类 Sp 和测度 (Ω, µ) 空间上的 Lp 空间是最基本的非交

换 Lp 空间的例子. 另一个例子是群 von Neumann 代数 (参见例 4.3 和 4.4) 及相应的 Lp- 空间. 任一

个半有限交换 von Neumann 代数M 和其上的 Lp(M) 都同构于某个 Lp(Ω, µ). 记 L∞(M) = M. 虽

然交换 von Neumann 代数都对应一个函数空间 L∞(Ω, µ), 但是对一般非交换的 von Nuemann 代数,

人们对可以与之相对应的 “(Ω, µ)” 及其上的几何结构仍然几乎一无所知. 关于非交换 Lp 空间的更多

性质, 可参见文献 [11].

2.2 Markov 算子半群

算子半群是泛函分析中的一个基本研究对象, 在近期算子代数的研究中有非常重要的作用 (参见

文献 [12–18]). 本文把半有限 von Neumann 代数 M 上的一个算子半群 S = (St)t>0 称作 Markov 算

子半群, 当它满足如下条件:

• 保单位元: St(1) = 1, 这里 1 ∈ M 是单位元;

• 保正: Stf > 0 对任意 n ∈ N 和 f > 0, f ∈ Mn ⊗M 成立;

• 对称性: τ((Stf)g) = τ(f(Stg)), f, g ∈ L1(M) ∩ L∞(M);

• 弱 ∗ 连续性: 当 t → 0 时, 对任意 f ∈ M, g ∈ L1(M), 有 τ(St(f)g) → τ(fg).

这些性质也使得 St 成为 M 上的保迹完全压缩映射. 所以, 对所有的 1 6 p 6 ∞, 它们延拓为

Lp(M) 上的完全压缩映射. Markov 算子半群有生成元

Lf = − d

dt
Stf |t=0

= lim
t→0+

f − Stf

t

作为定义在 Lp(M) 的稠密子集上的 (无界) 闭算子. 记 St = e−tL. 通过泛函演算, 可以定义分数次幂

Lα, 0 < α < 1. Lα 生成的 Markov 算子半群 e−tLα

叫作次 Markov 半群.

Markov 算子半群对应于 Markov 随机过程. 最经典的例子是热半群与 Brown 运动的联系:

e(t−s)∆(f)(Bx
s ) = Esf(B

x
t )

对任意连续函数 f 和 t > s成立. 对于一般的交换 von Neumann代数上的 Markov算子半群 St, 根据

Kolmogorov的鞅存在定理, 我们也可以构造一个对应的鞅使得类似于上式的关系成立, 并称对应的鞅

为 St 的 Markov 过程扩张.

我们可以把这个定义推广到非交换情形. 称 von Neumann 代数 M 上的一个 Markov 算子半群

S = (St)t>0 具有 Markov过程扩张,如果存在一个更大的 von Neumann代数 N、∗-同态 πt : M → N
和条件期望

Es : N 7→ Ns =
∨

06v6s

πv(M),
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使得对任意 t > s > 0, 有

Esπtf = πsSt−sf.

这意味着对任意 T > 0,

fs = πsST−sf, 0 6 s 6 T

是适应于滤链 Ns 的 (非交换) 鞅. 也就是说, 任意 f ∈ M 通过下图中两条路径被映射到 Ns 中的像

是重合的:

St−s

M −→ M

πt

y y πs

N −→ Ns.

Es

我们称一个 Markov 过程扩张是几乎一致连续的, 如果对所有 2 < p < ∞, 存在 Lp(M) 的弱稠密

子集 Bp, 使得对任意 ε > 0, 都有投影 Pε 满足 τN (1− Pε) < ε, 并且对任意 T > 0,

t 7→ πt(ST−tf)Pε

是从 [0, T ]到 N 的连续函数. 交换 von Neumann代数或有限 von Neumann代数上的 Markov算子半

群总有 Markov 过程扩张 3) (参见文献 [7]). 热半群、Ornstein-Uhlenbeck 半群和扩散 Markov 半群都

有一致连续的 Markov 过程扩张. 有限 von Neumann 代数上的次 Markov 半群有一致连续的 Markov

过程扩张 3) 4).

2.3 BMOBMOBMO

本节简述文献 [8, 19] 中定义的算子半群 BMO. 给定一个半有限的 von Neumann 代数M 及其上

的 Markov 算子半群 (St = e−tL)t>0, 对 f ∈ M∪ L2(M), 定义

∥f∥bmoc(L) = sup
t

∥St|f |2 − |Stf |2∥
1
2 , (2.1)

∥f∥BMOc(L) = sup
t

∥St|f − Stf |2∥
1
2 . (2.2)

这里及以下的行文中, f 是 Hilbert空间上的算子, |f |2 = f∗f , f∗ 表示 f 的共轭算子; ∥f∥表示 f 的算

子范数; ∥ · ∥BMOc(L) 和 ∥ · ∥bmoc(L) 只是半范数. 模掉核 kerL 后得到 BMOc(L) 和 bmoc(L) 范数. 这

里指标是沿用算子空间理论中关于列空间的标记. 通常情形下, ∥f∥BMOc(L) ̸= ∥f∗∥BMOc(L). 记

∥f∥BMO(L) = max{∥f∥BMOc(L), ∥f∗∥BMOc(L)}, (2.3)

∥f∥bmo(L) = max{∥f∥bmoc(L), ∥f∗∥bmoc(L)}. (2.4)

这里记号 BMO 和 bmo 分别对应于 Markov 过程扩张中关于鞅的大、小 BMO 空间. 当上述定义中的

算子半群是
√
L或其他分数次幂 Lα 生成的次半群 e−tLα

(0 < α < 1)时,我们使用记号 ∥ · ∥bmoc(
√
L)、

3) Junge M, Ricard E, Shilyakhtenko D. Noncommutative diffusion semigroups and free probability. Preprint

4) 有意思的是,对交换空间上的次 Markov算子半群,这种一致连续的 Markov扩张的存在性也是通过非交换鞅得到的.
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∥ · ∥BMOc(
√
L)、∥ · ∥bmo(

√
L)、∥ · ∥BMO(

√
L)、∥ · ∥bmoc(Lα) 和 ∥ · ∥BMOc(Lα). 如前言所述, 这样的算子半群

BMO 范数是模仿 Garsia 的 Poisson 积分 BMO (参见文献 [1, 5, 6, 20,21]).

我们希望定义 BMO(L) 使其成为一个对偶空间, 并且 L0
∞ = L∞(M)/kerL 在其中弱 ∗ 稠密以与

经典情形保持一致 5). 对 g ∈ L1(M), 定义

∥g∥H1(L) = sup{|⟨f, g⟩| : f ∈ L∞, ∥f∥BMO(L) 6 1}. (2.5)

定义 H1(L) = {g ∈ L1(M); ∥g∥H1 < ∞}. 对 fλ ∈ L∞
0 (M), 称 fλ 弱 ∗ 收敛, 如果对任意 g ∈ H1(L),

⟨fλ, g⟩ 收敛. 定义 BMO(L) 为 L0
∞(M) 关于此弱 ∗ 拓扑的完备, 也就是所有弱 ∗ 收敛的 fλ ∈ L0

∞(M)

所生成的线性空间. 对这样的 fλ, 定义∥∥∥ lim
λ

fλ

∥∥∥
BMO(L)

= sup
∥g∥H1(L)61

lim
λ
⟨fλ, g⟩.

容易验证对 limλ fλ ∈ L∞, 上式与 (2.3) 兼容. 我们类似定义 h1(L) 和 bmo(L) 空间.

定理 2.1 [8] 设 S = (St)t>0 是半有限 von Neumann 代数M 上的 Markov 算子半群, 并假设 St

具有 Markov 过程扩张 (参见第 2.2 小节). 如下的内插定理成立:

(i) 对 1 < p < ∞, 有

[BMO(L), L1(M)] 1
p
= Lp(M);

(ii) 进一步假设 St 所产生的 Markov 过程扩张几乎一致连续, 对 1 < p < ∞, 有

[bmo(L), L1(M)] 1
p
= Lp(M).

注 2.1 Caspers将定理 2.1推广到了更一般的 von Neumann代数上 (参见文献 [22, 定理 3.15]).

给定算子半群 (St = e−tL)t>0 及其生成元 L, 定义如下梯度形式:

Γ(f, g) =
L(f∗)g + f∗L(g)−L(f∗g)

2
,

Γ2(f, g) =
Γ(L(f), g) + Γ(f, L(g))− L(Γ(f, g))

2
.

Γ 和 Γ2 是 ∇f∗ · ∇g 和 ∇2f∗ · ∇2g 的推广. 当 L 是 Riemann 流形上的 Laplace-Beltrami 算子时, 有

Γ(f, g) = ∇f∗ · ∇g. Γ并非对所有 f, g ∈ M的都有定义,但一般总存在弱 ∗稠密的 ∗-代数 A ⊂ M使

得 L 和 Γ 都在 A 上有定义. 由 Kadison-Schwarz 不等式可得

|Stf |2 6 St|f |2.

所以,对任意 0 < t < T , F (t) = St|ST−tf |2是关于 t的增函数. 进而有 StΓ(ST−tf, ST−tf) = ∂tF (t) > 0

自动成立.

称 L 满足 Γ2 > 0 条件, 如果 ∂2
t F (t) > 0, ∀ t, T, f ∈ L2. 这等价于, 对任意 f ∈ A, 有

Γ2(f, f) > 0.

Bakry [23] 证明了

Γ2 > 0 ⇔ Γ(Stf, Stf) 6 StΓ(f, f) ⇔ 2St|Stf |2 6 S2t|f |2 + |S2tf |2, ∀ t > 0. (2.6)

5) 文献 [8, 19] 通过应用对应 Hilbert C* 模的强算子拓扑达到这个目的. 本文的处理是希望避免 Hilbert C* 模.
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热半群、Ornstein-Uhlenbeck和 Jacobi半群都满足 Γ2 > 0条件 [24]. 群 von Neumann代数上的 Fourier

乘子型 Markov 半群也满足 Γ2 > 0 条件 (参见第 4 节例 4.3).

对满足 Γ2 > 0 条件的 Markov 算子半群 S = (St)t>0, 文献 [8, 9] 证明了如下的等价性:

∥f∥BMO(L) ≃ ∥f∥bmo(L) + sup
0<t<∞

∥Stf − S2tf∥∞, (2.7)

∥f∥BMO(Lα) ≃ ∥f∥bmo(Lα) ≃ ∥f∥BMO(
√
L), ∀ 0 < α < 1. (2.8)

注 2.2 文献 [19,25]研究了在算子半群理论框架下的 H1-BMO对偶定理. 与 Duong和 Yan [1, 2]

工作的不同之处在于, 二文中的基本假设条件只基于所研究的算子半群本身.

3 泛函演算

本节概括文献 [9] 中关于算子半群 BMO 的 H∞- 泛函演算的结果. 关于经典 H∞- 泛函演算的历

史及其在非交换空间上的推广可参见文献 [12, 26,27].

泛函演算研究以算子为参变量的函数. 所谓的 H∞- 泛函演算是更经典的 Riesz-Dunford 解析泛

函演算的推广. 给定 0 < θ < π, 记 Sθ 为如下复平面上的一个扇面:

Sθ = {z ∈ C, | arg z| < θ}.

对一个 (无界) 算子 L 及在扇面 Sθ 上的有界解析函数 Φ, McIntosh [26, 28,29] 用 Cauchy 积分逼近来定

义 Φ(L). Banach 空间 X 上的 (无界) 算子 L 具有有界 H∞- 泛函演算性质, 如果存在一个 Sθ 使得对

任意 Sθ 上的有界解析函数 Φ, Φ(L) 延拓为 X 上的有界算子并且 ∥Φ(L)∥ 6 c∥Φ∥∞. 在 McIntosh 及

其合作者的开创性工作 [27, 28, 30, 31] 影响下, H∞- 泛函演算理论在过去 30 年里发展迅速, 并广泛应

用于调和分析、Banach 空间理论和偏微分方程理论.

H∞- 泛函演算研究的一个主要目的是确定哪些算子具有有界 H∞- 泛函演算性质. Cowling [32]、

Duong [33]、Hieber 和 Prüss [34] 证明了对 1 < p < ∞, η > π
2 , 经典 Lp 空间上的保正压缩映射算子半群

的生成元都具有有界 H∞(Sη)-泛函演算性质 6). 这样的结果显然不可能对 L∞ 成立, 但是对 BMO是

可能的.

定理 3.1 [9] 假设 M 是一个半有限 von Neumann 代数, (St)t>0 是其上的满足 Γ2 > 0 条件的

Markov 算子半群. L 是 St 的生成元. 对任意 η > π
2 , L 在 BMO(

√
L) 空间上具有有界 H∞(Sη)- 泛函

演算, 并且

∥Φ(L)∥BMO(
√
L)7→BMO(

√
L) 6 Cη∥Φ∥H∞(Sη). (3.1)

注 3.1 文献 [8, 35] 证明了在定理 3.1 假设条件下, (3.1) 对 Φ(
√
L) 成立.

对最典型的扇面解析函数 Φ(z) = zis, s > 0, 文献 [9] 给出了如下关于参数 s 的渐近估计:

∥Lisf∥BMO(
√
L) 6 c(1 + |s|) 9

2 exp

(
π|s|
2

)
∥f∥BMO(

√
L), (3.2)

∥Lisf∥BMO(
√
L) 6 c(1 + |s|) 3

2 exp

(
π|s|
2

)
∥f∥L∞(M). (3.3)

由于 ∥Lis∥L2(M)→L2(M) = 1, 定理 2.1 及 Lp- 对偶定理给出如下推论:

6) 当所考虑的算子半群具有对称性时, 内插方法可以帮助把 η 减小到只需大于 ωp = |π
2
− π

p
|.
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推论 3.1 假设 St = e−tL 是半有限 von Neumann 代数M 上的一个 Markov 算子半群. 假设它

满足 Γ2 > 0 条件, 并具有 Markov 过程扩张, 则对任意 η > ωp = |π2 − π
p |, 1 < p < ∞, L 在 Lp(M) 上

有有界 H∞(Sη)- 泛函演算性质. 并且, 对任意 1 < p < ∞, 有

∥Lis∥Lp(M)→Lp(M) 6 c(1 + |s|)|
3
2−

3
p | exp

(∣∣∣∣πs2 − πs

p

∣∣∣∣). (3.4)

注 3.2 Junge 等 [12] 已经得到关于 Lp(M)- 泛函演算的结果, 而且不需要假设 Γ2 > 0 条件. 上

面推论的新意在于通过内插给出对 Lis 范数更好的渐近估计.

注 3.3 文献 [8]给出了类似推论 3.1的估计,但是其证明混淆了 L和
√
L,所以其渐近估计实际

上只对 (
√
L)is 成立.

4 实例

本节通过具体的例子对算子半群 BMO(L)、bmo(L) 和由球体定义的经典 BMO 进行比较, 并解

释转移方法在算子半群 BMO 上的运用.

4.1 交换 von Neumann 代数上的算子半群 BMO

例 4.1 记 −L为具有非负 Ricci曲率的完备 Riemann流形上的 Laplace-Beltrami算子. 它所生

成的热半群 St = e−tL 是一个满足 Γ2 > 0 条件的 Markov 算子半群. 所以本文中的所有结果都对其

成立.

当 L = −∆ 是 Euclid 空间 Rn 上的 Laplace 算子时, 本文中的 BMO(L)、bmo(L) 和 BMO(
√
L)

都等同于经典的 BMO 空间, 即由 f ∈ L1(Rn, 1
1+|x|2 dx) 并具有如下定义的有界 BMO 范数所组成的

Banach 空间:

∥f∥BMO(Rn) = sup
B⊂Rn

(EB |f − EBf |2)
1
2 < ∞,

这里上界是对所有 Rn 中的球体, EB = 1
|B|

∫
B
fdx. 实际上, 通过如下热半群 St 的积分表示:

Stf(x) =
1

√
4πt

n

∫
exp

(
− |x− y|2

4t

)
f(y)dy

=
1

(4πt)
n
2

∫
Rn

(∫ ∞

|x−y|2
4t

e−udu

)
f(y)dy

=
1

(4πt)
n
2

∫
R+

(∫
B√

4ut(x)

f(y)dy

)
e−udu

=
1

Γ(n2 + 1)

∫
R+

e−uu
n
2 EB(x,

√
4ut)fdu,

我们得出, 对任意球体 Bx,k = B(x, k
√
t) ∈ N, 有

c−1EBx,1 |f | 6 Tt|f |(x) 6 c
∑
k

e−kEBx,k
|f |.

再通过 | · |2 的凸性和 |EBf −EkBf | . log k∥f∥BMO(Rn), 即得出 BMO(Rn) 与 BMO(L)、bmo(L) 的等

价性. 通过 Poisson半群的积分表示,我们可以同样得出 BMO(Rn)与 bmo(
√
L)的等价性. 由 (2.8)得

到对所有的 0 < α 6 1, BMO(∆α) 均等同于经典的 BMO(Rn).

1861



梅韬: 算子半群 BMO 空间及其在非交换分析中的应用

例 4.2 记 −L = ∆
2 − x · ∂x 为 (Rn, e−|x|2dx) 上的 Ornstein-Uhlenbeck 算子 7). 记 Otf = e−tL.

Ot 是关于 Gauss 测度 dµ = e−|x|2dx 对称的 Markov 算子半群且满足 Γ2 > 0 条件. 所以, 本文所有结

果都对其成立.

Mauceri 和 Meda [36] 对 Gauss 测度引入了如下的 Mauceri-Meda (MM) BMO 空间:

∥f∥BMO(MM) = sup
rB6min{1, 1

|cB |}
(Eµ

B |f − Eµ
Bf |

2)
1
2 , (4.1)

这里 rB 和 cB 是球体 B 的半径和中心, Eµ
B = 1

µ(B)

∫
·dµ 是关于 Gauss 测度 dµ 的平均算子 8). 通过

积分表示

Ot(f) =
1

(π − πe−2t)
n
2

∫
Rn

exp

(
− |e−tx− y|2

1− e−2t

)
f(y)dy, (4.2)

我们容易看出, 对 t 6 4 和
√
t|x| 6 1, 有

Ot|f |(x) >
1

(π − πe−2t)
n
2

∫
B(x,

√
t)

exp

(
− 2|x− y|2

1− e−2t

)
f(y)dy

> cnEB(x,
√
t)|f |(x). (4.3)

对 Ot, 12
= e−tL

1
2 , t 6 1, tx 6 1, 有类似的控制. 这是因为

Ot, 12
|f |(x) =

∫ ∞

0

Os|f |(x)
t

2
√
π
e−

t2

4s s−
3
2 ds > c√

t

∫ 4t2

t2
Os|f |(x)ds.

注意对任意 t < s < 2t, 有

EB(x,
√
t)|f | 6 cnEB(x,

√
s)|f |. (4.4)

从 (4.3) 和 (4.4) 可以得出

Ot, 12
|f |(x) > cnEB(x,t)|f |(x). (4.5)

记 Ot,α = e−tLα

. 应用 (4.3) 和 (4.5), 从 | · |2 的凸性进一步得到, 对 α = 1
2 , 1, 有

4Ot,α|f −Ot,αf |2(x) > cnE
B(x,t

1
2α )

|f − E
B(x,t

1
2α )

f(x)|2(x), (4.6)

所以,

∥ · ∥BMO(MM) . ∥ · ∥BMO(L), ∥ · ∥BMO(MM) . ∥ · ∥BMO(
√
L).

由 (2.8) 得到, 对所有 0 < α 6 1, 有 9)

∥ · ∥BMO(MM) . ∥ · ∥BMO(Lα).

由定理 3.1 推出下面的推论:

7) 若用 e−
|x|2
2 dx, 则对应的 Ornstein-Uhlenbeck 算子为 −L = ∆− x · ∂x.

8) 注意对满足 rB 6 min{1, 1
|cB |} 的球体 B, 有 Eµ

B |f | ≃ Edx
B |f |. 所以即使在定义 (4.1) 中将 Eµ

B 换成关于 Lebesgue 测

度 dx 的平均算子 Edx
B , 仍然会得出等价的 BMO 范数.

9) 反向的不等式不成立. 对 ∥ · ∥bmo(Lα) 也有类似的估计.
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推论 4.1 对任意 η > π
2 , Ornstein-Uhlenbeck算子 L = −∂2

x

2 + x · ∂x 具有从 L∞(Rn)到 Mauceri-

Meda BMO 空间 BMO(MM) 的有界 H∞(Sη)- 泛函演算.

命题 4.1 对 Ornstein-Uhlenbeck 算子半群, bmo(L) ̸= BMO(L).

固定 s > 100, 令 f(y) = 1√
4πs

exp(− |y|2
4s ), 则有

(Ot|f |2 − |Otf |2)(x) =
1

4π
√
(s+ 2v)s

exp

(
− |e−tx|2

2s+ 4v

)
− 1

4π(s+ v)
exp

(
− |e−tx|2

2s+ 2v

)
=

(
1

4π
√
(s+ 2v)s

− 1

4π(s+ v)

)
exp

(
− |e−tx|2

2s+ 4v

)
+

1

4π(s+ v)

(
exp

(
− |e−tx|2

2s+ 4v

)
− exp

(
− |e−tx|2

2s+ 2v

))
. 1

s3
+

1

s2
. 1

s2
.

所以, ∥f∥bmo(L) . 1
s . 另一方面, 对 v = 1−e−2t

4 , v′ = 1−e−4t

4 , 有

(Otf −O2tf)(x) =
1√

4π(s+ v)
e−

|e−tx|2
4s+4v − 1√

4π(s+ v′)
e−

|e−2tx|2
4s+4v′ .

对 x2 = e2t(4s+ 4v), t = 10, 有

|(Otf −O2tf)(x)| >
∣∣∣∣ 1√

4π(s+ v)
e−1 − 1√

4π(s+ v′)
e−

1
100

∣∣∣∣
> 1

2
√
4π(s+ v′)

> 1

10
√
s
.

所以,

∥f∥BMO(L) > sup
t>0

∥Otf −O2tf∥L∞ >
√
s

5
∥f∥bmo(L).

令 s → ∞, 从而得到对 Ornstein-Uhlenbeck 算子半群, BMO(L) 空间严格小于 bmo(L) 空间. 所以, 当

α = 1 时, (2.8) 一般不成立.

4.2 非交换 von Neumann 代数上的算子半群 BMO

例 4.3 记 (G,µ) 为单一模的局部紧群及其上的 Haar 测度. 记 λg (g ∈ G) 为 L2(G) 上的平移

算子

λg(f)(h) = f(g−1h).

所谓的群 von Neumann 代数 L∞(Ĝ) 定义为{
f =

∫
G

f̂(g)λgdµ(g); f̂ ∈ Cc(G)

}
在 B(L2(G)) 中的弱 ∗ 闭包. 在 L∞(Ĝ) 上可以自然地定义迹 τ ,

τf = f̂(e).

1863



梅韬: 算子半群 BMO 空间及其在非交换分析中的应用

当 G 是交换群时, L∞(Ĝ) 是 G 的 Pontryagin 对偶群 Ĝ 上的 L∞ 空间. 特别地, 当 G 是整数群 Z 时,

λk = e2πik· (k ∈ Z) 并且 Lp(Ẑ) = Lp(T), 其中 Lp(T) 是单位圆环上的 Lp 空间.

对 G 上的复值函数 φ, 我们称 φ 是条件负定的 (当 φ(g−1) = φ(g)∗ 时), 如果对任意
∑

g ag = 0

的系数 ag ∈ C, φ 满足 ∑
g,h

agahφ(g
−1h) 6 0. (4.7)

由 Schöenberg 定理

St : λg = e−tφ(g)λg

延拓为 von Neumann 代数 L∞(Ĝ) 上的 Markov 算子半群当且仅当 φ 是取实值的条件负定函数且满

足 φ(e) = 0. 该半群的生成元是由

L : λg 7→ φ(g)λg

线性延拓成的稠定 (无界) 算子.

记

Kφ(g, h) =
1

2
(φ(g) + φ(h)− φ(g−1h))

为关于 φ 的 Gromov 型. 我们可以直接从 (4.7) 验证得出 Kφ 是 G×G 上的正定核. 所以, K2
φ 也是正

定的. 这等价于算子半群 St 满足 Γ2 > 0 条件. 实际上, 容易计算得出

Γ

(∑
g

agλg,
∑
g

agλg

)
=

∑
g,h

āgahKφ(g, h)λg−1h, (4.8)

Γ2

(∑
g

agλg,
∑
g

agλg

)
=

∑
g,h

āgahK
2
φ(g, h)λg−1h, (4.9)

所以这类群 von Neumann 代数上的 Markov 算子半群自动满足 Γ2 > 0 条件. 同时, 这类半群都具有

Markov 过程扩张 (参见文献 [37]). 我们把以上内容概括为如下命题:

命题 4.2 记 (G,µ)为单一模的局部紧群及其上的 Haar测度.设 φ为 G上的实值负定函数满足

φ(e) = 0. 令 St(λg) = e−tφ(g)λg, t > 0, 则 St 线性延拓为 L∞(Ĝ) 上具有 Markov 过程扩张的 Markov

算子半群且满足 Γ2 > 0 条件.

例 4.4 记 G = F2 为两个自由元生成的非交换群. 记 |g| 为 g ∈ G 的约化字长度, 则 φ : g 7→ |g|
是实值负定函数 (参见文献 [38]). 由命题 4.2 知,

L : λg 7→ |g|λg

生成自由群 von Neumann 代数上的 Markov 算子半群. 称 St = e−tL 为自由群上的 Poisson 算子半群

(参见文献 [12]). 其 Markov 过程扩张可以通过对经典 Markov 过程作自由乘法得到 (参见文献 [12]).

所以相关的 BMO 空间满足内插定理 2.1,

[BMO(L), L1(F̂2)] 1
p
= Lp(F̂2), 1 < p < ∞. (4.10)

稀疏 Fourier 乘子 根据命题 4.2知, L满足 Γ2 > 0条件.所以, L在 BMO(
√
L)上具有有界 H∞-

泛函演算并满足定理 3.1. 根据 Carleson插值定理,对任意稀疏序列 {ak} ⊂ N (即满足 lim infk
ak+1

ak
> 1

的序列), 0 < θ < π, 以及符号列 εk = ±1, 存在在扇区 Sθ = {z ∈ C, | arg z| < θ} 上解析有界的函数
Φθ,ε 使得 Φθ,ε(ak) = εk. 由定理 3.1 推出下面的推论:
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推论 4.2 给定任意稀疏序列 ak ∈ N, 设 gk,j ∈ F2 (k, j ∈ N) 满足 |gk,j | = ak. 令

xk =
∑
j

ck,jgk,j ∈ L2(F̂2),

则 xk 是 BMO(
√
L) 上的无条件序列. 这就是说对任意符号列 εk, 有∥∥∥∥∑

k

xk

∥∥∥∥
BMO(

√
L)

≃
∥∥∥∥∑

k

εkxk

∥∥∥∥
BMO(

√
L)

.

注 4.1 以上推论是文献 [12] 中关于 Lp(F̂2) 的理论的端点情况.

转移方法 在自由群上还可以定义其他条件负定函数, 从而得到其他的 Markov 算子半群. 例如,

固定两个生成元 a, b ∈ F2, 对 g = ak1bk2ak3 · · · ·kn , 或 g = bk1ak2bk3 · · · ·kn , 记

|g|z = |k1 + k2 + · · ·+ kn|.

容易验证 ϕ(g) = |g|z 是条件负定的. 所以,

Lz : λg 7→ |g|zλg

生成自由群 von Neumann 代数上的 Markov 算子半群 e−tLz . 可以相应地定义空间 BMO(Lz). 我

们希望通过它说明转移定理的想法可以方便地应用于算子半群 BMO. 给定 z ∈ T, 考虑自由群 von

Neumann 代数 L∞(F̂2) 上满足

πz(λak1λbk2 ) = zk1+k2λak1λbk2

的 ∗- 同态 πz. 容易看出

πz(λ·k1 ···akibki+1 ····kn ) = zk1+k2+···+knλ·k1 ···akibki+1 ····kn .

由于 πz 也是保迹的, 对所有 1 6 p 6 ∞, 它延拓为 Lp(F̂2) 上的等距映射. 现在, 我们把 z 看成单位圆

环 T 上的参变量, 则对于任意 x ∈ Lp(F̂2), f(z) = πz(x) 可以被看成从 T 到 Lp(F̂2) 上的算子值函数.

对于 T 上的概率测度 dν = 1
2πdθ, 有

∥f∥Lp(T,Lp(F2)) =

(∫
T
∥πz(x)∥pLp(F̂2)

dν

) 1
p

= ∥x∥Lp(F̂2)
, ∀ 1 6 p 6 ∞.

给定有界函数 m : Z+ 7→ C, 定义 Lp(T) 和 Lp(F̂2) 上的 Fourier 乘子 Tm 和 T̃m 如下:

Tm : zk 7→ m(|k|)zk, T̃m : λg 7→ m(|g|z)λg.

我们发现 πz(T̃mx) = (Tm ⊗ id)πz(x). 所以,

∥T̃m∥Lp(F̂2)→Lp(F̂2)
6 ∥Tm ⊗ id∥Lp(T,Lp(F̂2))→Lp(T,Lp(F̂2))

. (4.11)

这是大家熟知的对 Lp 空间的转移定理. 这样的转移定理对算子半群 BMO 也成立. 实际上, 令 m(k)

= e−t|k|, 则 Tm 成为圆环上经典的 Poisson 半群 e−t
√
∆, 而 T̃m 成为自由群上的 e−tLz , 并且有 10)

πz(e
−tLzx) = e−t

√
∆πz(x),

10) 这里, 为记号方便, 我们视 e−t
√

∆ 为 e−t
√

∆ ⊗ id.
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以及

e−t
√
∆|πz(x)− e−t

√
∆πz(x)|2 = πz(e

−tLz |x− e−tLzx|2).

所以自由群 von Neuman 代数上的 BMO(Lz) 空间等价于如 (1.2) 那样的由经典 Poisson 半群定义的

算子值 BMO 空间的一个子空间. 由例 4.1 知, 这等价于文献 [39] 中更经典的算子值 BMO 空间的一

个子空间. 所以,

∥T̃m∥BMO(Lz)→BMO(Lz) 6 ∥Tm ⊗ id∥BMO(
√
∆)→BMO(

√
∆) . ∥Tm ⊗ id∥BMO(T)→BMO(T). (4.12)

诸多经典 BMO空间的定理,如H1-BMO对偶定理,也可以转移到 BMO(Lz)上. 由于 {g ∈ F2; |g|z = 0}
非常大, 因此 BMO(Lz) 并不是一个非常有用的空间. 但是, 在量子环面上 [40–43]、具有有限维 cocycle

的群 von Neumann 代数上 [44, 45] 和对双算子积分算子半群 [46], 通过如上所述的转移方法, 可以得到

关于有意思的非交换算子半群 BMO 空间及其上 Fourier 乘子的性质和定理.

注 4.2 Markov 算子半群中的算子一般都不是局部算子, 这限制了本文定义的这类抽象算子半

群 BMO对奇异积分算子的应用. 文献 [47]通过对非交换算子半群 BMO空间局部化得到了关于一类

非交换奇异积分算子有界性的外插定理.

致谢 作者感谢审稿人的仔细阅读及非常有益的修改意见.
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