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摘要 本文介绍两种求解非线性特征值问题的多重网格算法. 这种类型的多重网格算法是多重校正方

法和求解边值问题的多重网格算法相结合而得到的. 在这种多重网格算法中, 求解特征值问题被转化

成在一序列有限元空间上的边值问题的求解和在最低维空间下的非线性特征值的求解. 由于采用了具

有最优复杂度的多重网格算法来求解其中的边值问题,非线性特征值问题的多重网格算法可以大大提

高求解的整体效率.这里求解边值问题的多重网格算法也可以被其他高效的求解算法代替而设计出新

的求解非线性特征值问题的高效算法.
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1 引言

求解大规模线性和非线性特征值问题已经成了现代科学研究与实际工程领域的基本问题之一.本

文主要讨论的是非线性特征值问题 (参见文献 [1–8]). 虽然目前已经有了大量求解边值问题的高效算

法, 但是求解大规模的特征值问题依然不是一件容易的事情. 多重网格方法和其他一些高效的预条件

子提供了求解边值问题的最优算法. 这些算法所得解的误差阶可以达到有限元离散的最优误差阶, 但

是计算量可以达到自由度的线性量级. 关于多重网格算法和多水平方法的文章有文献 [9–16] 以及在

这些文献中所引用的其他文献.

校正算法经常用来求解复杂问题,如非对称正定问题、非线性问题和特征值问题等. 关于校正算法

可以参见文献 [17–20]. 文献 [18] 给出了求解二阶椭圆特征值问题的协调有限元两空间方法. 文献 [20]

给出了求解二阶椭圆特征值问题的协调有限元两网格方法. 发展至今, 出现了较多的校正算法, 如求

解非对称正定、非线性方程和特征值问题等的两空间和两网格方法 (参见文献 [21–28] 及在这些文献

中所引用的其他文献等).
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这些两空间和两网格方法基本上可概括为两步.

算法 1.1 两空间或两网格算法.

第 1 步 在低维空间中求解一个复杂的问题;

第 2 步 增大求解空间, 然后利用第 1 步得到的解来构造一个简单的问题, 求解这个简单的问题

就得到了一个比第 1 步具有更高精度的解.

上面的算法由于没有在高维空间中求解初始的原问题, 代之于求解相对简单的问题, 这样就减少

了总体的计算量. 那么, 在执行第 2 步之后所得到的解是否可以继续进行校正呢? 通过对特征值问题

的具体分析可以发现, 由于没有在高维空间求解特征值问题, 所得到的校正解往往不具有直接求解的

性质, 这样导致不能进行持续地校正.

最近,我们提出了一种求解特征值问题的多重校正方法 (参见文献 [29–33]). 所谓的多重校正算法

就是把需要在最细网格上的特征值求解转换成在一个网格序列上边值问题的求解和在最粗网格上特

征值问题的求解. 通过这样的方式可以把特征值求解的主体转化成边值问题的计算. 我们知道边值问

题已经发展出很好的求解算法了, 所以, 通过多重校正的方式可以提高特征值求解的总体效率. 当然,

多重校正的思想是把特征值的求解转化成边值问题的求解, 所以, 很多其他求解边值问题的高效算法

都可以用来设计出求解特征值问题的高效算法,如 BPX (Bramble-Pasciad-Xu)多水平预条件子、代数

多重网格和区域分解方法等. 另外、在最粗网格上特征值问题求解算法的选择也是自由的. 本文的目

的是, 利用多重校正算法的思想给出求解非线性特征值问题的多重网格算法, 也是把非线性特征值问

题的求解转化成一系列边值问题的求解和低维空间上的非线性特征值问题的求解. 同样利用多重网格

方法来求解这些边值问题以达到提高非线性特征值问题求解的整体效率. 当然, 这里也将给出所设计

的非线性特征值问题多重网格算法误差和计算量的估计, 通过分析可以发现, 这里提出的算法为了得

到最优的误差阶只需要几乎线性的复杂度. 简单来说, 本文的多重网格算法可以描述如下.

算法 1.2 多重校正算法.

第 1 步 在一个初始的空间下求解一个小规模的非线性特征值问题;

第 2 步 在加密的网格上用多重网格方法求解一个线性边值问题;

第 3 步 在一个最粗的空间下求解一个非线性特征值问题, 然后回到第 2 步进行下一次迭代.

由于主要是用多重网格算法去求解边值问题, 所以, 多重网格的高效性就可以导致非线性特征值

问题求解的高效性.

本文的结构如下: 第 2节介绍非线性特征值问题的有限元离散方法; 第 3和 4节分别介绍基于不

动点迭代和 Newton迭代的单步校正算法;第 5节介绍一种基于第 3和 4节定义的单步校正算法的多

重网格方法; 第 6 节将用来分析多重校正算法的计算量; 最后给出一些总结和相关的展望.

2 非线性特征值问题的有限元离散

本节介绍本文所用到的一些符号和非线性特征值问题的有限元离散方法,当然也会给出本文将要

用到的一些误差估计假设.

本文中, 符号 C (带下标或者不带下标) 表示一个正常数, 在不同的地方可能取不同的值. 为了行

文简便, 这里将会用到符号 ., & 和 ≈. 具体而言, x1 . y1, x2 & y2 和 x3 ≈ y3 分别表示 x1 6 C1y1,

x2 > c2y2 和 c3x3 6 y3 6 C3x3, 其中 C1, c2, c3 和 C3 表示的是与网格尺寸无关的常数. 本文采用

标准的 Sobolev 空间 W s,p(Ω) 和相应的范数、半范数等 [13,34]. 当 p = 2 时, 设定 Hs(Ω) = W s,2(Ω)
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和 H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v |∂Ω= 0}, 其中 v |∂Ω 是按照迹的意义来理解. 为了简便起见, 设定 ∥ · ∥s

= ∥ · ∥s,2,Ω, 用 (·, ·) 表示标准的 L2(Ω) 内积.

具体而言, 本文考虑如下的非线性特征值问题, 求 (λ, u) 使其满足如下方程:
−∆u+ f(u) = λu, 在 Ω 内,

u = 0, 在 ∂Ω 上,∫
Ω
u2dΩ = 1,

(2.1)

其中 Ω ⊂ Rd 表示一个多边形或多面体的计算区域, f(u) 是一个关于特征函数 u 的非线性函数. 这里

假定求解的非线性特征值问题 (2.1) 只有实数特征值.

为简便起见, 之后设定 V = H1
0 (Ω). 为了利用有限元方法求解非线性特征值问题 (2.1), 定义其相

应的特征值问题变分形式, 求 (λ, u) ∈ R× V 使其满足 b(u, u) = 1 和如下方程:

a(u, v) = λb(u, v), ∀ v ∈ V, (2.2)

其中泛函 a(·, ·) 和 b(·, ·) 定义如下:

a(u, v) :=

∫
Ω

(∇u∇v + f(u)v)dΩ, b(u, v) :=

∫
Ω

uvdΩ.

现在来介绍特征值问题 (2.2) 的有限元方法. 首先在计算区域 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) 上产生一个正

则剖分, 即把二维区域分解成三角形或四边形 (三维区域分解成四面体或六面体). 用 hK 表示单元

K ∈ Th 的尺寸, h 表示网格 Th 中所有单元的最大尺寸. 基于所定义的网格 Th, 构造相应的线性有限
元空间 Vh ⊂ V . 为了进行多重网格迭代, 本文设定一个尺寸为 H 的粗网格, 并在其上建立相应的线

性有限元空间 VH , 这个空间是后面所用到的所有空间的一个子集.

基于所构造的有限元空间 Vh, 定义非线性特征值问题的有限元离散, 求 (λ̄h, ūh) ∈ R× Vh 使其满

足 b(ūh, ūh) = 1 和如下方程:

a(ūh, vh) = λ̄hb(ūh, vh), ∀ vh ∈ Vh. (2.3)

为了给出有限元离散误差的估计, 定义 δh(u) 如下:

δh(u) = inf
vh∈Vh

∥u− vh∥1. (2.4)

为了一般化, 本文设计的多重网格算法只基于下面的假设. 首先给出如下关于特征对逼近 (λ̄h, ūh) 的

误差估计的一些假设 (参见文献 [35,36]).

假设 A1 离散特征值问题 (2.3) 的解 (λ̄h, ūh) 有如下的误差估计:

∥u− ūh∥1 . δh(u), (2.5)

|λ− λ̄h|+ ∥u− ūh∥0 . ηa(Vh)∥u− ūh∥1, (2.6)

其中 ηa(Vh) 是依赖于有限元空间 Vh 的一个量且有如下性质:

lim
h→0

ηa(Vh) = 0, ηa(Ṽh) 6 ηa(Vh), 若 Vh ⊂ Ṽh ⊂ V. (2.7)
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假设 A2 设 V h 是有限元空间 Vh 的一个子空间. 令 (λh, uh) 满足 b(uh, uh) = 1 且是如下离散

非线性特征值问题的解,

a(uh, vh) = λhb(uh, vh), ∀ vh ∈ V h, (2.8)

则如下的误差估计成立,

∥ūh − uh∥1 . δh(ūh), (2.9)

|λ̄h − λh|+ ∥ūh − uh∥0 . ηa(V
h)∥ūh − uh∥1, (2.10)

其中

δh(ūh) := inf
vh∈V h

∥ūh − vh∥1. (2.11)

为了设计和分析基于不动点迭代和 Newton 迭代的多重网格算法, 分别需要如下关于非线性函数

f(·) : V → R 的假设.

假设 B 函数 f(·) 有如下估计:

|(f(w)− f(v), ψ)| . ∥w − v∥0∥ψ∥1, ∀w ∈ V, v ∈ V, ψ ∈ V. (2.12)

假设 C 函数 f(·) 有如下估计:

|(f(w)− f(v)− fv(v)(w − v), ψ)| . ∥w − v∥0∥ψ∥1, ∀w ∈ V, v ∈ V, ψ ∈ V. (2.13)

关于具体问题中非线性函数 f(·) 更多性质的讨论, 请参见文献 [8, 35, 37–39] 和其相关的参考

文献.

3 由不动点迭代定义的单步校正算法

本节将介绍一种基于不动点迭代的单步校正方法. 这种校正算法可以用来提高给定特征对的逼近

精度.整个校正步包含在一个更细有限元空间上边值问题的求解和在最粗空间上非线性特征值问题的

求解.

假设已经获得特征对逼近 (λhk
, uhk

) ∈ R× Vhk
. 现在来介绍可以提高特征对 (λhk

, uhk
) 精度的校

正算法. 令 Vhk+1
⊂ V 为一个更细的有限元空间, 使得包含关系 Vhk

⊂ Vhk+1
成立. 基于这个更细的有

限元空间, 我们定义如下的校正步.

算法 3.1 基于不动点迭代的单步校正算法.

第 1 步 定义如下边值问题, 求 ûhk+1
∈ Vhk+1

使其满足如下方程:

(∇ûhk+1
,∇vhk+1

) = λhk
b(uhk

, vhk+1
)− (f(uhk

), vhk+1
), ∀ vhk+1

∈ Vhk+1
. (3.1)

用多重网格算法求解这个方程获得一个逼近解 ũhk+1
∈ Vhk+1

且有误差

∥ûhk+1
− ũhk+1

∥1 6 Cηa(Vhk
)δhk

(u).
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第 2 步 定义一个新的有限维空间 VH,hk+1
= VH + span{ũhk+1

}. 求解如下的非线性特征值问题,

求 (λhk+1
, uhk+1

) ∈ R× VH,hk+1
使其满足 b(uhk+1

, uhk+1
) = 1 和如下方程:

a(uhk+1
, vH,hk+1

) = λhk+1
b(uhk+1

, vH,hk+1
), ∀ vH,hk+1

∈ VH,hk+1
. (3.2)

用如下符号表示上面定义的校正算法,

(λhk+1
, uhk+1

) = Correction(VH , λhk
, uhk

, Vhk+1
),

其中 VH 表示校正算法中用到的最粗的有限元空间, λhk
和 uhk

分别表示给定的特征值和特征函数逼

近, Vhk+1
表示计算所在的更细的有限元空间, (λhk+1

, uhk+1
) 表示校正算法的输出量.

下面给出上面所定义的校正算法的误差分析.

定理 3.1 如果假设 A1、A2 和 B 成立, 由校正算法 3.1 所得到的特征对逼近 (λhk+1
, uhk+1

) ∈ R
×Vhk+1

和在 Vhk+1
中直接求解所得到特征对 (λ̄hk+1

, ūhk+1
) 有如下误差估计:

∥ūhk+1
− uhk+1

∥1 . εhk+1
(u), (3.3)

|λ̄hk+1
− λhk+1

|+ ∥ūhk+1
− uhk+1

∥0 . ηa(VH)∥ūhk+1
− uhk+1

∥1, (3.4)

|(f(ūhk+1
)− f(uhk+1

), v)| . ηa(VH)∥ūhk+1
− uhk+1

∥1∥v∥1, ∀ v ∈ V, (3.5)

其中 εhk+1
(u) := ηa(Vhk

)δhk
(u) + ∥ūhk

− uhk
∥0 + |λ̄hk

− λhk
|.

证明 由问题 (2.3) 和 (3.1), 对任意的 vhk+1
∈ Vhk+1

, 如下的估计成立,

(∇(ūhk+1
− ûhk+1

),∇vhk+1
)

= b(λ̄hk+1
ūhk+1

− λhk
uhk

, vhk+1
) + (f(uhk

)− f(ūhk+1
), vhk+1

)

. (|λ̄hk+1
− λhk

|+ ∥ūhk+1
− uhk

∥0)∥vhk+1
∥1

. (|λ̄hk+1
− λ̄hk

|+ |λ̄hk
− λhk

|+ ∥ūhk+1
− ūhk

∥0 + ∥ūhk
− uhk

∥0)∥vhk+1
∥1

. (ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|)∥vhk+1
∥1.

则依据上式可得

∥ūhk+1
− ûhk+1

∥1 . ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|. (3.6)

从 (3.6) 和多重网格求解的精度 ∥ûhk+1
− ũhk+1

∥1 . ηa(Vhk
)δhk

(u) 可以得到如下的估计:

∥ūhk+1
− ũhk+1

∥1 . ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|. (3.7)

现在来估计特征值问题 (3.2) 的特征对逼近 (λhk+1
, uhk+1

) 的误差. 由假设 A1、A2、B 和有限维

空间 VH,hk+1
的构造, 成立如下的误差估计:

∥ūhk+1
− uhk+1

∥1 . inf
vH,hk+1

∈VH,hk+1

∥ūhk+1
− vH,hk+1

∥1 6 ∥ūhk+1
− ũhk+1

∥1 (3.8)

和

|λ̄hk+1
− λhk+1

|+ ∥ūhk+1
− uhk+1

∥0 . ηa(VH,hk+1
)∥ūhk+1

− uhk+1
∥1, (3.9)

|(f(ūhk+1
)− f(uhk+1

), v)| . ηa(VH,hk+1
)∥ūhk+1

− uhk+1
∥1∥v∥1, ∀ v ∈ V. (3.10)

结合 (2.7) 和 (3.7)–(3.10) 可以得到所要证明的结论 (3.3)–(3.5).
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4 由 Newton 迭代定义的单步校正法

本节介绍另一种基于 Newton 迭代所定义的单步校正算法来提高所给特征对逼近的精度. 这种校

正步同样包括用多重网格法求解一个辅助线性边值问题和在最粗有限元空间上求解一个非线性特征

值问题.

类似地, 假设已有特征对逼近 (λhk
, uhk

) ∈ R× Vhk
. 令 Vhk+1

⊂ V 是一个比有限元空间 Vhk
更细

的有限元空间使得 Vhk
⊂ Vhk+1

.

在本节定义双线性型 ahk
(w, v) 如下:

ahk
(w, v) = (∇w,∇v) + (fu(uhk

)w, v). (4.1)

假设线性算子 Lu := −∆+ fu(u) 非奇异并且 uhk
离 u 足够近使得如下的性质成立 (参见文献 [39, 引

理 2.1]),

sup
0 ̸=vhk+1

∈Vhk+1

ahk
(whk+1

, vhk+1
)

∥vhk+1
∥1

& ∥whk+1
∥1, ∀whk+1

∈ Vhk+1
, (4.2)

|ahk
(w, v)| . ∥w∥1∥v∥1, ∀w ∈ V, v ∈ V. (4.3)

现在来定义如下基于 Newton 迭代的单步校正算法.

算法 4.1 由 Newton 迭代定义的单步校正法.

第 1 步 定义如下边值问题, 求 êhk+1
∈ Vhk+1

满足如下方程:

ahk
(êhk+1

, vhk+1
) = λhk

b(uhk
, vhk+1

)− (∇uhk
,∇vhk+1

)− (f(uhk
), vhk+1

), ∀ vhk+1
∈ Vhk+1

. (4.4)

用多重网格方法 [16, 24] 求解上面的方程得到逼近解 ẽhk+1
∈ Vhk+1

且具有误差估计

∥êhk+1
− ẽhk+1

∥1 6 Cηa(Vhk
)δhk

(u).

我们定义 ũhk+1
= uhk

+ ẽhk+1
.

第 2 步 定义一个新的有限元空间 VH,hk+1
= VH + span{ũhk+1

} 并且求解如下的非线性特征值问
题, 求 (λhk+1

, uhk+1
) ∈ R× VH,hk+1

使其满足 b(uhk+1
, uhk+1

) = 1 和如下方程:

a(uhk+1
, vH,hk+1

) = λhk+1
b(uhk+1

, vH,hk+1
), ∀ vH,hk+1

∈ VH,hk+1
. (4.5)

也用下面的符号来表示上面定义的校正步如下:

(λhk+1
, uhk+1

) = Correction(VH , λhk
, uhk

, Vhk+1
).

定理 4.1 如果假设A1、A2、C和条件 (4.2)成立,则校正算法 4.1得到的特征对逼近 (λhk+1
, uhk+1

)

∈ R× Vhk+1
和在 Vhk+1

中直接求解所得到特征对 (λ̄hk+1
, ūhk+1

) 有如下误差估计:

∥ūhk+1
− uhk+1

∥1 . εhk+1
(u), (4.6)

|λ̄hk+1
− λhk+1

|+ ∥ūhk+1
− uhk+1

∥0 . ηa(VH)∥ūhk+1
− uhk+1

∥1, (4.7)

|(f(ūhk+1
)− f(uhk+1

)− fu(uhk+1
)(ūhk+1

− uhk+1
), v)|

. ηa(VH)∥ūhk+1
− uhk+1

∥1∥v∥1, ∀ v ∈ V, (4.8)
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其中

εhk+1
(u) := ηa(Vhk

)δhk
(u) + ∥ūhk

− uhk
∥0 + |λ̄hk

− λhk
|.

证明 由问题 (2.3) 和 (4.4) 可得如下的估计对任意的 vhk+1
∈ Vhk+1

成立,

ahk
(ūhk+1

− uhk
− êhk+1

, vhk+1
)

= ahk
(ūhk+1

− uhk
, vhk+1

)− b(λhk
uhk

, vhk+1
) + (∇uhk

,∇vhk+1
) + (f(uhk

), vhk+1
)

= (∇ūhk+1
,∇vhk+1

) + (fu(uhk
)(ūhk+1

− uhk
), vhk+1

)− b(λhk
uhk

, vhk+1
) + (f(uhk

), vhk+1
)

= (f(uhk
)− f(ūhk+1

) + fu(uhk
)(ūhk+1

− uhk
), vhk+1

) + b(λ̄hk+1
ūhk+1

− λhk
uhk

, vhk+1
)

. (∥ūhk+1
− uhk

∥0 + |λ̄hk+1
− λhk

|)∥vhk+1
∥1

. (∥ūhk+1
− ūhk

∥0 + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk+1
− λ̄hk

|+ |λ̄hk
− λhk

|)∥vhk+1
∥1

. (ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|)∥vhk+1
∥1. (4.9)

结合 (4.2) 和 (4.9) 可以导致如下的估计:

∥ūhk+1
− uhk

− êhk+1
∥1 . sup

0 ̸=vhk+1
∈Vhk+1

ahk
(ūhk+1

− uhk
− êhk+1

, vhk+1
)

∥vhk+1
∥1

. ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|. (4.10)

结合 (4.10) 和多重网格求解的精度 ∥êhk+1
− ẽhk+1

∥1 . ηa(Vhk
)δhk

(u), 如下的估计成立,

∥ūhk+1
− ũhk+1

∥1 . ηa(Vhk
)δhk

(u) + ∥ūhk
− uhk

∥0 + |λ̄hk
− λhk

|. (4.11)

现在来估计特征值问题 (4.5) 的逼近解 (λhk+1
, uhk+1

) 的误差. 基于假设 A1、A2 和 C, 并结合有

限元空间 VH,hk+1
的定义, 可以得到如下估计:

∥ūhk+1
− uhk+1

∥1 . inf
vH,hk+1

∈VH,hk+1

∥ūhk+1
− vH,hk+1

∥1 6 ∥ūhk+1
− ũhk+1

∥1 (4.12)

和

|λ̄hk+1
− λhk+1

|+ ∥ūhk+1
− uhk+1

∥0 . ηa(VH,hk+1
)∥ūhk+1

− uhk+1
∥1, (4.13)

|(f(ūhk+1
)− f(uhk+1

)− fu(uhk+1
)(ūhk+1

− uhk+1
), v)|

. ηa(VH,hk+1
)∥ūhk+1

− uhk+1
∥1∥v∥1, ∀ v ∈ V. (4.14)

结合 (2.7) 和 (4.11)–(4.14), 我们可以得到需要证明的结论 (4.6)–(4.8).

5 非线性特征值问题的多重网格算法

本节基于前面定义的算法 3.1和 4.1,介绍一种求解非线性特征值问题的多重网格方法. 这种多重

网格方法可以得到与直接在最细网格上求解非线性特征值问题相同的最优误差阶.

为了进行多重网格计算, 我们在区域 Ω 上定义一列网格剖分 Th1 , . . . , Thn . 首先通过加密最粗网

格 TH 得到网格 Th1 , 其次之后的每个网格 Thk
是由 Thk−1

通过一次的一致加密 (产生 βd 个小单元)

得到, 则如下的网格条件成立,

hk ≈ 1

β
hk−1, k = 2, . . . , n.
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在定义的网格序列 Th1 , . . . , Thn 上构造相应的线性有限元空间使其满足如下嵌套关系:

VH ⊆ Vh1
⊂ Vh2

⊂ · · · ⊂ Vhn
. (5.1)

相应的逼近误差满足如下条件:

δhk
(u) ≈ 1

β
δhk−1

(u), k = 2, . . . , n. (5.2)

下面定义求解非线性特征值问题的多重网格算法.

算法 5.1 特征值多重网格算法.

第 1 步 构造有限元空间序列 Vh1
, Vh2

, . . . , Vhn
使得 (5.1) 和 (5.2) 成立.

第 2 步 求解如下非线性特征值问题, 求 (λh1 , uh1) ∈ R × Vh1 使其满足 b(uh1 , uh1) = 1 和如下

方程:

a(uh1 , vh1) = λh1b(uh1 , vh1), ∀ vh1 ∈ Vh1 . (5.3)

第 3 步 对 k = 1, . . . , n− 1 做循环. 执行由算法 3.1 或 4.1 定义的单步校正算法

(λhk+1
, uhk+1

) = Correction(VH , λhk
, uhk

, Vhk+1
), (5.4)

得到一个新的特征对逼近 (λhk+1
, uhk+1

) ∈ R× Vhk+1
. 循环结束.

最后得到了一个定义在最细网格 Thn 上的特征对逼近 (λhn , uhn) ∈ R× Vhn .

上面定义的多重网格算法有如下的误差估计.

定理 5.1 在算法 5.1中,若采用单步校正算法 3.1,我们假设定理 3.1的条件成立;若采用单步校

正算法 4.1, 我们假设定理 4.1的条件成立. 当条件 Cβ2ηa(VH) < 1 (C 为隐藏在不等式中的相关常数)

成立时, 执行多重网格算法 5.1 所得到的特征对逼近 (λhn , uhn) 有如下误差估计:

∥ūhn − uhn∥1 . β2ηa(Vhn)δhn(u), (5.5)

|λ̄hn − λhn |+ ∥ūhn − uhn∥0 . ηa(Vhn)δhn(u). (5.6)

证明 这里只给出采用单步校正算法 3.1 所定义的多重网格算法误差估计. 由单步校正算法 4.1

定义的多重网格算法的估计可以类似给出.

由算法 5.1 的定义可以知道 ūh1 = uh1 , λ̄h1 = λh1 , 则当 k = 2 时, 由定理 3.1 和算法 5.1 可知如

下估计成立,

∥ūh2 − uh2∥1 . ηa(Vh1)δh1(u), (5.7)

|λ̄h2 − λh2 |+ ∥ūh2 − uh2∥0 . ηa(VH)∥ūh2 − uh2∥1 6 ηa(VH)ηa(Vh1)δh1(u), (5.8)

|(f(ūh2)− f(uh2), v)| . ηa(VH)∥ūh2 − uh2∥1∥v∥1 . ηa(VH)ηa(Vh1)δh1(u)∥v∥1, ∀ v ∈ V. (5.9)

结合定理 3.1 的结论、(5.2)、(5.7)–(5.9) 和递归讨论可以得到最后的特征函数逼近 uhn 有如下误差

估计:

∥ūhn − uhn∥1 . ηa(Vhn−1)δhn−1(u) + ∥ūhn−1 − uhn−1∥0 + |λ̄hn−1 − λhn−1 |

. ηa(Vhn−1)δhn−1(u) + ηa(VH)∥ūhn−1 − uhn−1∥1
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. ηa(Vhn−1)δhn−1(u) + ηa(VH)ηa(Vhn−2)δhn−2(u) + η2a(VH)∥ūhn−2 − uhn−2∥1

.
n−1∑
k=1

(ηa(VH))n−k−1ηa(Vhk
)δhk

(u)

.
( n−1∑

k=1

(β2ηa(VH))n−k−1

)
β2ηa(Vhn)δhn(u)

. 1

1− β2ηa(VH)
β2ηa(Vhn)δhn(u) . β2ηa(Vhn)δhn(u). (5.10)

这就是所要证明的结论 (5.5). 类似于定理 3 的证明同样可以得到 (5.6).

注 5.1 由误差估计 (5.5) 和 (5.6) 可以知道, 这里给出的多重网格算法得到的特征函数逼近与

直接求解非线性特征值问题得到的特征函数逼近之间在 H1(Ω) 模的意义下有超逼近性质, 并且多重

网格得到的特征函数与直接求解的特征函数逼近的 L2(Ω)模的误差相同.特征值的逼近也有相同的误

差估计.

推论 5.1 在定理 5.1 的条件下, 执行多重网格算法 5.1 得到的特征对逼近 (λhn , uhn) 有如下的

误差估计:

∥u− uhn∥1 . δhn(u), (5.11)

|λ− λhn |+ ∥u− uhn∥0 . ηa(Vhn)δhn(u). (5.12)

注 5.2 由误差估计 (5.11)和 (5.12)可以知道,多重网格算法得到的特征对逼近与直接求解非线

性特征值问题得到的特征对逼近有相同的误差估计.

6 多重网格算法的计算量估计

本节考察算法 5.1 的计算量. 我们将证明多重网格算法 5.1 可以使得非线性特征值问题求解的计

算量在一定条件下与求解线性边值问题的计算量相当.

首先定义在每层线性有限元空间的维数为 Nk := dimVhk
, 则易知如下关系成立,

Nk ≈
(
1

β

)d(n−k)

Nn, k = 1, 2, . . . , n. (6.1)

值得注意的是, 算法 3.1 和 4.1 的第 2 步的计算量与通常的线性特征值问题的校正算法不一样 (参见

文献 [29,31–33]),这里需要求解非线性特征值问题 (3.2)和 (4.5). 我们通常需要采用迭代算法 (自洽场

(self-consistent field, SCF) 迭代或 Newton 迭代) 来求解非线性特征值问题. 每一次非线性迭代都需要

重新组装有限元空间 VH,hk
(k = 2, . . . , n) 上的刚度矩阵, 而组装这个矩阵所需要的计算量为 O(Nk).

幸运的是组装矩阵是很容易进行并行化的, 因为组装矩阵时各进程之间几乎不需要进行数据交换.

定理 6.1 假设采用 m 个计算节点来运行算法 5.1, 在有限元空间 VH 和 Vh1 上求解线性特征值

问题分别需要计算量 O(MH)和 O(Mh1),在每层有限元空间 Vhk
上,多重网格求解线性边值问题的计

算量为 O(Nk) (k = 2, 3, . . . , n). 令 ϖ 表示求解非线性特征值问题 (3.2) 和 (4.5) 的非线性迭代次数,

则在每个进程上的计算量为

Total work = O
((

1 +
ϖ

m

)
Nn +ϖMH logNn +ϖMh1

)
. (6.2)
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证明 令 Wk 表示在 k 层有限元空间 Vhk
上运行校正步时在每个节点上的计算量, 则由单步校

正法的定义, 我们有

Wk = O
(
Nk +ϖ

(
MH +

Nk

m

))
, k = 2, . . . , n. (6.3)

迭代应用估计 (6.3) 和关系 (6.1) 可以得到在单个计算节点上的总体计算为

Total work =
n∑

k=1

Wk = O
(
ϖ

(
Mh1 +

N1

m

)
+

n∑
k=2

(
Nk +ϖ

(
MH +

Nk

m

)))

= O
( n∑

k=1

(
1 +

ϖ

m

)
Nk + (n− 1)ϖMH +ϖMh1

)

= O
( n∑

k=1

(
1

β

)d(n−k)(
1 +

ϖ

m

)
Nn +ϖMH logNn +ϖMh1

)
= O

((
1 +

ϖ

m

)
Nn +ϖMH logNn +ϖMh1

)
. (6.4)

则所需结论得证.

注 6.1 在算法 3.1 和 4.1 的第 2 步求解非线性特征值问题的时候, 由于我们经常有足够好

的初始值 ũhk+1
, 所以, 求解非线性特征值问题一般不需要很多的迭代步, 往往只需要几步就可以了.

在这种情形下, 如果再有条件 MH ≪ Nn 和 Mh1 6 Nn, 可以得到在所有计算节点上的计算量最多

为 O(Nn).

7 总结与展望

本文介绍了一种求解非线性特征值问题的多重网格算法. 其中的主要思想是, 利用多重校正把非

线性特征值问题的求解转化成在一序列有限元空间上线性边值问题的求解和在最粗空间上非线性特

征值问题的求解. 这里给出的求解非线性特征值问题的多重网格算法可以应用到一些实际特征值问题

的求解中去 (参见文献 [3, 35–37]).

当然也可以把这里求解线性边值问题的多重网格算法换成其他高效的迭代算法,如代数多重网格

算法、子空间校正类算法 [11, 13] 和基于区域分解的算法 [40] 等. 并且这里的框架也可以与并行计算和

自适应加密相结合来设计出求解非线性特征值问题的新算法.
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A multigrid method for nonlinear eigenvalue problems

XIE HeHu

Abstract A multigrid method is proposed for solving nonlinear eigenvalue problems by the finite element

method. With this new scheme, solving nonlinear eigenvalue problem is transformed to a series of solutions of

linear boundary value problems on multilevel finite element spaces and a series of nonlinear eigenvalue problems

on the coarsest finite dimensional space. The computational work of this new scheme can reach almost the same

optimality as the solution of the corresponding linear boundary value problem when stiff and mass matrices are

assembled in parallel. Therefore, this type of multilevel correction scheme improves the overfull efficiency for the

nonlinear eigenvalue problem solving.
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